Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


Die  graphische  Statik  der 
Baukonstruktionen 


Dt.'Sng.  Heinrich  Müller-Breslau 

Geh.  Kt^erangsrat,  Professor  an  der  Techoischen  Hocbschnle  in  Berlia. 


Zweiter  Band.  i.  Abteilung;. 

Vierte,  vermehrte  Auflage. 
Mit  383  AbblldunE«n  Im  Text  und  7  Tafeln. 


Stuttgart 

Altred  Kröner  Verlag 

1907. 


/3 


Druck  von  Grimme  &  Trömel  in  I/eipzig. 


Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 


Die  vorliegende  Abteilung  der  Statik  der  BaiüconstrvkHonen  be- 
schäftigt sich  mit  einer  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Elastizitäts- 
lehre; sie  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Formänderungen  ebener  Fach- 
werke und  die  Theorie  des  statisch  unbestimmten  ebenen  Fachwerks 
möglichst  vollständig  darzustellen. 

Den  Ausgangspunkt  bildet  hierbei  das  Gesetz  der  virtuellen  Ver- 
rückungen und  der  aus  diesem  gefolgerte  Maxwellsche  Satz  von  der 
Gregenseitigkeit  der  elastischen  Formänderungen,  eine  analytische  Grund- 
lage, ,die  auf  den  ersten  Blick  für  ein  Lehrbuch  der  graphischen  Statik 
nicht  recht  geeignet  erscheint  —  Wer  sich  aber  auf  das  Gebiet  der 
Elastizitätslehre  begibt,  ist  immer  gezwungen,  gewisse  Vorarbeiten  durch 
Rechnung  zu  erledigen,  und  angesichts  dieser  Sachlage  ließe  es  sich 
kaum  rechtfertigen,  ein  so  vortreffliches  Rüstzeug  wie  die  neuere  ana- 
lytische Theorie  beiseite  zu  legen  und  durch  umständlichere  Hilfemittel 
zu  ersetzen.  Dem  zeichnerischen  Verfahren  bleibt  immer  noch  ein 
weites  Feld:  die  Auftragung  der  Verschiebungspläne  und  die  Benutzung 
dieser  Liniengebilde  zur  Herleitung  der  Einflußlinien  und  Einflußzahlen, 
welche  auf  alle  bei  der  Untersuchung  eines  gegebenen  Fachwerks  zu 
stellenden  Fragen  die  bündigste  Antwort  geben. 

Unser  Buch  ist  folgendermaßen  gegliedert: 

In  der  Einleitung  werden  die  Grundgesetze  der  neueren  analy- 
tischen Theorie  unter  der  Voraussetzimg  hergeleitet,  daß  für  den  Bau- 
stoff eine  Proportionalitätsgienze  besteht  und  die  Beanspruchung  inner- 
halb dieser  Grenze  liegt,  eine  Annahme,  welche  bei  den  hier  ausschließ- 
lich in  Betracht  kommenden  Trägem  aus  Schweißeisen,  Flußeisen  und 
Stahl  zulässig  ist  Der  Verfasser  hat  sich  hierbei  möglichster  Kürze 
befleißigt,  hofft  aber,   die  Schwierigkeiten,  welche  diese  allgemeinen 


IV  Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 

Lehren  dem  Anfänger  zu  bieten  pflegen,  durch  Einflechtung  von  leicht 
zu  überschauenden  Sonderfällen  gehoben  zu  haben. 

Der  I.  Abschnitt  lehii  in  den  §§  1 — 4  die  verschiedenen  Dar- 
stellungsweisen der  Knotenpunktsverschiebungen  ebener  Fachwerke  und 
zwar  in  erster  Linie  die  zeichnerischen  Verfahren,  nebenbei  aber  auch 
den  in  vielen  Fällen  einfacheren  rechnerischen  Weg.  Dieser  wichtigste 
Teil  des  Buches  ist  besonders  ausfülnlich  behandelt  worden;  es  wurden 
auch  schwierigere  Aufgaben  mit  Zuhilfenahme  der  Kinematik  behandelt 
§  5  enthält  sodann  als  Fortsetzung  der  Einleitung  eine  Reihe  von  Auf- 
gaben über  das  statisch  unbestimmte  Fachwerk  und  zeigt,  daß  sich  die 
Ermittlung  der  statisch  nicht  bestimmbai'en  Größen  stets  mit  Hilfe 
von  einfachen  Verschiebungsplänen  durchführen  läßt  und  daß  der  vor- 
getragene Lehrstoff  selbst  bei  Behandlung  verwickelterer  Fälle  nicht 
im  Stiche  läßt  Damit  ist  die  Theorie  des  ebenen.  Fachwerks  ab- 
geschlossen. 

Der  n.  Abschnitt  enthält  lediglich  Anwendungen;  es  werden  die 
wichtigsten  statisch  unbestimmten  Träger  ausführlicher  betrachtet,  zuerst 
der  Zweigelenkbogen,  sodann  die  vei*steiften  Stabbögen,  der  beiderseits  ein- 
gespannte Bogen,  der  Balken  auf  mehreren  Stützen,  verschiedene  seltenere 
Anordnungen  statisch  unbestinunter  Balken-,  Bogen-  und  Kettenbrücken 
und  die  mehrteiligen  Fachwerkbalken.  Dieser  für  den  praktischen 
Ingenieur  bestimmte  Teü  des  Buches  hat  in  der  neuen  Auflage  erheb- 
liche Erweiterungen  erfahren.  Den  Schluß  der  reichhaltigen  Aufgaben- 
sammlung bildet  die  Untersuchung  eines  vierteiligen,  dreifach  statisch 
unbestimmten  Netzwerks;  sie  ist  besonders  wichtig,  da  Träger  dieser 
Art  für  zerlegbare  Brücken  gewisse  Vorzüge  besitzen.  Hier  galt  es, 
nicht  allein  durch  Vorführung  einer  strengen  Untersuchung  die  im 
L  Bande  vorgetragene  bequeme  angenäherte  Berechnung  zu  prüfen  und 
zu  bestätigen,  sondern  auch  falsche  Ansichten  zu  bekämpfen,  die  neuer- 
dings auf  diesem  Gebiete  laut  geworden  sind. 

Alle  Untersuchungen  des  E.  Abschnitts  sind  als  Beispiele  zur 
Erläuterung  der  allgemeinen  Theorie  aufgefaßt  worden,  ein  Verfahren, 
welches  der  Verfasser  in  seinen  Vorträgen  an  der  hiesigen  technischen 
Hochschule  als  vorteilhaft  erkannt  hat  und  welches  die  Bewältigung 
dieses  wichtigen  Lehrstoffs  ohne  großen  Zeitaufwand  gestattet  Der 
Lernende  hat  in  der  Tat  nur  nötig,  ein  einziges  schwierigeres  Beispiel 
sorgfältig  durchzuarbeiten,  lun  sich  volle  Sicherheit  auf  dem  ganzen 
Gebiete  zu  erwerben.  Daß  diese  auf  die  Beherrschung  der  allgemeinen 
Gesetze   hinzielende  Vortragsweise   seitens   des   Studierenden   anfangs 
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etwas  mehr  geistige  Anstrengung  verlangt  als  die  Beschränkung  auf 
die  einfachsten  Sonderfälle,  von  denen  jeder  von  Grand  aus  entwickelt 
wird,  ist  selbstverständlich.  Dafür  bietet  sie  aber  auch  mehr  als  eine 
Gebrauchsanweisung  für  die  Behandlung  leichter  Angaben. 

Berlin,  im  Juni  1902. 

H.  MfiUer-Breslau. 


Vorwort  zur  vierten  Auflage. 


Von  der  vorigen  Auflage  imterscheidet  sich  die  vorliegende 
durch  eine  analytische  Ergänzung  des  kinematischen  Verfahrens,  die 
Gleichungen  zur  Berechnung  der  statisch  unbestimmten  Größen  X^^ 
JTj,  ...  so  zu  gestalten,  daß  jede  Gleichung  nur  eine  einzige  Unbe- 
kannte enthält,  femer  durch  eme  Umarbeitung  der  Untersuchung  des 
auf  mehreren  Stützen  mhenden  Balkens;  hier  wurde  auch  ein  von 
verschiedenen  Seiten  gewünschtes  Zahlenbeispiel  eingeschaltet  Die 
Angaben  über  die  zur  Einleitung  gehörige  Literatur  wurden  durch  einen 
Auszug  aus  der  grundlegenden  Maxwellschen  Arbeit  ergänzt  Hier- 
durch glaubt  der  Verfasser  am  vmksamsten  dem  von  anderer  Seite 
unternommenen  Versuche  entgegenzuti'eten,  die  Tragweite  der  Maxwell- 
schen Arbeit  herabzusetzen. 

Berlin,  im  Januar  1907. 

H.  MfiUer-Breslau. 
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Einleitung. 

Grundgesetze  der  Theorie  der  elastischen  Träger. 

A.  Das  Facfawerk. 

a.  Voraussetzungen  und  Erklärungen.    Elastizitatsbedingungen.    Gesetz  von 

der  ZusammenzlUilung  der  einzelnen  Wirkungen. 

1.  —  Wird  ein  aus  elastischen  Stäben  gebildetes  und  auf  elasti- 
schen Stützen  ruhendes  Fachwerk  der  Einwirkung  von  äußeren  Kräften 
lind  Temperaturänderungen  ausgesetzt,  so  erfährt  es  vor  Euitritt  des 
Gleichgewichts,  dessen  schließliches  Zustandekommen  vorausgesetzt 
werden  möge,  im  allgemeinen  eine  Formveränderung.  Die  Yerschie- 
bungen,  welche  die  Knotenpunkte  dabei  erfahren,  bezeichnet  man  als 
elastische^  sobald  sie  nur  eine  Folge  der  Dehnbarkeit  der  Stäbe  und 
der  Elastizität  der  Widerlager  sind.  Ihre  Werte  sind  meistens  so  klein, 
daß  es  zulässig  ist,  sie  als  verschwindende  Größen  zu  behandeln  und 
bei  Aufstellung  der  Gleichgewichtsbedingungen  sämtUche  Kräfte  in  den 
für  starre  Stäbe  und  Stützen  gültigen  Lagen  zu  denken. 

Die  folgenden  Untersuchungen  sind  an  die  Annahme  ganz  allmäh- 
lich wachsender  Kräfte  gebunden,  setzen  also  voraus,  daß  der  Gleich- 
gewichtszustand eintritt,  ohne  daß  Schwingungen  entstehen.  Sie  be- 
schäftigen sich  mit  ebenen  und  räumlichen  Fach  werken,  beschränken 
sich  aber  auf  den  Fall  sehr  kleiner  und  nur  elastischer  Formänderungen. 
Ihr  erstes  Ziel  ist  die  Herleitung  von  allgemeinen  Beziehungen  zwischen 
den  Änderungen  der  Stablängen  und  den  Verschiebungen  der  Knoten- 
punkte —  Beziehungen,  die  nicht  allein  die  Bestimmung  der  Gestalt 
des  verschobenen  Fachwerks  möglich  machen,  sondern  auch  die  Grund- 
lage für  die  Ermittelung  der  Spannkräfte  und  Stützenwiderstände  der- 
jenigen statisch  unbestimmten  Fachwerke  bilden  werden,  welche  sich 
durch  Beseitigung  von  Stäben  oder  Auflagerbedingungen  in  statisch 
bestimmte  und  ausschließlich  elastischen  Formänderungen  unterworfene 
Stabgebilde  verwandeln  lassen. 

2.  —  Es  wird  zunächst  angenommen,  daß  die  äußeren  Kräfte  nur 
in  den  Knotenpunkten  angreifen,  mithin  sämtliche  Stäbe  ausschließlich 
auf  Zug  oder  auf  Druck  beansprucht  werden.    Die  Gewichte  der  Stäbe 
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sind  hierbei  auf  die  Knotenpunkte  verteilt  zu  denken.  Alle  gegebenen 
äußeren  Kräfte  werden  Lasten  genannt,  zur  Unterscheidung  derselben 
von  den  an  den  Auflagern  hervorgerufenen  Widerständen,  Eine  Last 
werden  wir  allgemein  mit  P  bezeichnen,  hingegen  den  Buchstaben  Q 
anwenden,  wenn  es  dahingestellt  sein  soll,  ob  die  damit  gemeinte  äußere 
Kraft  eine  Last  oder  ein  Stützenwiderstand  ist  Vor  Einwirkung  der 
äußeren  Kräfte  und  der  Temperaturänderungen  seien  sämtliche  Stäbe 
spannungslos. 

Es  wird  vorausgesetzt,  daß  für  den  Baustoff  eine  Proportionalitäts- 
grenze besteht  imd  die  Beanspruchung  innerhalb  dieser  Grenze  liegt, 
eine  Annahme,  welche  bei  den  hier  ausschließlich  in  Betracht  kom- 
menden Trägem  aus  Schweißeisen,  Flußeisen  und  Stahl  zulässig  ist 
Bedeutet  dami 

S  die  Spannkraft  in  irgendeinem  Stabe, 

s   die  anfängliche  Länge  dieses  Stabes, 

Aä  die  Strecke,  um  welche  s  zunimmt  (sie  ist  negativ,  sobald  sich 

der  Stab  verkürzt), 

As 

—  das   Verlängertingsverhältnis  des  Stabes, 

F  den  Quei-schnitt  des  prismatisch  vorausgesetzten  Stabes, 
E  die  für  alle  Pimkte  des  Stabes  gleich  groß  angenommene  Elasti- 
zitätsziffer (auch  Elastizitätskoeffizient  oder  Elastizitätsmodul  ge- 
nannt), 
t  die  für  alle  Punkte  des  Stabes  gleiche  Temperaturerhöhimg, 
e  das   einer  Temperaturerhöhung  um    1**  Geis,   entsprechende  Ver- 
längerungsverhältnis, 

c  =  -^  die  im  Stabe  hen'orgerufene  Spannung  —  positiv,  sobald 

der  Stab  gezogen  wird,  so  ist 

(^)  -i  =  -E  +  '*^EF  +  '^' 

Schreibt  man  —  =  — -j-^ — ,   so  erkennt  man,   daß  die  Temperatur- 

erhöhung  denselben  Einfluß  auf  As  besitzt,  wie  eine  Zunahme  der 
Spannung  um  tEt^  ein  Gesetz,  von  dem  wir  später  öfter  Gebrauch 
machen  werden.     Man  darf  im  Mittel  annehmen 

für  Schweißeisen  £'=2000000  7,«« 

„    Flußeisen       £'=2150000    „ 

„    Stahldraht       £7=2150000    ,, 

„    Flußstahl       £7=2200000    „ 

„    Stahlguß         £7=2150000    „ 
femer  für 
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Schweißeisen  Mußeisen  Stahl 

6  =  0,0000121,  0,0000118,  0,0000124 

e^=24*^/^  ^E=26%^        tE=27%^ 

=  240  %^  =  250  7^  =  270  7,^ 

3.  —  Ein  räumliches  Fachwerk  sei  auf  ein  rechtwinkliges  Koordi- 
natensystem x,  y,  z  bezogen,  i  und  k  seien  irgend  zwei  durch  einen 
Stab  von  der  I^ge  «,»  verbundene  Knotenpunkte.  Die  Koordinaten 
(XitfiX^^  (Xfc yu «»)  derselben  mögen  infolge  der  Formänderung  des  Fach- 
werks \xni  (äXilyt^Xi)^  (Aa:fcAyfcA;ifc)  zunehmen.  Daon  bestehen  die 
Gleichungen 

(2)  s^^  =  (x,  —  xy  +  (f/,  —  y,y  +  (x,  —  xy  und 

(3)  (s^  +  ^»)*  =  [fe  +  Aic*)  —  (X,  +  Ax,)]«+ [(y*+ Ay,)— (y,+ Ay,)i^ 


+ 


+ 
lind  man  erhält,  wenn  man  (2)  von  (3)  abzieht: 

(4)  2S|»  äSfu  +  A5,fc»  =  2  (x»  —  CK,)  (Aa^  —  Aa;<)  +  (Ax*  —  Arr,) « 

+  2  (2/;fc  —  2^,)  i^yk  —  Ayö  +  (Ay*  —  Ay,)* 
+  2  (^,  —  ^0  (A%  —  A^,)  +  (A^*  —  A^,)'- 
Werden  nun  die  Werte  Ax,  Ay,  äx^  Is  so  klein  vorausgesetzt, 
daß  es  zulässig  ist,  die  kleinen  Größen  zweiter  Ordnung  gegen  die- 
jenigen der  ersten  Ordnung  zu  vernachlässigen,  so  geht  (4)  über  in 

(5)  2Si^  ^St^  =  2{xu  —  Xt)  (Aa^  —  Ax,)  +  2  (y*  —  y,)  (Ay^  —  Aj^,) 

+  2  (Xfc  —  X,)  (A;tfc  —  A%,), 
d.  L  in  eine  Gleichung,  welche  man  auch  erhalten  kann,  indem  man 
die  Gleichung  (2)  differentiiert  und  das  Differentialzeichen  d  durch  das 
Zeichen  A  ersetzt;  sie  ist  nur  dann  streng  rieh-    ^^ 
tig,  wenn  Ax,  Ay,  Ax,  A^  imendlich  klein  sind. 
Bedeuten  ot,*,  ß^,,,  y,,,  die  Winkel,  welche 
die  Richtung  des  Stabes  «<»  mit  den  Bichtungen 
der  Achsen  x,  y,  x  einschließt,  so  ist: 


lA^^ 


♦^ 


Fig.  1. 


X*  —  X,  =  Stf,  cos  a,fc, 
yl — y<  =  «<*cosßa, 

Xu  —  Xt  =  Stu  COS  T<», 

(vergL  Fig.  1,  welche  sich  auf  ein  ebenes  Fachwerk  bezieht)  und  es 
kanu  deshalb  (6)  umgeformt  werden  in 

(6)  As<»  =  (AXfc  —  Ax,)  cos  a<i,  +  (Ay*  —  A^<)  cos  ß^* 

-i-(A^— Ax<)cosY<fc, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichimg  (1)  in: 


(7) 


EiM  Fi 


ih  -^'ik 


+  hk  tik  SiM  =  (Ax„  —  Ax,)  cos  oLtj,  +  (A^fc  —  Ay<)  cos  ß^j^ 

+  (äxj,  —  AX|)  cos  Y,4 . 

1* 


4  Einleitung. 

Wir  nennen  die  Gleichung  (7)  eine  Elastixitätsbedingung.  Ist  die 
Anzahl  der  Fachwerkstäbe  r,  so  lassen  sich  r  Elastizitätsbedingungen 
aufstellen. 

4.  —  Die  Aufgabe  der  Theorie  des  Fachwerks  besteht  in  der  Er- 
mittelung der  Stützenwiderstände  und  Spannkräfte,  sowie  in  der  Auf- 
suchung der  Gestalt  des  verschobenen  Fachwerks.  Der  letztere  Teil 
dieser  Au^be  ist  als  gelöst  zu  betrachten,  sobald  die  Seitenverschie- 
bungen Ax,  A^,  Ax  sämtlicher  Enotenpimkte  bekannt  sind. 

Als  gegeben  wollen  wir  außer  den  auf  das  Fachwerk  wirkenden 
Lasten  P  und  den  Temperaturänderungen  t  vorläufig  auch  die  Ver- 
schiebungen der  Stützpunkte  annehmen;  denn  diese  können  meistens 
nur  geschätzt  oder  durch  Beobachtung  bestinunt  werden;  sie  lassen  sich 
in  den  seltensten  Fällen  durch  die  auf  die  Widerlager  wirkenden  Kräfte 
und  die  Temperaturänderungen  der  Stützen  ausdrücken,  da  wichtige 
Ursachen  jener  Yerschiebungen,  wie  das  Nachgeben  des  Baugrundes 
und  die  Formänderung  der  Mauerwerkkörper,  bislang  noch  sehr  wenig 
erforscht  sind. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  daß  an  den  Auflagerstellen  keine 
Eeibungswiderstände  auftreten  und  unterscheiden  dann  drei  Arten  von 
Stützung: 

a)  Der  Stützpunkt  w  wird  in  einer  Fläche  gefühlt  Der  Stützen- 
widerstand wirkt  rechtwinklig  zu  der  in  ^^?  an  jene  Fläche  gelegten 
Berührungsebene;  seine  Richtung  ist  gegeben,  seine  Größe  wird  gesucht 
Bei  ruliendem  Widerlager  ist  die  Verschiebung  von  w  in  der  Richtung 
des  Auflagerdruckes  =  0;  im  Gegenfalle  möge  dieselbe  einen  durch  die 
Beobachtung  gefimdenen,  gegebenen  Wert  annehmen. 

b)  Der  Stützpunkt  v^  wird  in  einer  linie  geführt;  er  kann  sich 
in  der  Richtung  der  in  w  an  jene  Linie  gelegten  Tangente  frei  bewegen. 
Der  in  w  angreifende  Auflagerdruck  liegt  in  der  zur  Tangente  rechte 
winkligen  Ebene  und  muß  durch  Angabe  zweier  Seitenkräfte  bestimmt 
werden.  Bei  ruhendem  Widerlager  sind  die  in  die  Richtungen  dieser 
Seitenkräfte  fallenden  Seitenverschiebungen  des  Punktes  w  gleich  Null 
Gibt  das  Widerlager  nach,  so  mögen  jene  Vei'schiebungen  gegebene, 
durch  Beobachtung  gefundene  Werte  besitzen. 

c)  Kann  sich  ein  Stützpimkt  iv  nach  keiner  Richtung  hin  frei  be- 
w^egen,  so  ist  zur  Bestimmung  des  an  demselben  angreifenden  Wider- 
standes die  Angabe  von  drei  Seitenkräften  erforderlich,  imd  diesen 
Kräften  stehen  bei  nachgebendem  Widerlager  drei  beobachtete  Seiten- 
verschiebungen gegenüber. 

Wie  also  die  Stützung  eines  Punktes  tv  immer  beschaffen  sein 
mag  —  stets  ist  die  Anzahl  der  an  dem  Auflager  auftretenden  unbe- 
kannten   äußeren  Kräfte   ebenso  groß  Avie  die  Anzahl  der  gegebenen 
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Seitenverschiebungen,  welche  letztere  die  Auflagerbedingungen  genannt 
werden  sollen. 

Die  Anzahl  der  Knotenpunkte  sei  fc,  diejenige  der  Stäbe  r. 
Für  jeden  Knotenpunkt  lassen  sich  drei  Oleichgeunchtsbedingungen  auf- 
stellen. Bedeuten  nämlich  C^,  ö^^,  Q,^  die  den  Achsen  x,  y,  z  par 
rallelen  Seitenkräfte  der  in  irgendeinem  Knotenpunkte  m  angreifenden 
äußeren  Kraft  Q^  femer  Sj,  Sj,  . . .  S,  die  Spannkräfte  in  den  von  m 
ausgehenden  Stäben  und  04,  o,,  .  .  .  «,,  ß^,  ßj,  .  .  .  ßj„  Tu  Ys?  •  •  •  Tp 
die  Neigungswinkel  der  Stabachsen  gegen  die  Achsen  x,  37,  x,  so 
muß  sein: 


(8) 


Ö«»  +  SScosa  =  0 
1 

Öy«  +  SScosß  =  0 
1 

a-+2Scos7  =  0. 
1 


Im  ganzen  stehen  beim  räumlichen  Fach  werk  zur  Yerfügung: 

3  k  Gleichgewichtsbedingungen, 
•  r   Elastizitätsbedingungen  von  der  Art  der  Gleichung  (7), 

a  Auf  lagerbedingungen, 
imd  diese  Gleichungen  enthalten  als  Unbekannte: 

r   Spannkräfte  8^ 

a  nach  bestimmten  Sichtungen  wirkende  Stützenwiderstände, 

3ä  Seitenverschiebungen   Ax,  Ay,  Ax  von  k  Ejiotenpunkten. 
(Beim  ebenen  Fachwerk  tritt  2  X;  an  die  Stelle  von  Sfc) 

Die  Anzahl  der  Unbekannten  ist  also  ebenso  groß  wie  die  Anzahl 
der  Gleichungen.  Letztere  sind  durchweg  vom  ersten  Grade;  sie  lassen 
sich  eindeutig  auflösen,  sobald  ihre  Nennerdeterminante  einen  von  Null 
verschiedenen  Wert  besitzt  —  was  hier  vorausgesetzt  werden  soll.  Eine 
nähere  Untersuchung  dieser  Nennerdeterminante  ist  überflüssig,  weil 
später  ein  anderer,  viel  einfacherer  Weg  zur  Lösung  der  gestellten  Auf- 
gabe eingeschlagen  und  aus  der  vorstehenden  Untersuchung  nur  gefolgert 
werden  soll, 

daß  sich  die  Spannkräfte  8,  femer  die  nach  bestimmten  Rich- 
tungen ttnrkenden  8tütxenvHderstände  C  und  die  Seitenver- 
schiebungen \x,  ^y,  Lx  darstellen  lassen  als  Uneare  Funk- 
tionen der  den  Koordinatenachsen  parallelen  Seitenkräfte  P^, 
P,,  Pj  .  .  .  der  Lasten,  der  Änderungen  1^,1^,1^.,,  der 
anfänglichen  Stabtemperaturen  und  der  nach  bestimmten  Rich- 
tungeffi  erfolgenden  Verschiebungen  h^u  h^,  h^  .  .  .  der  Stütz- 
punkte w. 
Für  jede  der  zu  suchenden  Unbekannten,  die  wir  allgemein  mit  Z 
bezeichnen  wollen,  ergibt  sich  hiemach  ein  Ausdruck  von  der  Form: 
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Einleitung. 


(9)        ^=x,P,+x,P,+x,P3  +  ... 

wobei  X,  (X,  V  Werte  sind,  welche  von  den  Abmessungen  und  Rich- 
tungen der  Stäbe,  den  Werten  E  und  e,  den  Koordinaten  a:,  y,  z  der 
Knotenpunkte  und  von  der  Art  der  Stützung  des  Eachwerkes  abhängen, 
nicht  aber  von  den  Größen  P,  f,  8^. 

Ist  insbesondere  die  Anzahl  der  Stäbe  und  der  Auflagerkräfte  zu- 
sammen 3Ä;  filr  das  räumliche  und  2A:  für  das  ebene  Eachwerk,  und 
besitzt  die  Nennerdeterminante  der  Gleichgewichtsbedingungen  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert,  so  ist  es  möglich,  sämtliche  8  und  C 
mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  (oder  mittels  anderer  bequemerer  Ver- 
fahren, die  für  das  ebene  Fachwerk  im  ersten  Bande  mitgeteilt  worden 
sind  und  für  das  räumliche  im  dritten  Bande  folgen  werden)  als  lineare 
Funktionen  der  Lasten  P  darzustellen;  sie  sind  dami  unabhängig  von 
den  t  und  8^  und  das  Fachwerk  ist  ein  statisch  bestimmtes. 

5.  —  Wird  ein  Fachwerk  durch  bestimmte  Lasten  P  beansprucht, 
bestimmten  Temperaturänderungen  unterworfen,  und  erleiden  die  Stütz- 
punkte bestimmte  Verschiebungen,  so  sagen  wir:  das  Fachwerk  u^rd 
von  bestimmten  Ursachen  P,  t,  8^  angegriffen  und  sprechen  dann  kurz 
von  einer  bestimmten  Angriffsweise  des  Fachwerks. 

Erfolgt  die  Stützung  stets  in  denselben  Punkten  und  in  jedem 
dieser  Punkte  immer  auf  dieselbe  Art,  so  nennen  wir  das  Fachwerk 
ein  solches  von  unveränderlicher  Stütxungsart, 


Kg.  3. 


^^^^ 


>i 


\. 


Fig.  2. 


Fig.  4. 


Beispiele  für  veränderliche  Stützungsart  bieten  die  Figuren  2  bis  4.  An  dem 
in  Fig.  2.  abgebildeten  Auflager  eines  ebenen  Fachwerks  wirken  einer  Verschiebung 
des  Stützpunktes  in  der  Richtung  des  Pfeiles  1  zwei  Widerstünde  Fund  Ä" entgegen, 
einer  Verschiebung  in  der  Richtung  3  nur  ein  Widerstand  1%  einer  solchen  in  der 
Richtung  3  nur  ein  Widerstand  H^  während  sich  der  Punkt  w  in  der  Richtung  4 
frei  bewegen  kann. 

Der  Fachwerkbalken  in  Fig.  3  wird  bei  geringer  Belastung  der  Außenfelder 
nur   in   zwei  Punkten   gestützt   und   ist   dann   statisch   bestimmt.     Infolge  kleiner 
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nt  fft- 


Senlningen  der  Enden  kann  er  in  einen  auf  vier  Stützen  ruhenden,  mithin  zweifach 
statisch  unbestimmten  Balken  übergehen. 

Eine  mit  der  Angriffsweise  veränderliche  Art  der  Stützung  kann  auch  durch 
gröBere  Reibungswiderstände  verursacht  werden.  ErhäJt  z.  B.  der  in  Fig.  4  darge- 
stellte ebene  Träger  links  ein  festes  und  rechts  ein  bewegÜches  Auflager,  und  ist 
der  an  dem  letzteren  auftretende  Beibungswiderstand  groß  genug,  um  eine  Bewegung 
des  Stützpunktes  zu  hindern,  so  ist  der  Träger  statisch  unbestimmt  (Bogen  mit  zwei 
Gelenken).  Sonst  ist  er  statisch  bestimmt,  und  es  darf  dann  der  in  der  Auflagerbahn 
wirkende  Widerstand  C=fB  angenommen  werden,  wo  f  die  Reibungsziffer  und  B 
den  zur  Auflagerbahn  rechtwinkligen  Widerstand  bedeutet.  Der  Sinn  von  C  ist 
entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Verschiebung  des  Stützpunktes  w. 

lÄßt  sich  ein  Fachwerk  in  Teile  zerlegen,  welche  im  Falle  un- 
elastischer Stäbe  starr  wären,  und  ist  die  gegenseitige  Stützung  dieser 
Teile  von  unveränderlicher  Art,  sind  femer  sämtliche  Stäbe  widerstands- 
Shig  gegen  Zug  und  Druck,  so  bezeichnen  wir  das  Fachwerk  als  ein 

solches  von  unveränderlicher  Oliederung, 

Ein  Beispiel  von  veränderlicher  Gliederung  infolge  wechselnder  Art  der  gegen- 
seitigen Stützung  einzelner  Teile  zeigt  Fig.  5.  Dieselbe  stellt  zwei  durch  ein  Gelenk 
G  verbundene  gegliederte  Scheiben  eines  ebenen 
Fachwerks  dar.  Die  Scheiben  sind  so  geformt, 
daß  sie  sich  infolge  einer  sehr  kleinen,  im  Sinne 
der  beigefügten  Pfeile  erfolgenten  Drehung  in  den 
Punkten  m  berühren,  während  sie  bei  Eintritt 
einer  entgegengesetzten  Drehung  nur  in  0  auf- 
einander wirken.  Im  zweiten  Falle  sind  die 
beiden  Punkte  m  als  zwei  verschiedene  Knoten 
zu  behandeln,  und  es  ergeben  sich  für  dieselben 

vier  Gleichgewichtsbedingungen.    Andernfalls  bilden  sie  einen  einzigen  Knotenpunkt, 
für  den  sich  nur  zwei  Gleichgewichtsbedingungen  au&tellen  lassen. 

Eine  veränderliche  Gliederung  liegt  auch  vor,  wenn  das  Fachwerk  Stäbe  besitzt, 
die  nur  nach  einer  Richtung  widerstandsfähig  sind,  die  also  aus  Seilen  oder  Ketten 
bestehen  und  deshalb  nur  Zugkräfte  aufnehmen  können,  oder  die  sich  mit  halbzylin- 
drischen Endflächen  gegen  die  in  den  Knoten  angeordneten  Gelenkbolzen  stützen  und 
infolgedessen  nur  Widerstand  gegen  Druck  leisten. 

Das  wichtigste  Beispiel  hierfür  ist  der  im  ersten  Bande  (§  34)  dieses  Buches 
untersuchte  Fachwerkbalken  mit  Gegendiagonalen.  Die  früher  für  diesen  Träger  auf- 
gestellte Theorie  ist  durch  die  Bemerkung  zu  vervollständigen,  daß  zuweilen  in  allen 
oder  einzelnen  Feldern  beide  Diagonalen  gleichzeitig  gespannt  werden,  und  der  Träger 
infolgedessen  statisch  unbestimmt  wird,  daß  aber  die  genaueren  Werte  der  Spann- 
kräfte von  den  früher  angegebenen  stets  sehr  wenig  abweichen  und  die  schärfere 
Berechnung  deshalb  unterbleiben  dai-f. 

Ein  anderes  Beispiel  führt  die  Fig.  6  vor.  Das  hier  abgebildete  ebene  Fach- 
werk ist  im  allgemeinen  fünffach  statisch  unbestimmt,  weil  es  36  Knotenpunkte  und 
74  Stäbe  besitzt,  mithin  die  Anzahl  der  Stäbe  um  ö  größer  ist  als  die  Zahl  2  •  36  —  3 
=  69,  wo  3  =  Anzahl  der  an  den  Widerlagern  auftretenden  Unbekannten*).  Sind 
die  Stäbe  1  bis  9  nur  imstande,  Zugkräfte  zu  übertragen,  und  wird  das  Fachwerk 
so  beansprucht,   daß  die  Stäbe  2  und  3  spannungslos  werden,   so  ist  es  für  die 


Fig.  5. 


*)  Man  erkennt  dies  auch  ohne  weiteres,  wenn  man  an  das  statisch  bestimmte 
Dreiecksystem  die  Knotenpunkte  e  und  f  mittels  der  Stäbe  1,  4,  6  und  9  anschließt. 
Die  Stäbe  2,  3,  5,  7,  8  sind  dann  überzählig. 
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fragliche  Angriffsweise  nur  dreifach  statisch  unbestimmt.    "Werden  auch  noch  5,  7, 
8  si)annung8los,   so  treten  1,  4,  6,  9  ebenfalls  außer  Tätigkeit  (weil  sonst  Gleich- 
gewicht an  den  Knoten  e  und  f  nicht 
möglich  ist)  und  das  Fachwerk  geht  in 
ein  statisch  bestimmtes  über. 

Die  Untersuchung  von  F&ch- 
werken  mit  veränderlicher  Gliede- 
rung und  Stützungsart  kann  großen 
Schwierigkeiten  begegnen,  da  es 
häufig  nicht  möglich  ist,  von  vorn- 
herein die  bei  einer  bestimmten 
Fig.  6.  Angriffsweise  in  Tätigkeit  treten- 

den einseitig  widerstehenden  Stäbe 
zu  bezeiclmen  und  die  augenblickliche  Art  der  gegenseitigen  Stützung 
eiozelner  Teile  des  Fachwerks,  sowie  die  Art  der  Stützung  durch  die 
Widerlager  anzugeben,  so  daß  man  vielfach  auf  den  Weg  des  Yersuchs 
angewiesen  ist 

6.  —  Bei  einem  Eachwerke  von  unveränderlicher  Gliederung  und 
Stützungsart  sind  die  Zahlen  ä,  r,  a  (vergl.  S.  5),  femer  die  in  der 
Gleichung  (9)  auftretenden  Werte  x,  (jl,  v  unabhängig  von  der  Angiiffe- 
weise.  Wirken  auf  das  Fachwerk  einmal  die  Ursachen,  P',  t\  hj^  hier- 
auf die  Ursachen  P",  ^",  8^',  und  entspricht  den  ersteren  der  Wert 
Z'  der  gesuchten  Unbekannten,  den  letzteren  der  Wert  Z",  so  folgt 
aus  den  linearen  Beziehungen  (9),  für  den  von  den  Ursachen  P',  t\ 
hj,  P",  t'\  hj'  hervorgerufene  Wert  Z  die  Gleichung 

Z=Z'  ^  Z'\ 
Es  ist  also  bei  der  Bestimmung  der  Spannki-äfte  S,  sowie  der  nach 
bestimmten  Sichtungen  wirkenden  Auflagerkräfte  und  der  nach  be- 
stimmten Richtungen  gebildeten  Seitenverschiebungen  der  Knotenpunkte 
zulässig,  die  Einflüsse  der  einzelnen  auf  das  Fachwerk  wirkenden  Ur- 
sachen getrennt  zu  eimitteln  imd  schließlich  zusammen  zu  zählen  —  ein 
sehr  wichtiges  Gesetz,  welches  in  der  Folge  das  Gesetz  von  der  Zttsafnmen- 
Zählung  der  einzelnen  Wirkungen  genannt  werden  soll.  Dasselbe  gilt 
nur  für  Fachwerke  von  unveränderlicher  Gliederung  und  Stützungsart. 
Hat  man  aber  bei  Untersuchung  eines  in  bestimmter  Weise  ange- 
griffenen Fachwerks  mit  einseitig  widerstehenden  Stäben  die  wirkungs- 
losen Stäbe  ausgeschieden,  so  darf  man  auf  das  übrig  bleibende  Stab- 
gebilde das  eben  bewiesene  Gesetz  anwenden.  Hierbei  dürfen  die 
Einflüsse  der  einzelnen  Ursachen  auf  die  Spannkraft  S  eines  nur  gegen 

\t)      kl  wid^i^^^^u^dsfähigen  Stabes  I    ^. .  ^  \   ausfallen.     Bedingung   ist 

Iüositiver  1 
iipffativerl  ^^^^ 

ergibt.    Auch  wenn  die  Stützungsart  veränderlich  ist,  darf  jenes  Gesetz 
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—  falls  eine  bestimmte  Angriffeweise  vorliegt  —  angewendet  werden. 
Es  ist  dann  zunächst  die  Art  der  augenblicklichen  Stützimg  zu  er- 
mitteln, und  diese  Stützungsart  muß  der  Berechnung  sämtlicher  ein- 
zeLier  Wirkimgen  zugrunde  gelegt  werden.  Dies  gilt  sowohl  für  die 
Stützung  durch  die  Widerlager,  als  auch  für  die  gegenseitige  Stützung 
einzelner  Teile  des  Fachwerks. 

b.  Gesetz  der  virtuellen  Verschiebungen.    Arbeitsgleichungen. 

Clapeyronsches  Gesetz. 

7.  —  Um  zu  einer  sehr  einfachen  und  fruchtbaren  Beziehung 
zwischen  den  Änderungen  äs  der  Stablängen  und  den  von  denselben 
Ursachen  herrührenden  Yerschiebungen  der  Fachwerksknoten  zu  ge- 
langen, multiplizieren  wir  die  auf  Seite  3  abgeleitete  Gleichung 
ästt,  =  (äxj,  —  äXt)  cos  a,»  +  (Ay»  —  Ay,)  cos  ß,*  +  (äx^  —  A«,)  cos  y« 
mit  eiaer  Spannkraft,  welche  im  Stabe  i  —  k  durch  irgendeinen  nur 
gedachten  Belastungszustand  des  Fachwerks  erzeugt  sein  möge,  und  die 
zur  Unterscheidung  von  der  ivirklichen  Spannkraft  Sa,  mit  S<*  bezeichnet 
werden  solL  Hierauf  stellen  wir  eine  ähnliche  Gleichung  für  jeden 
Stab  auf,  addieren  alle  diese  Gleichungen  und  erhalten: 

S S,„  äSiu  =  2  [Siu  (Aa?fc  —  Ax,)  cos  a,»  +  Sjj,  (Ay»  —  Ay,)  cos  ß,;^ 

+  Sit,  (A**  —  äXi)  cos  Y,J, 
w^ofür  auch  geschiieben  werden  darf: 

(10)  S Stu^Sit,  =  —  2  [(Stt cos  Oit^Xi  +  Sty  cos  ß<*Ay,  +  Sj^  cos  y«A^<) 

+  (S*,  cos  a«Ax»+ S»,  cos  ß«  Aj^»  +  iS*,  cos  YwAz»)], 
denn  es  ist  cos  a»<  =  —  cos  ot<»,  cos  ßi<  =  —  cos  ß^^,  cos  Yw  =  —  cos  Y<fc, 
hingegen  5«  =  5,^.  Man  vergleiche  die  auf  ein  ebenes  Fach  werk  sich 
beziehende  Figur  7,  in  welcher  die  S  als  Kräfte  aufgefaßt  worden  sind, 
welche  an  den  Knotenpunkten  angiei- 
fen,  also  den  weggenonunenen  Stab  ik 
ersetzen. 

Das  Bildungsgesetz  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  (10)  läßt  sich  wie  folgt 
aussprechen:  Man  zerlege  die  in  i 
wirkende  Kraft  S,»  in  die  den  Achsen 
X,  y,  X  parallelen  Seitenkräfte  S,iCOS  a,*, 

Sn  COS  ß^j,  Si^  cos  Y«,  multipliziere  diese       -\ *a> 

Kräfte  der  Beihe  nach  mit  den  Seiten- 
verschiebungen Ax„  Ay„  Az<  ihres  An-  ^S-  ?• 
griffepunktes    i,    verfahre    in    gleicher 

Weise  mit  sämtlichen  Kräften  S  und  addiere  alle  diese  Produkte.  Ordnet 
man  nun  die  so  erhaltene  Summe  nach  den  Knotenpimkten  und  be- 


't"\ 
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zeichnet  die  Ordnungsziffer  eines  beliebigen  Knotens  mit  m,  so  ge- 
langt man  (wenn  man  auf  der  linken  Seite  den  jetzt  entbehrliehen 
Zeiger  ik  fortläßt)  zu  der  Gleichung 

(11)  SSAs  =  —  S(Ax^S^Scos a  +  Ay^S^Äcos ß  +  A^^XScos y), 

in  welcher  sich  die  Summen  S^Scosa,  S^Scosß,  S^Scosy  über 
alle  in  m  angreifenden  Spannkräfte  S  erstrecken. 

Die  äußeren  Kräfte  des  gedachten  Belastungszustandes  sollen,  da- 
mit sie  von  den  in  Wirklichkeit  auftretenden  äußeren  Kräften  Q^ 
unterschieden  werden,  mit  Q^  bezeichnet  werden;  sie  mögen  mit  den 
Achsen  a:,  y,  x  die  Winkel  ^^  t)^,  g^  einschließen.  Hinsichtlich  der 
Kräfte  Q  und  S  toird  nur  vorausgesetzt,  daß  sie  miteinander  im 
Oleichgewichte  sind.  Pur  den  Knotenpunkt  m  erhält  man  die  Be- 
dingungen: 

(  Qm  cos|^  +  S^Scos  a  =  0 
(12)  0.  cos  -tu  +  2^  S  cos  ß  =  0 

I  Qm  cos  ?^  +  XScos  Y  =  0, 
und  es  läßt  sich  nun  (11)  imiformen  in; 

S  Ö-  (Ax^  cos  ^  +  Ay«  cos  Y)^  +  Ajt«  cos  ? J  =  S  S^s. 

Diese  Gleichung  kami  man  aber  noch  kürzer  fassen,  wenn  man 
beachtet,  daß  die  Projektion  8»  der  wirklichen  Yerschiebung  mm  des 
Knotens  m  auf  die  Kichtung  der  gedachten  Kraft  Q^  durch  die  Pormel 

8«  =  Lx^  cos  ^  +  ^y^  cos  t\^  +  A««  cos  ?« 
bestimmt  ist     Es  ergibt  sich  dann  die  Gleichung: 

(13)        Sa:8^  =  SSA5, 
in  welche  die  Verschiebung  8«,  als  positive  oder  negative  Größe  ein- 
zuführen ist,  je  nachdem  sie  denselben  oder  den  entgegengesetzten  Sinn 
hat  wie  die  Kraft  Q^, 

Das  Produkt  QJh^  läßt  sich  als  diejenige  mechanische  Arbeit 
deuten,  welche  die  Kraft  Q^  verrichtet,  wenn  ihr  Angriffspunkt  m  im 

Sinne  von  Ö-.  ^idi  diö  Strecke  8«  verschoben  wird.  Um  nun  auszu- 
drücken, daß  diese  Yerschiebung  durch  Ursachen  erzeugt  wird,  welche 
von  den  Kräften  Q  ganz  unabhängig  sind,  bezeichnet  man  8^  als  eme 
virtuelle  Verschiebung  des  Angriffspunktes  vi  der  Kraft  Q^  und  nennt 
das  Produkt  Q^h^  die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  Q^,  Ebenso  bezeichnet 
man  den  Ausdruck  ( —  Stj^^Sn)  als  die  virtuelle  Arbeit  der  beiden  in 
dem  Knotenpunkt  i  und   k   angreifenden,    gegeneinander   gerichteten 

Kräfte  5,»  (Fig.  7)  und  ^s^,  als  die  gegenseitige  virtuelle  Verschiebung 
ihrer  Angriffspunkte. 
Die  Gleichung 

Sä;:8«  — SSA5  =  0 
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drückt  demnach  den  unter  dem  Namen  Prinxip  der  virtuellen  Oe- 
schwindigkeiten  (oder  besser:  Oesetx  der  virtuellen  Verschiebungen) 
bekannten  Satz  aus: 

Die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  sämtlicher  in  den  Knoten- 
punkten  angreifenden  äußeren  und  innren  Kräfte  Q  und  8  ist  im 
FaJle  einer  verschtvindend  kleinen  Formver- 
änderung  des  Fachioerks  gleich  NuU.  y^\  y 

Man  nennt  auch  das  Produkt  (+  S<*As<»)  ^  y  \  y 

die  virtuelle  Formänderungsarbeit  des  durch  ; 

die  beiden  Kräfte  8i^  beanspruchten  Stabes  Sij,      y 
und  den  Ausdruck  SSAs  die  virtuelle  Form- 
änderungsarbeit   des   Fachwerks.     Die  Glei- 
chung (13)  sagt  also  aus:  daß  die  virtuelle  Ar-  "^         ^JV 
beit  der  äußeren  Kräfte  ebenso  groß  ist  vne  die  pig.  g. 
virtuelle  Formänderungsarbeit  des  Fackwerks, 

Die  Anwendung  dieses  Gesetzes  auf  den  wirklichen  Belastungs- 
zustand und  den  wirklichen  Formänderungszustand  liefert  die  Gleichung: 

(14)         SÖ^8«  =  SSA5, 
in  welcher  jetzt  h^  die  Projektion  des  wirklichen  Weges  des  Ejiotens  m 
auf  die  Richtung  von  Q^  bedeutet 

Wir  werden  die  Gleichungen  (13)  und  (14)  auch  als  Arbeitsbe- 
dingungen oder  Arbeitsgleichungen  bezeichnen  und  z.  B.  die  am  häufig- 
sten benutzte  Gleichung  (13)  kurz  die  Arbeitsgleichung  für  den  Be- 
lastungsxustand  {Q)  nennen,  wobei  wir  dann  stillschweigend  voraus- 
setzen, daß  es  sich  um  den  wirklichen  Verschiebungszusfcand  handelt 

8.  —  Für  die  Folge  ist  es  wichtig,  die  von  den  äußeren  Kräften  Q 
verrichtete  mechanische  Arbeit  A  zu  bestimmen,  imd  zwar  für  den 
Fall,  daß  das  anfangs  spannungslose  Fachwerk  keinen  Temperatur- 
änderungen unterworfen  wird. 

Die  äußeren  und  inneren  Kräfte  wachsen  allmählich  von  Null  bis 
zu  ihren  Endwerten  Q  und  S  an.  Sind  ö«,  S,  gleichseitige  Zwischen- 
werte dieser  Kräfte,  und  nehmen  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  die 
0,  und  S,  wirken,  die  Yerschiebungen  8  und  A«  imi  dh  und  d(As) 
zu,  so  ist  nach  (13): 

2Q,dh  =  :2S,d^s, 
und  diese  Gleichung  gilt  für  jedes  der  unendlich  kleinen  Zeitteüchen, 
in  welche  sich  die  ganze  Bewegungsdauer  zerlegen  läßt     Hieraus  folgt 

aber    (mit  ^«  =  ^g|f)- 


(15)        2/ ad8  =  S/S,rfA5  =  S/ 5.^  =  22^^1,  =  -^  25A5. 


12 


Einleitung. 


Da  nun  nach  (14) 


iSSA5  =  iSÖ«8^ 


ist,  so  erhält  man  für  die  gesuchte  Arbeit  A 


Q»dh  den  Ausdruck: 


(16)         ^  =  ^2  0^8^ 

und  gelangt  zu  dem  zuerst  von  Clapeyron  bewiesenen  Gesetze: 

Wird  ein  anfanglich  spannungsloses  Fachtoerk,  dessen  Tem- 
peratur sich  in  keinem  Punkte  ändert,  von  äußeren  Kräften 
ergriffen,  zaelche  allmählich  von  Null  aus  antoachsen,  so  ist 
die  mechanische  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  unabhängig  von 
dem  Gesetze,  nach  welchem  diese  Kräfte  zunehmen  und  auch 
unabhängig  von  der  Reihenfolge,  in  der  die  äußeren  Kräfte 
am  Fachwerke  angebracht  werden;  sie  ist  stets  halb  so  groß, 
als  wenn  sämtliche  Kräfte  Q  während  der  ganzen  Form- 
änderung ihre  Endwerte  hätten. 


c)  Anwendung  der  Gleichung  2Q5  =  2/SA5  auf  statisch  bestimmte  Fach- 
werke.   Die  Maxwellschen  Gleichungen. 

9.  —  Die  Änderungen  As  der  Stablängen  s  eines  statisch  be- 
stimmten Fachwerks  seien  bekannt;  auch  seien  die  durch  Nachgeben 
der  elastischen  Widerlager  entstandenen  Yerschiebungen  der  Stützpunkte 
gegeben.     Zu  lösen  seien  folgende  Aufgaben: 

1.  Aufgabe,  Gesucht  ist  die  Strecke  8«,  um  welche  sich  die  Ent- 
fernung zweier  Knotenpunkte  m  und  m^  ändert 

Man  nehme  in  m  und  m^  zwei  entgegengesetzt  gleiche,  zusammen- 
fallende Kräfte  von  der  Größe  eins  an  (Fig.  9)  und  wähle  ihren  Sinn 

so,  daß  sie  infolge  der  Yeigröße- 
rung  der  Entfernung  m,m^  um 
8^  die  positive  virtuelle  Arbeit 
1  •  8«  verrichten.  Hierauf  be- 
stimme man  mit  Hilfe  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen die  von 
jenen  Kräften  erzeugten  Stützen- 
widerstände C  und  Spannkräfte  S 
und  schreibe  für  diesen  gedach- 
ten Belastungszustand  die  Ar- 
beitsgleichung SÖ8  =  SS  As  an.  Bezeichnet  man  die  virtuelle  Arbeit 
der  Kräfte  C  niit  L,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(17)         1.8«  +  L  =  SÄA5, 
aus  welcher  sich  8«  unmittelbar  berechnen  läßt. 


Fig.  9. 


Fonnänderung  statisch  bestimmter  Fachwerke. 
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Diese  zuerst  von  Maxweü  (unter  der  Voraussetzung  L  =  0)  auf- 
gestellte Beziehung  zwischen  den  Änderungen  Aä  und  der  gegen- 
seitigen Yerschiebung  zweier  Bjiotenpunkte^  bildet  die  Grundlage  für 
alle  folgenden  Untersuchungen. 

Die  beiden  in  m  und  m^  aagreifenden  Kräfte  Eins  mögen  die  Be- 
lastur^seinheiten  des  Puvkipaares  m,  m^  genannt  werden  und  5^  die  gegen- 
seitige Verschiebung  des  Punktpaares  m,  m^.  Ist  m^  ein  außerhalb 
des  Fachwerks  liegender  fester  Punkt,  so  gibt  die  Gleichung  (17)  die 
Yerschiebung  8^  des  Knotens  m  im  Sinne  m{m  an,  d.  h.  die  Projektion 
des  Weges  des  Knotens  m  auf  die  Eich- 
tung  m^m.  Fig.  10  veranschaulicht  den 
Eall  zweier  anfänglich  senkrecht  übereinan- 
der liegender  Punkte  w,  tWj  ;  sie  stellt  einen 
Teil  eines  Gerfccrschen  Balkens  vor,  dessen 
schwebender  Teil  (I)  bei  m  ein  bewegliches 

Auflager  erhält 

£b  sei  beispielsweise  die  Aufgabe  gestellt^  für  den  in  der  Figur  11  angegebenen 
Belastnngszustand  eines  Bogenträgers  mit  drei  Gelenken  die  wagerechte  Yerschiebung 
$jb  des  Scheitelgelenkes  Q  zu  berechnen.  Infolge  der  Elastizität  der  Widerlager 
mögen  sich  die  Kämpf  einlenke  A  und  B  in  wagerechter  Richtung  um  Jj  beziehungs- 
weise 5,  verschieben  und  in  senkrechter  Richtung  um  t^  bezw.  r^.  Die  Richtungen 
dieser  Verschiebungen  sind  in  Fig.  11  durch  gestrichelte  Pfeile  angedeutet  worden. 

Es  sollen  Temperaturveränderungen  berücksichtigt  werden.  Dann  ist  A«  =  -^fttt  +  6<«, 

welcher  "Wert  nach  Ermittelung  der  wirklichen  Spannkräfte  S  für  jeden  Stab  des 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


Fig.  12. 


Fach  Werks  berechnet  wird.  Fig.  12  gibt  den  gedachten  Belastungszustand  an.  Die 
Verschiebxmg  (J»  soll  nach  links  positiv  gezählt  werden,  und  es  w^urde  daher  in  O 
eine  nach  links  gerichtete  Ijast  Eins  angenommen;  diese  ruft  Kämpferdrücke  K^  und 
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K^  hervor,  welche  beziehungsweise  die  Richtungen  AG  und  OB  haben  und  durch 
das  Eräftedreieck  ORT  bestimmt  sind.  Ihre  wagerechten  und  senkrechten  S^ten- 
kräfte  seien  Äj,  f^,  J.,  B.    Die  virtuelle  Arbe^  der  Auflagerkräfte  ist  dann: 

denn  die  Ejüfte  A^  H^  haben  den  entgegengesetzten  Sinn  wie  die  Verschiebungen 
1J,,  5,,  während  jB,  H^  von  gleichem  Sinne  sind  wie  die  Verschiebungen  tj,,  5^ 
Die  Bedingung:  _         _ 

1 . «*  +  L  =  SÄA«  liefert 

In  gleicher  Weise  kann  man  die  senkrechte  Verschiebung  ^,  des  Scheitel- 
gelenkes 0  bestimmen  und  hierauf  d»  und  5«  zur  Gesamt\'erschiebung  des  Punktes 
O  zusamensetzen. 

2.  Aufgabe,  Es  wird  die  Änderung  h^  des  Winkel  9  gesucht, 
welchen  die  beiden  durch  die  Knotenpunkte  i,  k  bezw.  ij,  k^  bestimmten 
Geraden  {m)  und  (mj  eines  ebenen  Fachwerks  miteinander  bilden. 
Fig.  13.  _  _ 

IJm  8^  zu  erhalten,  wird  die  Gleichung  SÖ8=rSSAs  auf  den 
in  der  Figur  13  dargestellen  gedachten  Belastungsxustand  und  den 
tvirklichen   Verschiebungsxustand  angewendet    In  i  und  k  sind  zwei 


Fig.  13. 

zur  Geraden  {m)   rechtwinklige,    entgegengesetzt   gleiche   Kräfte   von 

1*) 
der  Größe  —     angenommen   worden,    und   in   i^    und  k^   zwei   zur 

Geraden  (m^)  rechtwinklige,  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  — .  Der  Sinn 

dieser  Kräfte  wurde  so  gewählt,   daß  die  beiden  Kräftepaare  (deren 

Momente  gleich  —  e  =  1  und  gleich  —  c^  =  1  sind)  infolge  Vergröße- 

e  e* 


•)  i  =  1  i  =  Krafteinheit  x  "^^^B^^^^, 
e  e  € 
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rung  des  Winkels  9  um  8^  die  positive  Arbeit  1  •  8^  verrichten.  Der 
Wert  dieser  Arbeit  ergibt  sich  aus  der  folgenden  Betrachtung. 

Dreht   sich   eine  unbegrenzte  Gerade  (w),   welche  die  Angriffs- 
punkte i  und  k  eines  zur  (m)  rechtwinkligen  Kräftepaares  enthält  (Fig.  14), 
um  den  verschwindend  kleinen  Winkel  t  in  die  Lage  (m'),  imd  sind  i\  k' 
die  schließlichen  Lagen  von  r,  Ar, 
so  nehme  man,  behufs  Bestim-  .,   .,       ^  ^ 

mung   der   Arbeit    des   Kräfte-      /-^ ^-^         ^l£=E;^ 

paares,  zunächst  an,  daß  i  und 
k  die  Kreisbogenteilchen  ii"  und 
kk"  beschreiben,  deren  gemein- 
samer Mttelpunkt  der  Schnitt- 
punkt von  (m)  und  {m')  ist 
Hierauf  verschiebe  man  i"  und 

k"  in  die  Lagen  i  und  k\  Während  des  ersten  Teiles  dieser  verschwin- 
dend kleinen  Bewegung  verrichtet  das  Kräftepaar,  dessen  Moment  M=Qe 
sein  möge,  die  Arbeit  QU"  —  Qklc'  =  Qex  =  -Wt,  und  während  des 
zweiten  Teiles  ist  die  geleistete  Arbeit  =  0,  weil  die  Yerschiebimgen  i"% 
und  k"k'  rechtwinklig  zu  Q  sind.  Mithin  gibt  Jfx  die  Gesamtarbeit 
des  Kräftepaares  an.  Drehen  sich  also  die  Geraden  {m)  und  (Wj)  der 
Figur  13  im  Sinne  der  in  i  und  k  beziehungsweise  in  i^  und  k^  an- 
greifenden Kräftepaares  (deren  Momente  =  1  sind)  imi  die  Winkel  t 
und  Ti,  so  ist,  wegen  t  -}-  t^  =  8^,  die  von  beiden  Paaren  verrichtete 
Arbeit  =  1  •  1:  -f- 1  *  '^i  =  1  S«?  wobei  8^,,  als  Bogenlänge  für  den  Halb- 
messer 1  aufzufassen  ist. 

Bezeichnet  man  nun  die  virtuelle  Arbeit  der  von  den  beiden 
Kräftepaaren  etwa  erzeugten  Stützenwiderstände  mit  L  und  die  Spann- 
kräfte des  gedachten  Belastungszustandes  mit  Ä,  so  ergibt  sich  zur 
Bestimmung  von  8^  die  mit  (17)  der  Form  nach  übereinstimmende 
Gleichung: 

8^-fL  =  SÄA5. 

Sind  ij  und  k^  zwei  außerhalb  des  Fachwerks  gelegene  feste  Punkte, 
so  liefert  die  vorstehende  Gleichung  den  Drehimgswinkel  8^,,  der  Ge- 
raden m. 

Die  Änderung  8^  des  Winkels  9  in  Figur  13  nennen  wir  die 
gegenseitige  Drehung  des  Oeradenpaares  {m)  (Wj)  und  die  vier  in  t,  k,  ij,  k^ 

angi*eif enden  Ki*äfte  (  — ,  —  j  fassen  wir  imter  dem  Namen  Belastungs- 

einheit  des  Geradenpaares  (rn){7n^)  zusammen.  Es  entsprechen  diese  Be- 
griffe den  auf  Seite  13  erklärten,  auf  das  Punktpaar  m,  m^  sich  be- 
ziehenden. 

10.  —  Bei  Lösung  der  beiden  in  Nr.  9  vorgeführten  Aufgaben 
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ist  nach  folgender  Regel  verfahren  worden.  Um  die  Verschiebung  bezw. 
Drehung  8^  zu  bestimmen,  wurde  das  Fachwerk  so  belastet  gedacht, 
daß  die  angenommenen  Lasten  zusammen  die  virtuelle  Arbeit  1  •  8^ 
verrichten.  Auf  diesen  gedachten  Belastungszustand  und  auf  den  wirk- 
lichen Yerschiebungszustand  wurde  die  Bedingung  208«  =  2SAä  ange- 
wendet und  eine  Gleichung  erhalten,  aus  welcher  sich  8^  unmittelbar 
berechnen  ließ. 

Nach  dieser  Kegel  lassen  sich  nun  die  verschiedenartigsten  Auf- 
gaben lösen. 

Soll  beispielsweise  für  ein  ebenes  Fachwerk  die  Änderung  8«  der 
in  bestinmiter  Richtung  gemessenen  Entfernung  mf  eines  Knotens  m 
von  einer  durch  zwei  Knoten  i  und  k  gehenden  Geraden  {m{)  er- 
mittelt werden,  so  denke  man  das  Fachwerk  auf  die  in  Fig.  15  an- 


Fig.  15. 

gegebene  Weise  belastet.  Die  in  m  angenommene  Last  Eins  hat  die 
Richtung  fm\  die  ihr  parallelen,  in  i  und  k  wirksamen  Kräfte  1  -j- 

o 

und  1  -j  besitzen  eine  mit  der  Geraden  mf  zusammenfallende,  von  m 

nach  f  gerichtete  Mittelkraft  von  der  Größe  eins.  Die  gesamte  vir- 
tuelle Arbeit  dieser  drei  Lasten  ist=  1  -8^,  imd  es  ergibt  sich  daher 
nach  Berechnung  der  von  di(^sen  Lasten  hervorgerufenen  Spannkräfte  S 
und  Stützenwiderstände  (welche  letztere  die  Arbeit  L  verrichten  mögen) 
die  Arbeitsbedingung: 

welche  dieselbe  Form  hat  wie  die  Gleichung  (17). 

Noch  verschiedenartiger  sind  die  bei  räumlichen  Fachwerken  zu 
stellenden  und  mit  Hilfe  der  oben  angegebenen  Regel  lösbai-en  Auf- 
gaben. Wir  begnügen  uns  damit,  eine  derselben  anzuführen.  Es  sei 
die  Änderung  der  Länge  des  Lotes  gesucht,  welches  von  einem  Knoten- 
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punkte  m  auf  die  durch  irgend  drei  Knotenpunkte  h^  i^  k  bestimmte 
Ebene  [m^'\  gefällt  ist  und  dessen  Pußpunkt  f  sein  möge.  Man  nehme 
in  m  eine  von  f  nach  m  gerichtete  Last  T^^na  an,  femer  drei  in  h^  %  k 
angreifende,  zur  Ebene  \rn^'\  rechtwinklige  Lasten,  deren  Mittelkraft  in 
die  Grerade  mf  fällt,  von  m  nach  f  gerichtet  ist  und  die  Größe  Eins 
besitzt  Die  Gesamtarbeit  der  vier  Lasten  ist  dann  =  1  •  8^,  und  das 
oben  angegebene  Verfahren  ermöglicht  wieder  die  unmittelbare  Be- 
rechnung von  h^. 


d.  Anwendung  der  Gleichung  ^Qh  =  ^S^s  auf  statisch  unbestimmte 

Fachwerke. 

11.  —  Wir  leiten  die  Berechnung  der  statisch  unbestimmten  Fach- 
werke durch  Lösung  einer  einfachen  Aufgabe  ein,  wenden  aber  hierbei 
ein  ganz  allgemeines,  stets  zum  Ziele  führendes  Verfahren  an. 

Es  soll  der  in  Rg.  16  dargestellte,  über  drei  Öffnungen  gespannte 
ebene  Bogenträger  untei-sucht  werden.    Bei  Ä  imd  D  sind  feste,  bei 


Fig.  16. 

B  und  C  bewegliche  Auflagergelenke  angeordnet.  In  den  auf  wage- 
rechten Geraden  geführten  Stützpimkten  B  und  C  greifen  senkrechte 
Widerstände  B  und  C  an.  Die  senkrechten  und  wagerechten  Seiten- 
kräfte der  in  A  und  D  wirksamen  Auflagerkräfte  seien  Ä  und  H^ 
beziehungsweise  D  und  -X«. 

Die  Anzahl  der  an  den  Auflagern  auftretenden  unbekannten  Kräfte 
ist  =  6,  die  Anzahl  der  Stäbe  =  83,  diejenige  der  Knotenpunkte  =  43» 
Da  6  +  83  >  2  .  43  ist,  so  ist  das  Fachwerk  (Bd.  I  Absch.  XÜI) 
statisch  unbestimmt,  und  zwar  ist  es  dreifach  statisch  unbestimmt,  weil 
6  +  83  —  2  •  43  =  3  ist*).     Werden   drei   der   zu  berechnenden  Un- 


*)  Man  erkeimt  auch  ohne  weiteres,  daß  der  aus  drei  gegliederten  Scheiben 
und  zwei  Stäben  bb^^  cc^  bestehende  Träger  statisch  bastiinmt  wäre,  wenn  nur  drei 
Stützenwiderstände  vorhanden  wären.  Nun  treten  aber  deren  6  auf,  so  daß  eine 
dreifache  Unbestimmtheit  vorliegt. 

Müller-BreslaUi  Graphische  Statik.   II.  1.  2 
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bekannten  zunächst  als  gegeben  angenommen,  z.  B.  die  Auflagerkraft  X^ 
(deren  Angriffepunkt  die  Ordnungsziffer  a  erhalten  möge)  und  die  Spann- 
kräfte Xj,  und  X^  der  beiden  Stäbe  bb^  und  cq,  so  lassen  sich  die 
übrigen  Spannkräfte  und  Auflagerkräfte  für  jeden  Belastungszustand  mit 
Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingungen  eindeutig  berechnen.  Zu  diesem 
Zwecke  wird  das  Fachwerk  durch  Beseitigung  der  beiden  Stäbe  bb^ 
und  ccj^  und  durch  Umwandlung  des  festen  Auflagergelenkes  D  in  ein 
auf  wagerechter  Bahn  verschiebbares  statisch  bestimmt  gemacht,  und 
hierauf  werden,  damit  der  Spannungszustand  das  Pachwerks  ungeändert 
bleibt,  die  Spannkräfte  Xj^  X„  der  beseitigten  Stäbe  als  äußere  Kräfte 
wieder  hinzugefügt  Auch  wird  in  a  die  wagerechte  Kraft  X^  angebracht 
Kg.  17.  Die  Kräfte  JC„,  JC»,  X„  in  Fig.  17  werden  vorübergehend  xu 
den  Lasten  gerechnet 


Fig.  17. 

Das  in  Fig.  17  dargestellte  statisch  bestinmite  Fach  werk  nennen 
wir  das  Hauptsysiem  des  fraglichen  Trägers;  seine  Stäbe  heißen  die 
Hauptstäbe  oder  auch  die  notwendigen  Stäbe,  während  bb^  und  cq 
in  Fig.  16  überzählige  Stäbe  genannt  werden.  In  gleicher  Weise  unter- 
scheidet man  notwendige  und  überzählige  Auflagerkräfte,  Eine  über- 
zälilige  Auflagerkraft  ist  X«  in  Fig.  16. 

Die  Spannkraft  S  in  irgend  einem  Hanptstabe  ist,  da  sämtliche 
Gleichgewichtöbedingungen  vom  ersten  Grade  sind,  eine  lineare  Funktion 
der  Kräfte  P,  JC«,  -X^,  X^\  sie  läßt  sich  in  der  Form  darstellen: 

(18)         S=  Sq  —  S„Xa  —  Si,Xf,  —  S„Xg^ 

worin  S«,  Sj,  S^  sowohl  von  den  Lasten  Pals  auch  von  den  Kräften  X 
unabhängig  sind,  während  Sq  eine  Funktion  ersten  Grades  der  gegebenen 
Lasten  P  ist  Die  Werte  S^,  Sa.  Si,,  S^  können  wie  folgt  gedeutet 
werden. 

Das  Glied  Sq  stellt  diejenige  Spannki*aft  vor,  welche  in  dem  frag- 
lichen Stabe  entsteht,  sobald  X„^  Xj,^  X^  gleich  Null  angenommen  werden, 
sobald  also  luu'  die  Lasten  P  auf  das  Hauptnetz  wirken,  ein  Belastungs- 
zustand, welcher  in  Fig.  18  dargestellt  worden  ist  und  in  der  Folge 
kurz  der  „Zustand  X=  O'^  heißen  möge. 
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S,  darf  als  diejenige  Spannkraft  aufgefaßt  werden,  welche  in  dem 
fraglichen  Stabe  erzeugt  wird,  sobald  sämtliche  Lasten  P  und  ebenso 


Fig.  18. 


die  Größen  X^  X^  gleich  Null  angenommen  werden,  während  -X.  =  —  1 
gesetzt  wird.  Dieser  Belastungszustand  möge  der  „Zustand  X^'=  —  i" 
heißen;  er  ist  in  der  Fig.  19  angegeben  worden.  Die  im  Punkte  a  an- 
greifende wagerechte  Last  -X„  =  —  1  ruft  an  den  Auflagern  des  Haupt- 
netzes Widerstände  hervor,  über  deren  Größe  die  Kg.  19  Aufschluß 


Fig.  19. 


gibt    (Der  bei  Ä  erzeugte  Wideretand  muß  die  Richtung  BÄ  imd  eine 
wagerechte  Seitenkraft  von  der  Größe  1  haben;  seine  senkrechte  Seiten- 

e 


kraft  besitzt  deshalb  die  Größe  1 


ii' 


Ebenso  schließt  man  auf  den 


senkrechten  Widerstand  bei  D  und  findet  dann  die  in  J?  imd  C  an- 
greifenden Auflagerkräfte.) 

In  gleicher  Weise  können  Sj,  imd  S,  als  die  den  Belastungs- 
zuständen:  X^  =  —  1  und  X^  =  —  1  entsprechenden  Spannkräfte  be- 
trachtet werden.  Diese  beiden  Zustände  sind  in  den  Figuren  20  und  21 
dargestellt  worden.  Größe  und  Richtung  der  Aufllagerkräfte  sind  den 
Figuren  zu  entnehmen.  Im  Belastungsfalle  Fig.  20  sind  die  Stäbe  des 
Teiles  CD  spannimgslos,  im  Belastimgsfalle  Fig.  21  diejenigen  des 
Teiles  AB. 

Alle  diese  Spannkräfte  Sq,  S„,  jS^,  S„  lassen  sich  mit  Hilfe  der  im 
ersten  Bande  unseres  Buches  entwickelten  Verfahren  bestimmen,  worauf  S 

2* 
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gegeben  ist  durch  Gleichung  (18),  während  für  die  notwendigen 
lagerkräfte  A,  B,  C,  H  die  folgenden  Werte  gefunden  werden: 


(19) 


A  =  A^  -^  A.  — JLj  -z — 


B=B. 


.   h 

i 


C  =^  Cq  —  x„ 


-A-4+A-.(A+A) 


Die  Aufgabe  der  Berechnung  des  Fachwerks  ist  jetzt  auf  diejenige 
zurückgeführt:  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X„^  X^,  X^  zu 


'[t!tJ 


Fig.  20. 


ermitteln  y  und  diese  Aufgabe  kann  man  in  einfacher  Weise  lösen,  in- 
dem man  die  Arbeifcsbedingung  2Ö8  =  SiS'A5  der  Reihe  nach  auf  die 
drei  gedachten  Belastungszustände:  -X«  =  —  1 ;  -X»  =  —  1 ;  X^  =  —  1 
und  —  in  allen  drei  Fällen  —  auf  den  wirklichen  Verschiebimgszustand 


ir    r 


Fig.  21. 

anwendet    Man  gelangt  dann  zu  drei  Gleichxmgen  ersten  Grades,  welche 
nur  die  Unbekannten  X«,  -X'^,  X^  enthalten. 


*)  Den  Zuständen  .X«  =  —  1;   ä  =  —  1:   Xe  =  —  1  müssen  entsprechen: 

Auf  dieselbe  "Weise  prüfe 


.1  =  — --;  ^  =  +  -^5  ^  =  0.    Vergl.  Fig.  19,  20,  21. 


man  die  Ausdiücke  für  B,  C,  jD,  H. 
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Nehmen  wir  an,  daß  sich  infolge  der  Nachgiebigkeit  der  Widerlager 
Stützpunkt  A  in  senkrechter  ßichtong  um  S^  nach  abwärts  verschiebt, 
„        Ä  „  wagerechter       „         „    is    „     links, 
„         B  „  senkrechter        „         „    8^     „     abwärts, 

„        2)  „  wagerechter       „         „    8.     „     rechts, 
so  lautet  die  Arbeitsgleichung  für  den  Zustand  -X.  =  —  1  (Mg.  19): 

(I)  L.  +  1  -  8.  =  S  S. A5,  wobei 

h 
die  virtuelle  Arbeit   der  an   den  Auflagern   des   statisch   bestimmten 

Hauptnetzes  angreifenden  Stützenwiderstände  bedeutet 

Für  den  Zustand  Xf,  =  —  1  ergibt  sich,  wenn  8^  die  Änderung 

der  Länge  s^  des  überzähligen  Stabes  bb^  bezeichnet; 

(II)  L^+l'h^  =  SS,A5,  wo 

L»  =  —  1  -^  8^  +  1  ( -p  +  -fj  *'  —  1  -f-  8c  =  virtuelle  Arbeit  der 

Auflagerkräfte,  und  für  den  Zustand  X^  =  —  1  (wenn  8^  =  Änderung 
der  Stablänge  cci  =  s^) 

(m)         L.  +  1 .  8,  =  SiS^A«,  wo 

Ss 
Wird  Is  =  ^=p=  -\'  tts  gesetzt  und  zur  Abkürzung  die  Bezeich- 

nung  ?  =  :0^ 

eingeführt,  so  gehen  mit  Berücksichtigung  von  (18)  die  Bedingungen 
(I),  (ü),  (m)  über  in  die  Maxwellschea  Gleichungen*): 

[L.+8.=SSAp— ^.SS.»p  — ^»25:S,p— ^,SS.S,p+SS.sfs 
(20)  \L,-^h,=^S,Sc9—X^S,S.^—X,^S,*g  —X;^S,S,f+^S,^ts 
lL,+  8,=SSAp  — -X.SS,S.p— X,SSAp— A^,2S,«p  +SS.s^5. 

Die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Summen  erstrecken  sich  über 
sämtliche  notwendigen  Stäbe. 

Bezeichnet  man  nun  mit  F^^  F^  die  Querschnitte  der  beiden  über- 
zähligen Stäbe,  mit  jF»,  E^  die  Elastizitätsziffem,  mit  4?  K  die  Tem- 
peraturveränderungen, und  mit  Sj,  e^  die  Verlängerungsverhältnisse 
für  ^  =  1®,  so  hat  man  in  die  Gleichungen  (20)  zu  setzen: 

(21)         8,  =  -^-  +  t,t,s,;         8,  =  J|:  +  6,^.9,, 


*)  Maxwell  nimmt  t  =  o  und  Lz=o  an. 
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und  ist  jetzt  imstande,  die  Unbekannten  -X.,  -X»,  -X,  zu  berechnen, 
vorausgesetzt,  daß  die  Formänderungen  der  Stützen  bekannt  oder  als 
Funktionen  von  X  darstellbar  sind.  Daß  die  letztere  Aufgabe  meistens 
auf  unüberwindliche  Schwierigkeiten  stößt,  wurde  bereits  auf  Seite  3 
angeführt  und  begründet  Infolgedessen  begnügt  man  sich  in  der 
Regel  damit,  bei  der  Untersuchung  neuer  Arten  statisch  unbestimmter 
Träger  festzustellen,  welchen  Einfluß  die  gegenseitigen  Verschiebungen 
der  Stützpunkte  auf  den  Spannungszustand  des  Trägers  ausüben.  Ist 
dieser  Einfluß  ein  wesentlicher  und  schädlicher,  so  dürfen  die  fraglichen 
Träger  nur  dann  ausgeführt  werden,  wenn  auf  nahezu  unverschiebliche 
Stützen  gerechnet  werden  darf;  sie  sind  z.  B.  bei  unsicherem  Baugrunde 
zu  verwerfen;  auch  ist  in  diesem  Falle  bei  der  Aufstellung  der  Träger 
besonders  darauf  zu  achten,  daß  die  Stützpunkte  genau  die  in  der 
Rechnung  vorausgesetzte  Lage  erhalten. 

Zuweüen  aber  ist  es  möglich,  die  Formänderungen  der  Widerlager 
bei  der  Berechnung  der  Träger  teilweise  zu  berücksichtigen.  Wird 
z.  B.  der  in  der  Fig.  16  dargestellte  Träger  bei  B  und  C  durch  Säulen 
von  der  Länge  h'  gestützt,  und  entsprechen  diesen  Säulen  die  Werte 
E'y  F%  t\  s',  so  ist  bei  Vernachlässigung  der  Formänderung  der 
Grundpfeiler  xmd  des  Baugrundes  zu  setzen: 

8^  gleich  der  durch  den  Druck  B  erzeugten  Verkürzung  der 
Säule,  vermindert  um  die  Dehnimg  dieser  Säule  infolge  der 
Temperaturerhöhung,  d.  i. 

Bh' 
E'F' 


fA'l    * 


öjB  '=^    -rzifTTii ^  t  h 


und  ebenso  ist  einzuführen: 

Ch'         .^.^, 
E'F 


hc  =     TTT/TTl/     S'^'A'. 


Nun  drückt  man  B  imd  C  mittels  (19)  durch  X„  X^,^  X^  aus  und  löst 
schließlich  die  Gleichungen  (20)  nach  den  drei  Unbekannten  -X"  auf. 
Dem  Einfluß  beobachteter  Stützenverschiebungen  kann  man  auch 
in  der  Weise  Rechnung  tragen,  daß  man  die  Stützen  durch  Stäbe 
ersetzt,  welche  die  Stützpunkte  mit  außerhalb  des  Fachwerks  liegenden 
festen  Punkten  verbinden,  xmd  diesen  Stäben,  die  wir  Äuflagerstäbe 
oder  Stütxstäbe  nennen  wollen,  solche  Werte  c  beilegt,  daß  die  Ände- 
rungen äs  ihrer  Längen  mit  den  beobachteten  Stützpunktverschiebungen 
übereinstimmen.  Es  fallen  dann  die  Arbeiten  L.,  L^ . .  .  .  fort;  dafür 
müssen  aber  die  in  den  Gleichungen  (20)  stehenden  Summen  über  alle 
Stäbe  —  Fachwerkstäbe  und  Auflagerstäbe  —  ausgedehnt  werden.  Durch 
diese  Einführung  der  schon  von  Maxwell  benutzten  Auflagerstäbe  ge- 
winnt manche  allgemeine  Untersuchung  an  Kürze. 
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12.  —  Die  in  den  Gleichungen  (20)  stehenden  Summenansdrücke 
lassen  sich  auf  eine  sehr  einfache  und  für  die  Folge  sehr  nützliche 
Weise  deuten.     Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit 

8..  die  Verschiebung,    welche    der  Angriffspunkt   m   irgend   einer 
Last  P.  in  der  Richtung  von  P«  erfährt,  sobald  auf  das  statisch 
bestimmte  Hauptnetz  nur  die  Belastung  JC«  =  —  1  wirkt  [Zu- 
stand X.  =  —  l  (Mg.  19)], 
S»»  desgleichen  die  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P^  und  infolge 

von  X^  =  —  l  (Mg.  20), 
^me  desgleichen  die  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P^  und  infolge 
von  X,  =  —  l  (Mg.  21), 

femer  mit 

8«.  die  nach  rechts  positiv  gezälilte  wagerechte  Verschiebung  des 
Punktes  o,  für  den  Fall,  daß  auf  das  statisch  bestimmte  Haupt- 
netz nur  die  Belastung  X,  =  —  1  wirkt, 

8,»  die  wagerechte  Verschiebung  von  a  infolge  von  -Xj  =  —  1, 

weiter  mit 

8».  die  gegenseitige  Verschiebung  des  Punktpaares  6,  6^,  d.  i.  die 
Änderung  der  Strecke  bb^  für  den  Fall,  daß  auf  das  statisch 
bestimmte  Hauptnetz  nur  die  Last  JC.  =  —  1  wirkt, 

8»j  die  Änderung  der  Strecke  bb^  infolge  von  Xi  =  — 

"*e  "»i  7)  7?  77  ^^1  77  77  -^*^«  = 

"*•  7?  77  77  77  ^^1  ^l  ?7  -^«  ^^^ 

"<•*  V  77  77  77  ^^1  77  77  ^b  ^^^ 

"«•  77  77  77  77  ^^1  77  77  -^«  ^^^^ 

schließlich  mit 

8«,  die  nach  rechts  positive,  wagerechte  Verschiebung  des  Punktes  a, 
für  den  Fall,  daß  das  statisch  bestimmte,  unbelastete  Hauptnetz 
nur  einer  Temperaturänderung  unterworfen  wird, 

8^,  die  in  diesem  Falle  entstehende  Änderung  der  Strecke  bb^^ 

^«*         n         77  77  77  77  77  77  77  ^^1» 

sodann  setzen  wir  fest,  daß  bei  der  Ermittelung  aller  hier  aufgeführten 

Verschiebungen  8    die  Stützen    des   statisch   bestimmten   Hauptnetzes 

voUkonunen  starr  angenommen  werden  sollen. 

Jetzt  schreiben  wir  die  Arbeitsbedingung  für  den  Belastungszustand 

X  =  0  (Mg.  18)  an,  setzen  in  dieselbe  die  dem  Zustande  X„  =  —  1 

S  s 
(welcher  die  Spannkräfte  S^  und  Änderungen  äs„=    :^  hervorruft) 

« 

entsprechenden  Verschiebungen  ein  xmd  erhalten 


(23) 
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woraus,  mit  -^  w  =  p: 

(22)         2So5.p  =  2P«8^.; 
und  ebenso  finden  wir: 

2SoS*p  =  2P^8.»;       2So5,p  =  2P^8.,. 
Wird  die  Arbeitsbedingung  für  den  Belastungszustand  -X.  =  —  1  an- 
geschrieben, und  werden  in  dieselbe  der  Beihe  nach  die  den  Zuständen 
X^  =  —  1,  ^j  =  —  1,  X^  =  —  1  entsprechenden  Verschiebungen  ein- 
geführt, so  entstehen  die  Gleichungen 

1 . 8..  =  2S.A5.;       1 . 8,j  =  SS.A.v,;       !•&..  =  2S.A«„ 
und  aus  diesen  folgt 

2S.S.P  =  8„;      SS.6;p  =  8.,;       2S.S.p  =  8... 
Ebenso  wird  erhalten: 

SS,S.p  =  8,„;       2S,S,p  =  8,,;       2S,S,p  =  8».; 
2S,S.p  =  8..;       SÄ,5,p  =  8.,;       2S,S,p  =  8,,. 
Schließlich  liefern  die  für  die  Belastungszustände  X^  =  —  1,  X»  =  —  1, 
-X,  =  —  1  angeschriebenen  und  jedesmal  auf  die  nur  von  den  Tem- 
peraturänderungen herrührenden  Verschiebungen  angewandten  Arbeits- 
bedingungen die  Gleichungen: 

(24)       SS:e^s  =  1.8.,;     25^8^5  =  1  •  8»,;      2S.6f5  =  1.8,.. 
Die  drei  Bedingungen  (20)  lassen  sich  nun  umformen  in: 

-^o  +  8„  =  2  PJh^^  —  -X^a8a«  —  -^68^  —  -X^«8^  +  8^ 
A  +  8^  =  2P^8^  —  -X„8ft,  —  Xihit,  —  -X,8^,  -j-  8k 
L,  +  8,  =  2P^8^  —  -^«8^  —  -Yj8«j  —  -X^e8ee  +  '««? 
und  hierin  ist  nach  Gleichung  (23): 

(26)  8«*  =  8».;  8^  =  8^;  8^,  =  8^ 
Die  Gleichungen  (25)  werden  sich  später  in  vielen  Fällen  als  sehr 
nützlich  erweisen,  da  sich  die  Verschiebungen  8  der  Knotenpunkte  der 
meisten  Fachwerke  in  sehi-  einfacher  Weise  durch  Zeichnung  feststellen 
lassen.  Wir  werden  die  Figuren,  welche  diese  Verschiebungen  liefern, 
in  der  Folge  Verschiebungspläne  nennen.  (Vergleiche  Abschnitt  I.) 
Um  die  Unbekannten  Jt«,  -X^,  X^  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (25) 
bestimmen  zu  können,  genügt  es,  für  das  statisch  bestimmte  Hauptnetz 
vier  Verschiebungspläne  zu  zeichnen,  den  ersten  für  den  Belastungs- 
zustand -X.  =  —  1,  den  zweiten  für  den  Zustand  Xf,  =  —  1,  den 
dritten  für  X,  =  —  1  und  schließlich  den  vierten  für  das  unbelastete 
und  nur  Temperaturänderungen  ausgesetzte  Hauptnetz. 

13.  —  Das  in  No.  9  zur  Berechnung  eines  statisch  unbestimmten 
Fachwerks  benutzte  Verfahren  führt  stets  zum  Ziele;  dasselbe  besteht 
darin,  die  Spannkräfte  der  überzähligen  Stäbe  und  die  überzähligen 
Stützenwiderstände  mit  Hilfe  von  Arbeitsbedingimgen  von  der  Art  der 
Gleichung  (13)  zu  bestimmen.     Zuweilen  stellt  es  sich  nun  als  zweck- 


(25) 
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mäßiger  heraus,  zunächst  andere  Werte  X  als  Unbekannte  einzuführen 
und  die  Stabkräfte  und  Auflagerkräfte   als  lineare  Punktionen  .dieser 
statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  darzustellen. 
Wir  sprechen  deshalb  allgemeiner  aus: 

Sämtliche  Spannkräfte  S  und  nach  bestimmten  Richtungen 
tmrkenden  Auflagerkräfte  C  eines  statisch  unbestimmten  Fach- 
Werks  lassen  sich  auf  die  Form  bringen: 

(^0      c=Co  —  cx'  —  c'x"  —  a"x'" 

wobei  X\  X'\  X'" ....  getvisse  statisch  nicht  bestimmbare 
Größen  bedetUen,  während  Sq,  S',  S"  ,  ,  , .,  Cq,  C,  C"  ,  ,  .  . 
Werte  vorstellen,  welche  von  den  Unbekannten  X  unabhängig 
sind.  Insbesondere  bedeuten  Sq  und  C^  die  Spannkräfte  und 
Auflagerkräfte  des  statisch  bestimmten  Hauptnetxes,  in  welches 
das  Fachwerk  übergeht,  sobald  sämtliche  Größen  X  verschwin- 
den;  sie  sind  geradlinige  Funktionen  der  Lasten  P,  während 
die  S',  S"  .  ...  .,  C,  C" ,  , .  .  von  den  P  unabhängig  sein 
sollen.  Beispielsweise  lassen  sich  S'  und  C  als  diejenigen 
Werte  deuten,  welche  die  Spannkräfte  und  Auflagerkräfte  an- 
nehmen, sobald  sämtliche  Lasten  P  und  sämtliche  X  ver- 
schtvinden,  ausgenommen  X',  welchem  der  Wert  ( — 1)  bei- 
zulegen  ist  —  ein  Belastungsxustand,  welcher  kurz  der  Zu- 
stand X'  =  —  1  genannt  werden  soll. 
Weiter  darf  man  sagen: 

Die  durch  die    Ursache  X'  =  —  1  hervorgerufenen  Auf- 
lagerkräfte C  und  Spannkräfte  S'  sind  miteinander  im  Oleich- 
getvieht,  und  ebenso  sind  die  C"  im  Oleichgeivichte  mit  den  S", 
die  C"  mit  den  S"  u,  s.  w. 
Infolge  dieser  Auffassung  gelten  die  Gleichungen  (27)  nicht  nur 
für  die  notwendigen,  sondern  auch  für  die  überzähligen  Stäbe  und 
Auflagerkräfte.     Ist  z.  B.  X"  die  Spannkraft  in  einem  überzähligen 
Stabe,  so  entsprechen  diesem  die  Werte: 

So  =  0,     S'  =  0,     S"  =  —  1,     S'"  =  0,     S""  =  0  u.  s.  w. 

und  es  folgt  dann  S  =  -X". 

Schreibt  man  nun  die  Arbeitsbedinguug  (13)  der  Eeihe  nach  für 
die  Belastungszustände 

X  ^=  ——  1l\     X    ==  —  1^     -A.     ^=  —  1^  .  .  .  . 

an  imd  wendet  sie  jedesmal  auf  den  wii-klichen  Verschiebungszustand 
an,  so  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

(28)         L'  =  S S'äs]     L"  =  2 S"äs;     L"'  =  2 S'"As;  .... 
in  denen  L\  L'\  L"\  ....  die  beziehungsweise  von  den  Auflager- 
kräften (7,  C\  C'\  ....  verrichteten  virtuellen  Arbeiten  bedeuten. 
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Die  Anzahl  der  Gleichungea  (28)  ist  ebenso  groß  wie  die  Anzahl 
der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen.    Führt  man  ein: 

drückt  S  mit  Hilfe   der  ersten  der  Gleichungen  (27)  aus  und  setzt 

s 

EF 


schließlich  zur  Abkürzung:  -=p-  =  p,   so   gelangt   man   zu   den   Be- 


dingungen: 

L'  —  2S'6/«  =  SSoS'p  — .Y'2S'»p     -X'2S'S"p 

— A""SS'S"'p— ... 
L"  —  SS"  sts  =  2SoS"  p  —  X'28"  S'p  —  X"2S"*g 
(29)    {  —  A"'2S"S"'p— ... 

L'"  —  :2S"'tts  =  SSo-S'"?  —  X':2S"'S'g  —  JC"SS"'S"? 

—  X"'2S"'*g—... 

Alle  in  diesen  Gleichungen  stehenden  Summenausdrücke  erstrecken 
sich  über  sämtliche  Stäbe  des  Fachwerks,  über  die  notwendigen  und 
überzähligen. 

Auf  den  letzten  Satz  ist  besonders  zu  achten.  Wendet  man  z.  B.  die  Glei- 
chungen (29)  auf  den  in  No.  11  untersuchten  und  in  der  Fig.  16  dargestellten  Träger 
an,  und  setzt  man  X'  =  -X^,  X"  =  Xh^  X'"  =  X«,  so  entsprechen  dem  überzähligen 
iStabe  hbi  die  Werte: 

^0  =  0;     Ä'  =  0;     Ä"  =  — 1;     iS'"==0 
und  dem  überzahligen  Stabe  ccj  die  Werte: 

Ä-oczzO;     6^'  =  0;     ^"  =  0;     ;S"'  =  — 1. 
Y^T  jeden  notwendigen  Stab  ist  S'  =  6'.;     S"  =  S„\    5'"  =  Sc. 

Die  Summen  ^S''^;^,  SiS""«p,  ^S"tt8,  ^S"'tt8  unterscheiden  sich  von  den 
in  den  Gleichungen  (20)  stehenden  Summen:  2;S'»*p,  Di%*p,  25be/«,  ^8ett8 
(welche  leixtere  sieh  nur  auf  die  notwendigen  Stabe  bexiehen)  um  die  den  überxähligen 
Stäben  entsprechenden  Glieder.    Es  ist  also 

"SS^gts  =  3&e<«  —  1 .  ihthSh]     SiS'"€/s  =  '2Sctt8  —  1  •  e,^»e. 

Hingegen  ist  2>So5"p  =  3iS'oÄip;  SiS"'iS'"p  =  S/S6iSep,  weü  für  jeden  über- 
zähligen Stab  So  =  0  und  entweder  *S'"  =  0  oder  S*"=iO  ist,  und  ebenso  folgt, 
daß  in  allen  übrigen  Summen  6"  durch  S^  ei-setzt  werden  darf,  S"  durch  S^  und 
S"'  durch  5«. 

Bei  der  Berechnung  von  L'  ist  die  im  Belastungsfalle  -X«  =  —  1  am  Stütz- 
punkte a  angreifende  wagerechte  Kraft  1  zu  den  Auflagerkräften  zu  rechnen,  weil 
X^  eine  Auflagerkraft  ist,  und  es  folgt  deshalb  L'  =  L«  + 1  •  ^«^  während  L"  =zL^ 
und  L'"  =  Lc  ist. 

Formt  man  nun  die  Gleichungen  (29)  für  den  vorliegenden  Fall  auf  diese 
Weise  um,  und  beachtet  noch,  daß 

5»=-^-^*     ^-^thSh     und     ^c=^~j^    +letc8e 

Lst,  so  erhält  man  die  auf  Seite  21  abgeleiteten  Gleichungen  (20). 
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Bei  der  Anwendung  der  Gleichungen  (29)  kommt  es  hauptsächlich 
darauf  an,  die  von  den  Lasten  P  abhängigen  Summen  möglichst  schnell 
zu  bestimmen.  In  der  Regel  wird  es  sich  empfehlen,  den  in  No.  12 
eingeschlagenen  Weg  zu  wählen  und  zu  setzen: 

(30)        SSo  S'p  =  SP«».';    SSo S'\  =  2P.8J';  u.  s.  w. 

wobei  8„',  5j'  ....  diejenigen  Verschiebungen  bedeuten,  welche  der 
Angriffepunkt  m  irgend  einer  Last  P^  in  der  Richtung  von  P.  erfährt, 
sobald  auf  das  Fachwerk  beziehungsweise  nur  die  Ursache  X'  =  —  1 
oder  nur  die  Ursache  X'  =  —  1,  u.  s.  w.  wirkt 

Alle  übrigen  (So  nicht  enthaltenden)  Summenausdrücke  sind  im- 
abhängig  von  den  Lasten;  sie  brauchen  also  nur  einmal  bestimmt  zu 
werden  und  werden  häufig  am  schnellsten  durch  Rechnung  gefunden, 
nachdem  man  die  Spannkräfte  S\  S"  .  .  .  .  berechnet  oder  mit  Hilfe 
von  Kräfteplänen  ermittelt  hat  Es  lassen  sich  aber  diese  Summen 
auch  auf  dem  in  No.  13  angegebenen  Wege  als  Verschiebungen  deuten 
und  dann  oft  mit  Hilfe  einfacher  Verschiebungspläne  angeben, 

14.  —  Hat  man  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  auf 
dem  in  No.  11  bis  13  beschriebenen  Wege  ermittelt  und  hierauf  mit 
Hufe  der  Gleichungen  (18)  bezw.  (27)  die  Spannkräfte  S  berechnet, 
so  kann  man  die  Änderungen  \s  sämtlicher  Stablängen  s  angeben  und 
ist  nun  imstande,  alle  die  in  Nr.  9  und  10  behandelten  Aufgaben  zu 
lösen  und  zwar  genau  nach  dem  früher  benutzten  Verfahren.  Dasselbe 
besteht  in  der  Anwendung  der  Gleichung  2Ö«8«,  =  SiSAs  auf  den 
wirklichen  Verschiebungszustand  und  auf  eiuen  gedachten  Belastungs- 
zustand, welcher  letzterer  so  zu  wählen  ist,  daß  die  virtuelle  Gesamt- 
arbeit der  Lasten  =  1-8^  ist,  wobei  5«  die  gesuchte  gegenseitige  Ver- 
schiebung eines  Punktpaares  m,  m^  oder  die  gesuchte  gegenseitige 
Drehung  eines  Geradenpaares  u.  s.  w.  bedeutet  Hierbei  ist  zu  beachten, 
daß  zwischen  den  gedachten  äußeren  imd  inneren  Kräften  Q  und  S 
nur  Gleichgewicht  zu  bestehen  braucht,  daß  also  die  Spannkräfte  in 
den  überzähligen  Stäben  und  die  überzähligen  Auflagerkräfte  gleich 
Null  gesetzt  werden  dürfen. 

Es  Hege  beispielsweise  der  in  Fig.  16  dargestellte  Bogenträger  vor. 
Gesucht  sei  die  Verschiebung  8^,  welche  irgend  ein  dem  mittleren 
Bogen  angehörender  Knotenpimkt  m  in  der  Richtung  Tw^m  erfährt 
Die  auf  Seite  21  angegebenen  Verschiebungen  der  Stützpunkte  sollen 
berücksichtigt  werden. 

Zuerst  wird  der  Träger  durch  Beseitigung  der  überzähligen  Stäbe 
und  Auflagerbedingungen  statisch  bestimmt  gemacht  (Eig.  22).  Hierauf 
wird  in  m  eine  von  m^  nach  7n  gerichtete  Last  von  der  Größe  eins 
angebracht  und  zur  Berechnung  der  durch  diese  Last  an  den  Auflagern 
des  Hauptnetzes  hervorgerufenen  Widerstände  u4,  jB,  .  .  .  .  geschritten. 
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Bildet  m^  m  mit  der  Wagerechten  den  Winkel  a,  und  ist  der  lotrechte 
Abstand  des  Stützpunktes  B  von  der  mmj  gleich  r,  so  lauten  die 
Gleichgewichtsbedingungen : 

^=l.cosa;       ul/j — IIe  =  0 

C/  — l.r  =  0;       ~Ä+B+C=l'Sma, 

und  aus  diesen  findet  man: 


Ä  =  l 


ccosa 


ii 


C=l-^; 


D       1    /"  •  c  cos  a        r\ 


0 


Nim  bestimmt  man  die  von  den  äußeren  Kräften  1,  Ä^  B^  C,  IS 
in  den  Stäben  des  Hauptnetzes  hervorgenifenen  Spannkräfte  8  und 
schreibt  die  Arbeitsgleichung  an: 

1 .  h^  —  Ah^  —  ^hB—Chc  —  Hls  =  28^8, 
in  welche  die  vdrklichen  Änderungen  As  der  Stablängen  einzuführen 
sind.     Es  ist  also  zu  setzen: 

As  =  -^^  +^t8  wo  S=^S^  —  S.X.—  S^Xj,—  S,X,. 

Auf  diesem  Wege  erhält  man  stets  8«  als  lineare  Punktion  der 
Lasten  P,  der  Temperaturänderungen  t^  der  statisch  nicht  bestimmbaren 
Größen  X  und  der  nach  bestimmten  Eichtungen  erfolgenden  Ver- 
schiebxmgen  der  Stützpunkte.  Da  nun  zwischen  den  X^  P,  t^  ebenfalls 
nur  Beziehungen  ersten  Grades  bestehen,  so  folgt,  daß  im  Falle  unver- 
änderlicher Gliederung  und  Stützungsart  das  in  Nr.  6  ausgesprochene 
Gesetz  von  der  Zusammenzählung  der  einzelnen  Wirkungen  für  alle 
diejenigen  Größen  h^  gilt,  welche  sich  mittels  einer  Bedingung  von  der 
Form  1  •  8«  4"  ^=  -SiSA«  bestimmen  lassen. 

*)  Wir  empfehlen  dem  I^ser,  diese  Kräfte  auch  durch  Zeichnung  zu  bestimmen. 
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15.  —  Es  möge  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  bei  der 
Auswahl  der  als  übeizählig  zu  bezeichnenden  Stäbe  und  Auflager- 
bedingungen  innerhalb  gewisser  Grenzen  nach  Willkür  verfahren  wer- 
den darl 

Führt  man  z.  B.  die  Widerstände  der  beiden  Mittelstützen  des  in 
der  Eig.  23  dargestellten  durchgehenden  Balkens  als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größen  (X)  ein,  so  erhält  man  das  in  der  Eig.  24  ab- 
gebildete Hauptnetz;  dasselbe  ist  ein  einfacher  Balken.  Hingegen  gelangt 
man  zu  dem  aus  drei  Einzelbalken  bestehenden  Hauptnetze  (Eig.  25)  oder 


Fig.  23. 


Kg.  24. 


/\7-^;7VX7\7\/\7\7\ 


Fig.  26. 


Fig.  26. 

ZU  dem  einen  Gcrfeerschen  Balken  vorstellenden  Hauptnetze  (Eig.  26), 
je  nachdem  man  die  beiden  Stäbe  bc  oder  die  beiden  Stäbe  ab  ah 
überzählig  bezeichnet 

Auch  ist  hervorzuheben,  daß  bei  der  Ermittlimg  der  Yerschie- 
bungen'&^  andere  Hauptnetze  gebildet  werden  dürfen,  wie  bei  der  Be- 
stimmung der  Spannkräfte. 

e.  Der  Maxwellsche  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  elastischen  Form- 
änderungen und  das  Gesetz  von  Betti. 

16.  —  Wir  betrachten  ein  auf  starren  Stützen  ruhendes,  ebenes  oder 
räumliches  Fachwerk  von  unveränderlicher  Gliederung  und  Stützungsart 
(Seite  6)  und  setzen  einen  spannungslosen  Anfangszustand  voraus.  Auch 
nehmen  ^vir  an,  daß  keine  Temperaturänderungen  entstehen.  Es  gilt 
dann   das  auf  Seite  12  nachgewiesene  Clapej/rofn^che  Gesetz,   und  es 
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ergibt  sich  für  die  mechanische  Arbeit  Ä  der  äußeren  Kräfte  der  nur 
von  den  Lasten  P  abhängige  Ausdruck: 

(31)        ^  =  i2P&  =  i(PA  +  ^AH h  ^«8« +  •••), 

in  welchem  bis  jetzt  unter  P.,  P^,  ...  P^  , . ,  Einzellasten  verstanden 
TiTirden  und  unter  8«,  8^,  ...  5^  ...  die  wirklichen  Verschiebungen 

der  Angriffspunkte  a,  6,  .  .  .  .   //^  .  .  .  .  derselben,   im  Sinne   der 
p     p  p  

Für  die  Folge  ist  es  nun  nützlich,  den  Buchstaben  P  und  8  eine 
allgemeinere  Bedeutung  beizulegen  und  imter  jedem  der  in  der  Gleichung 
auftretenden  Produkte  ^  Ph  die  mechanische  Arbeit  einer  ganzen  Gruppe 
von  Lasten  zu  verstehen. 

Solche  Gruppen  lassen  sich  leicht  an  der  Hand  der  Untersuchungen 
in  Xr.  9  und  Nr.  10  bilden. 

Werden  z.  B.  die  beiden  Lasten  Eins  in  der  Fig.  9  mit  P«  multi- 
pliziert (wobei  man  natürlich  entweder  Eins  oder  P.  als  Zahl  zu  be- 
trachten hat),  so  entsteht  eine  Lastengruppe,  deren  Beitrag  zur  Arbeit 
Ä  gleich  ^  P^h^  ist,  wenn  h^  die  gegenseitige  Verschiebung  des  Punkt- 
paares w,  mj  bedeutet 

Multipliziert  man  die  vier  Lasten  in  Fig.  13  mit  P^,  so  erhält  man 
eine  Gruppe,  deren  entsprechendes  8^  gleich  der  im  Bogenmaß  aus- 
gedrückten gegenseitigen  Drehung  des  Geradenpaares  (m),  (m^)  ist 

In  gleicher  Weise  läßt  sich  aus  der  Figur  15  durch  Multiplikation 
der  dort  angenommenen  Lasten  mit  P^  eine  Lastengruppe  ableiten, 
deren  zugehöriges  8^  gleich  der  Änderung  der  Entfernung  mf  ist 

Die  vorliegenden  Beispiele  dürften  genügen,  um  die  Büdung  von 
Lastengruppen  zu  erläutern,  und  es  sei  nur  noch  hervorgehoben,  daß 
jede  am  Fachwerk  vorkommende  Last  stets  nur  einer  einzigen  Gruppe 
zugewiesen  werden  darf.  Der  Kürze  wegen  nennen  wir  eine  solche 
Gruppe  von  Kräften  eine  Belastung  und  das  entsprechende  8  den  Weg 
dieser  Belastung.  Unter  anderem  werden  wir  in  der  Folge  öfter  von 
der  Belastung  P^  eines  Punktpaares  w,  m^  oder  eines  Geradenpaares 
(m),  (Wj)  sprechen,  Belastungen,  die  nach  der  vorstehenden  Erklärung 
durch  Multiplikation  der  auf  Seite  13  und  15  eingeführten  Belastungs- 
einheiten jener  Paare  mit  P^  entstehen. 

Sämtliche  8  sind  lineare  Funktionen  der  Belastungen  P;  sie  lassen 
sich  daher  auf  die  Fonn  bringen: 

K=KaP.  +  K,P,  +  •  •  •  +  8..P.  + . . . 

8.  =  8,,P.  +  8,,P,H l-8,^P^  +  ..- 


(32) 


8|„  =  8«.P„  +  8„5Pi,-| ]r^mmPm-{' 


wobei   die    mit   einem   Doppelzeiger   behafteten  Weile   8   unabhängig 
sind  von  den  Belastungen  P.     Um  diese  Werte  zu  deuten,  setze  man 
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in  irgend  einer  der  Gleichungen  (32)  sämtliciie  P  gleich  Null,  mit 
Ausnahme  eines  einzigen,  dem  man  den  Wert  Eins  beilege.  Dann 
eigibt  sich  beispielsweise  8^^  als  derjenige  Wert,  welchen  der  Weg  8^ 
für  den  Eall  annimmt,  daß  auf  das  Fachwerk  nur  die  Belastung  P»  =  1 
wirkt. 

17.  —  Wir  setzen  jetzt  voraus,  daß  nur  zwei  Belastungen  auf- 
treten, etwa  P^  und  P^.    Die  entsprechenden  Wege  sind 

8^  =  8_P^  +  8^.P. 

8m  =    KmPm   4"   ^nnPn- 

Wird  zuerst  nur  die  Belastung  P.  aufgebracht,  so  ist  der  Weg 
derselben  =  8^^P«,  und  es  verrichtet  deshalb  die  von  Null  aus  all- 
mählich anwachsende  Belastung  P^  die  mechanische  Arbeit  ^8^^P^*. 
Fügt  man  die  ebenfalls  von  Null  aus  anwachsende  Belastung  P^  liinzu, 
so  nimmt  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  erstens  um  ^  hnnPJ  ^^  weil 
die  wachsende  Belastung  P^  den  Weg  8^^P^  zurücklegt,  und  zweitens 
Tun  P»,(8^»P^),  weil  der  Weg  der  bereits  vorhandenen  Bela«itung  P^ 
die  Yergrößerung  8«„P»  erfäliil     Im  ganzen  entsteht: 

^  =  i  K^PJ  +  i  KnPn^  +  8«.P^P.. 

Wird  zuerst  die  Belastung  P»  aufgebracht  und  nachher  P^,  so 
ergibt  sich  durch  Vertauschung  von  m  und  n: 

Nach  dem  Clapeyronschen  Gesetze  müssen  aber  die  beiden  für  A 
gewonnenen  Ausdrücke  übereinstimmen,  und  es  folgt  daher  die  wichtige 
Gleichung: 

(33)        8^^  =  8«^. 

Dieselbe  wurde  zuerst  von  Maxwell  bewiesen  und  soll  in  der  Folge 
stets  als  Maxwellscher  Lehrsatz  angeführt  werden. 

Von  den  vielen  Sätzen,  welche  sich  aus  der  Gleichung  (33)  er- 
geben, sind  die  folgenden  für  die  späteren  Untersuchungen  von  be- 
sonderer Bedeutimg. 

i.  Die  gegenseitige  Verschiebung  8^^  eines  Punktpaares  m, 
mj  infolge  der  Belastungseinheit  eines  anderen  Punktpaares 
n,  n^  ist  ebenso  groß  wie  die  gegenseitige  Verschiebung  h^„ 
des  Punktpaares  n,  n^  infolge  der  Belastungseiriheit  des  Punkt- 
paares  m,  w^. 

2.  Die  gegenseitige  Drehung  8«»  eines  Geradenpaares  (m), 
(mj  infolge  der  Belastungseinheit  eines  anderen  Geraden- 
paares  (n),  fnj  ist  ebenso  groß  loie  die  gegenseitige  Drehung 
8»^  des  Geradenpaares  (n),  (nj  infolge  der  Belastungseinheit 
des  Geradenpaares  (m),  (nty). 
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5.  Die  gegenseitige  Verschtebu7ig  eines  Punktpaares  m,  m^ 
infolge  der  Belastungseinheit  eines  Geradenpaares  fn),  (n^J 
ist  ebenso  groß  tvie  die  gegenseitige  Drehung  des  Oeraden- 
paares  (n),  (n^)  infolge  der  Belastungseinheit  des  Punkt- 
paares  m,  m^. 

Die  Sätze  (2)  und  (3)  beziehen  sich  auf  ein  ebenes  Pachwerk.   Die 

Erklärungen  der  Begriffe:  Punktpaar,  Geradenpaar,  Belastungseinheit 

eines  Punkt-  oder  Geradenpaares  finden  sich  auf  Seite  13  und  15. 

Noch  sei  ein  Beispiel  angeführt,  welches  besonders  geeignet  sein  dürfte,  von 
der  Eruchtbarkeit  des  Marwellschen  Satzes  zu  überzeugen.  Man  darf  nämlich  mit 
Hinweis  auf  die  Figuren  27  und  28,  welche  ein  und  dasselbe  Fachwerk  auf  ver- 


Fig.  27. 


Fig.  28. 


schiedenai'tige  Weise  belastet  dai-stellen,  aussprechen:  Die  Strecke,  um  welche  sich  der 
Abstand  nif  in  Fig.  28  ändert,  sobald  auf  das  Fachwerk  nur  die  in  der  Fig.  27  an- 
genommenen I^asten- -  und  —  wirken,  ist  ebenso  groß  wie  die  im  Bogenmaß  ausge- 

e  Ci 

drückte  Änderung,  welche  der  Winkel  9  (Fig.  27)  erfährt,  falls  das  Fachwerk  auf 
die  in  Fig.  28  angegebene  Ai-t  belastet  wird.  (Die  gleichbezeichneten  Strecken  e,  e^ 
der  Figuren  27  und  28  brauchen  nicht  gleich  groß  zu  sein.) 
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18.  —  Zu  einem  anderen  Beweise  für  den  Maxwellschen  Satz 
führt  die  folgende  Betrachtung. 

Ein  Eftchwerk,  welches  den  in  Nr.  16  angeführten  Voraussetzungen 
genügt,  werde  von  beliebigen  Belastungen  P^  ergriffen.  Infolgedessen 
entstdien    Spannkräfte    S^    und    Änderungen     der    Stablängen    um 

Nach  Entfernung  der  P^  mögen  andere  Belastungen  P^  auf  das 
Fachwerk  wirken  und  die  Spannkräfte  S^  sowie  die  Ijängenänderungen 

Äs^  =  j.  "^  hervorbringen. 

Es  bedeute  nun  (8^,)  den  Wert,  welchen  der  Weg  8«  irgend- 
einer Belastung  P^  annimmt,  wenn  auf  das  Fachwerk  nur  die  Be- 
lastungen P,  wirken,  femer  (8^,)  den  nur  durch  die  Belastungen  P» 
hervorgerufenen  Weg  irgend  einer  Belastung  P^.  Die  Werte  8  wurden 
durch  Klammem  ausgezeichnet,  da  sie  eine  andere  Bedeutung  haben 
als  die  früher  erklärten  8«,  und  8««,  deren  ersteres  z.  B.  den  Wert 
von  8„  für  den  Fall  vorstellte,  daß  nur  eine  Belastung  P^  wirkt  und 
diese  die  Größe  Eins  besitzt 

Schreibt  man  nun  die  Arbeitsbedingung  (13)  einmal  an 

für  den  Kräftezustand  (P«,  S^  und  den  hiervon  unabhäagigen 
Verschiebungszustand  [(8^^)  AäJ 
und  hierauf 

für  den  Kräftezustand  (P^  S^  imd  den  hiervon  unabhängigen 
Verschiebungszustand  [(8^^)  A««], 
so  erhält  man  die  Gleichungen: 

2P.(8^.)  =  2S^A5.  =  25^-^|,  und 

und  gelangt  zu  dem  zuerst  von  Betti  nachgewiesenen  Gesetze 

(34)        SP«(8^0  =  2P.(8.^). 

Wirkt  auf  das  Fachwerk  das  eine  Mal  nur  eine  Belastung  P^  =  1, 
sodann  nur  eine  Belastung  P„=  1,  so  entsteht  aus  (34): 

und  hieraus  folgt,  daß  der  MaxwelhchQ  Satz  nur  ein  besonderer  Fall 
des  viel  allgemeineren,  aber  erst  später  entdeckten  Petechen  Satzes  ist 

19.  —  Um  die  Anwendung  des  Maxwellschen  Satzes  auf  die  Be- 
rechnung statisch  unbestimmter  Fachwerke  zu  erläutern,  behandeln  wir 
zunächst  die  in  Nr.  11  und  13  bereits  auf  anderem  Wege  gelöste  Auf- 
gabe: die  überxählige  Äuflagerkraft  X^  und  die  Spannkräfte  X^,  X, 

Müller-Breslau,  Graphische  Stntik.   II.  1.  3 
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der  überzähligen  Stäbe  des  in  der  Fig.  16  dargestellten  Bogenträgers 
XU  besti^nmen. 

Es  sollen  sowohl  Temperaturändeiiingen  als  auch  die  auf  Seite  21 
angeführten  Verschiebungen  der  Stützpunkte  berücksichtigt  werden. 

Wir  rechnen  (wie  in  Kg.  17  auf  Seite  18)  die  Kräfte  -X.,  X^  X^ 
zu  den  auf  das  Hauptnetz  wirkenden  Lasten  und  erhalten  für  die  Wege 
8ai  S*^  K  der  Belastungen  JY„,  X^  X„  die  Werte: 

(36)  8*  =  ^Pwfihm  Sfta-X^, &»»-X» ^hü^e  ~|-  \t  H"  ^hw 

8^   =    ^PJh,^    8,.X.  ichX^  Kü^C    +   ^Ct  "T   ^€W 

Hierbei  bezeichnet: 

8.^  den  Einfluß  der  Ursache  P«  =  1  auf  den  Weg  8,, 
8.a  desgl.  den  Einfluß  der  Ursache  JC.  =  —  1^ 

i  Y 1 

"•*  »  V  71  V  V  •**^*  ■■•7 

X  Y 1 

"•«  ?7  r  «  *7  ?7  -^^-c  ••■l 

8.1  desgL  den  Einfluß  von  Temperaturänderuiigen, 

8«^     „        „         „         „     Verschiebungen    der    Stützpunkte, 

und  ebenso  lassen  sich  die  übrigen,  mit  Doppelzeigem  behafteten  Wertt* 
8  deuten. 

Um  8.,  zu  bestimmen,  wird  die  Axbeitsbedingung  für  den  Be- 
lastungszustand  X^  =  —  1  (Eig.  19)  angeschrieben  und  dabei  jedem 
Stabe  die  Längenänderung  A«  =  0  beigelegt     Es  ergibt  sich  dann 

l-»..  +  l-8ir  +  l~(8^  — 8s-Sc  +  8i,)  =  0 

'1 

und  hieraus  und  aus  ähnlichen,  für  die  Belastungszustände  X^  =  —  1, 

X^  =  —  1  aufgestellten  Gleichungen  folgt 

8.^  =  —  L.;     8t^  =  —  L*;     8,^  =  —  L^  (vergl.  Seite  21). 

Setzt  man  nun  diese  Werte  in  (35)  ein  und  beachtet,  daß  die 
Buchstaben  der  Doppelzeiger  miteinander  vertauscht  werden  dürfen, 
daß  also  8.^  =  8.,.,  8t«  =  8.,5,  8,«  =  8„.,  8.^  =  86.,  ..  .  ist,  so  ge- 
langt man  zu  den  auf  Seite  (24)  erhaltenen  Gleichungen  (25). 

Der  eben  eingeschlagene  Weg  führt  immer  zum  Ziele.  Man  darf 
aussprechen: 

Jedes  statisch  unbestimmte  Fachwerk  läßt  sich  durch  Beseitigung 
von  überzähligen  Stäben  und  Auflagerkräften  in  ein  statisch  bestimmtes 
Pachwerk  (Hauptnetz  genannt)  verwandeln.  Auf  dieses  Hauptnetz  wir- 
ken außer  den  gegebenen  Lasten  P^  und  den  Temperaturänderungen 
noch  gewisse  vorläufig  imbekannte  Belastungen  Jf.,  JY»,  -X^„,  Jt,  .  .  . 
deren  Wege  8„,  8^,  8„  8* . .  .,  jedoch  bestimmten  Bedingungen  unter- 
worfen sind.     Es  gelten  die  Gleichungen: 


(36) 
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■ 

L« 8«,  +  8a  =  S  P^imm Km^a ^ha^b Km^c ^da  ^d 

Li  —  84,  -|-  8»  =  S  P^h^  4  —  8.jX, — 8^*  X^ — 8e»  X„ — 8jt X^ 

Lc 8,,  -|-  8,  =  2  Pm^mc  Ke  ^a ^he  Xj, 8,«  X^ ^dcX^ 

Lg  —  8rf,+  8j=  SP^8„rf  —  KdX^ — ibdX^ — icdXg — KdXg — •  •  • 


welche  eine  schnelle  Berechnung  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen 
X  gestatten,  sobald  sich  die  den  Belastungszuständen  -3l,  =:  —  1, 
Xi  =  —  1,  X^  =  —  1,  ...  entsprechenden  Formänderungen  des  Haupt- 
netzes bequem  darstellen  lassen,  und  ebenso  die  von  den  Temperatur- 
änderungen herrührenden  Werte  8.,,  85,,  ...  Begegnet  die  Ermittelung 
dieser  Verschiebungen  Schwierigkeiten,  so  wende  man  die  in  Nr.  11 
und  13  abgeleiteten  Gleichungen  (20)  oder  (29)  an. 


f.  Einflub  unrichtiger  Ablängung  überzäliliger  Sttbe.  Künstliche  Anspannung. 

20.  —  Die  bisherigen  Untersuchungen  setzten  voraus,  daß  jeder 
Stab  genau  diejenige  Länge  erhält,  welche  dem  spannungslosen  Zu- 
stande des  Eachwerks  entspricht.  In  statisch  unbestimmten  Fachwerken 
können  jedoch  geringfügige  Fehler  bei  der  Ablängung  der  überzähligen 
Stäbe  wesentliche  Änderungen  der  Spannkräfte  zur  Folge  haben. 

Soll  z.  B.  in  ein  aas  5  Stäben  gebildetes  ebenes  Viereck  (Fig.  29) 
ein  sechster  Stab  ab  eingefügt  werden,  welcher  die  zu  geringe  Länge 
abi  besitzt,  so  ist  dieser  Stab  vorher  so  anzu- 
spannen, daß  er  sich  um  b^b  verlängert.  In- 
folgedessen aber  wird  er  auf  das  ursprüngliche 
Eachwerk  in  a  und  b  gewisse  Kräfte  ausüben, 
welche  in  den  Stäben  desselben  Spannungen 
hervorrafem 

Damit  man  die  früher  entwickelten  Glei- 
chungen auch  unmittelbar  zur  Berechnung  von  -pig.  29. 
statisch    unbestinunten   Fachwerken    benutzen 

kann,  deren  überzählige  Stäbe  wegen  unrichtiger  Ablängung  mit  Anfangs- 
spannungen eingesetzt  werden  müssen,  stelle  man  sich  vor,  es  seien 
jene  Herstellungsfehler  durch  Abkühlung  beziehungsweise  Envärmung 
der  unrichtig  bearbeiteten  Stäbe  beseitigt  worden  und  zwar  vor  Ein- 
fügung dieser  Stäbe  in  das  Fachwerk.  Die  Länge  ä  eines  Stabes,  dessen 
Temperatur  um  f  zimimmt,  wächst  um  e^'s,  und  es  muß  deshalb  die 

Temperatur  eines  um  os  zu  kurzen  Stabes  um  t'  =  erhöht,  die- 
jenige eines  um  os  zu  langen  Stabes  um  r= —  erniedrigt   werden. 

8* 
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Nach  Einsetzen  sämtlicher  Stäbe  denke  man  die  ursprünglichen 
Stabtemperataren  wieder  hergestellt,  schreibe  also  den  erwärmten  Stäben 
die  Temperaturänderung  ( —  T),  den  abgekühlten  die  Temperaturerhöhung 
(-[- 1')  zu.  Man  erkennt  dann,  daß  man  den  fraglichen  Bearbeitungs- 
Fehlem  Bechnung  trägt,  wenn  man  die  in  die  früheren  Entwickelungen 
eingeführten  Temperaturänderungen  t  für  die  um  ös  zu  langen  oder 

• 

zu  kurzen  Stäbe  um  ^'  =  —    vergrößert   beziehungsweise   verkleinert 

Werden  überzählige  Stäbe  absichtlich  mit  unrichtigen  Längen  ein- 
gesetzt, so  bezeichnet  man  das  Stabgebilde  als  ein  Faehwerk  mit  künst- 
licher Anspannung. 


g.  Ausnahmefalle. 

.»  21.  —  Alle  vorstehenden  Entwickelungen  sind  an  die  Voraussetzung 
gebunden,  daß  es  zulässig  sei,  bei  der  Aufstellung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen die  Formänderung  des  Fachwerks  zu  vernachlässigen;  sie 
gelten  also  nur  für  Stabgebilde,  deren  Knoten  sehr  geringe  Yerschie- 
bungen  erleiden,  und  führen,  auf  Träger  von  ungenügender  Steifigkeit 
(z.  B.  mangelhaft  versteifte  Kettenbrücken)  angewendet,  mitunter  zu 
ganz  unrichtigen  Ergebnissen.  Es  gibt  aber  auch  Fälle,  in  denen  be- 
reits sehr  geringe  elastische  Formänderungen  die  angenäherte  Berech- 
nungsweise unbrauchbar  machen,  und  hierzu  gehören  die  im  ersten 
Bande,  Abschnitt  XIII,  als  Fachwerke  von  unendlich  kleiner  Yerschieb- 

barkeit  bezeichneten  Stabgebilde,  deren 

^ ^ ^ J      Knotenpunkte  sich  selbst  dann  gegen- 

0    J       einander    (wenn    auch    nur    unendlich 

wenig)  verschieben  würden,  wenn  sämt- 
liche Stäbe  und  Stützen  starr  wären. 
Ein  besonders  einfaches  Fachwerk  dieser 
Art  stellt  Fig.  30  dar.  Die  Achsen  der 
beiden  wagerechten  Stäbe  ac  und  bc 
fallen  in  dieselbe  Gerade,  a  und  b  sind 
feste  Auflagergelenke.  Die  um  a  und  b 
mit  den  Halbmessern  s  geschlagenen 
Fig.  30.  Kreise  haben  ein  Bogenelement  gemein, 

innerhalb  dessen  sich  c  frei  bewegen 
kann.  Wird  das  Fachwerk  durch  eine  senkrechte  Last  P  beansprucht, 
und  verschiebt  sich  jedes  der  beiden  Auflagergelenke  um  die  gleiche 
wagerechte  Strecke  5)  so  entstehen  in  den  Stäben  ac  und  bc  gleich 
große  Spannkräfte  S.     Man  erhält: 
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2iS'sm  Aa  =  P; 

s  —  ^        .  Ss 


sinAa  =  Vl  —  cos*Aa;    cosAa  =  — , ;     äs=z——--    also 

L         s^i,EF~+8yA  ' 

und  diese  Gleichung  liefert  im  S  einen  bestinunten  endlichen  Wert, 
welcher  desto  größer  ist,  je  größer  E  und  F  siad.  Werden  die  Wider- 
lager und  die  Stäbe  vollkommen  starr  angenommen,  so  ergibt  sich 
(wegen  5  =  0,  As  =  0,  sin  Aa  =  0)  für  die  Spannkraft  S,  selbst  bei 
sehr  kleiner  Last  P,  der  unrichtige  Wert  äS  =  oc. 

Zu  einem  ähnlichea  Ergebnisse  führt  die  genauere  Berechnung 
des  auf  Seite  460  des  ersten  Bandes  angeführten  Paskalschen  Sechsecks. 
Gleichgewicht  tritt  hier  selbst  bei  starren  Stäben  im  allgemeinen  erst 
nach  einer  gegenseitigen  Verschiebung  der  Knotenpunkte  ein.  Da  diese 
Formänderung  aber  unendlich  klein  ist,  so  darf  bei  Aufstellung  der 
Gleichgewichtsbedingungen  die  ursprüngliche  Gestalt  des  Fachwerks 
beibehalten  werden,  und  es  ergeben  sich  dann  (nach  Band  I,  Ab- 
schnitt Xni)  für  die  Spannkräfte  S  unendlich  große  oder  unbestinmite 
Werte.  Werden  aber  die  elastischen  Verschiebungen  berücksichtigt, 
so  liefern  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  jede  Spannkraft  S  einen 
ganz  bestimmten  endlichen  Wert  Immerhin  ist  es  ratsam,  derartige 
bereits  ausgeführte  Fachwerke  zu  vermeiden,  wegen  der  verhältnis- 
mäßig großen  Anstrengungen,  welche  die  Stäbe  selbst  bei  geringer 
Belastung  erleiden. 


B.  Gesetze  ffir  beliebige  isotrope,  feste  Körper. 

a.  Voraussetzungen  und  Erklärungen.    Gesetz  der  virtuellen  Verschiebungen. 

22.  —  Wir  werden  in  diesem  Buche  außer  Fachwerken  noch.Träger 
untersuchen,  die  aus  irgendwie  miteinander  befestigten  geraden  oder 
krummen  Stäben  zusammengesetzt  sind  und  Stabwerke  genannt  werden 
mögen.  Die  Theorie  derselben  leiten  wir  durch  Entwickelung  einiger 
Gesetze  ein,  welche  für  beliebige  feste  Körper,  die  nur  elastische,  ver- 
schwindend kleine  Formänderungen  erleiden,  gelten. 

23.  —  An  irgendeiner  Stelle  eines  im  Gleichgewichte  befindlichen 
festen  Körpers  denken  wir  uns  ein  xmendlich  kleines  Teilchen  abge- 
grenzt Die  auf  die  Seitenflächen  desselben  wirkenden  Kräfte  sollen 
Flächenkräfte  genannt  imd  insbesondere  als  innere  Kräfte  oder  Ober- 
flächenkräfte  bezeichnet  werden,  je  nachdem  die  durch  sie  beanspruch- 
ten Flächen  im  Innem  des  Körpers  liegen  oder  zur  Oberfläche  gehören; 
außer   ihnen   wird  an  dem  Körperteilchen  im  allgemeinen  noch  eine 
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auf  die  Masse  desselben  wirkende  äußere  Kraft  angreifen,  welche  eine 
Massenkraft  heißt  (z.  B.  die  Erdanziehung,  Ergänzungskräfte  der  rela- 
tiven Bewegung). 

Nehmen  wir  nun  an,  es  erleide  ein  anfänglich  im  Gleichgewichte 
befindlicher  Körper  durch  Hinzutreten  äußerer  Kräfte  und  durch  Tem- 
peraturänderung eine  Umgestaltung.  Dieselbe  hört  auf,  sobald  sich  ein 
neuer  Gleichgewichtszustand  gebildet  hat  und  bestehen  bleibt;  während 
ihrer  Erzeugung  werden  die  Flächenkräfte  des  betrachteten  Körper- 
teilchens eine  bestimmte  Arbeitssumme  verrichten,  und  von  dieser  ist 
besonders  derjenige  Teil  von  Wichtigkeit,  der  nur  von  der  Formänderung 
des  Körperteilchens  abhängig  ist,  der  also  verschwindet,  wenn  sich  das 
Teilchen  bewegt,  ohne  seine  Gestalt  zu  ändern.  Man  nennt  diesen 
Teil  der  Gesamtarbeit  der  Flächenkräfte  die  Farmänderungsarbeit  des 
Körperteilchens;  ihre  Integration  über  den  ganzen  Körper  liefert  die 
Formänderungsarbeit  des  Körpers.  Bei  der  Berechnung  dieser  Arbeit 
ist  zu  beachten,  daß  die  Flächenkräfte,  deren  schließliche  Werte  wir 
ganz  allgemein  mit  R  bezeichnen  wollen,  sich  im  Verlaufe  jener  Um- 
gestaltung ändern. 

Denkt  man  sich  hingegen  die  Flächenkräfte  während  der  ganzen 
Dauer  der  Formänderung  mit  ihren  Endwerten  R  wirkend  und  be- 
stimmt die  von  den  R  geleistete  Formänderungsarbeit  unter  der  Yoraus- 
setzung  einer  toillkürUchen  Formänderung,  die  man  sich  zwar  als  mög- 
lich vorstellen  kann,  die  aber  nicht  von  den  die  Kräfte  R  erzeugenden, 
sondern  von  irgendwelchen  anderen  Ursachen  herrührt,  so  erhält  man 
einen  Ausdruck  dJ,,  welcher  die  virtuelle  Formäfiderufigsarbeit  des 
Körperteilchens  heißt,  während  jene  willkürliche,  mögliche  Umgestaltung 
eine  mrtueUe  Farmänderung  genannt  werden  soll. 

Wir  fassen  jetzt  eine  unendlich  kleine  virtuelle  Formänderung 
eines  im  Gleichgewichte  befindlichen  Körpers  und  insbesondere  die  Be- 
wegung und  Umgestaltung  eines  Körperteilchens  ins  Auge  und  be- 
zeichnen die  virtuelle  Arbeit  der  auf  dieses  Körperteilchen  wirkenden 
Massenkraft  mit  dÄ^^  diejenige  der  Flächenkräfte  mit  dÄf,  Letztere 
Arbeit  besteht  aus  zwei  Teilen;  der  eine,  dA^^  hängt  nur  von  der 
Umgestaltung  des  Körperteilchens  ab,  der  andere,  nämlich  dAf  —  dA^ 
von  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  und  der  Drehung  des 
Körperteilchens  um  diesen  Punkt  Somit  stellt  dA^  -j"  ^4f —  ^-^»  ^^ 
jenige  virtuelle  Arbeit  vor,  welche  sämtliche  auf  das  Körperteilchen 
wirkenden  Kräfte  verrichten,  wenn  dessen  Bewegung  ohne  eine  Form- 
veränderung vor  sich  geht.  Diese  Arbeit  muß  aber  =  Null  sein,  da 
die  Mittelkraft  der  auf  das  Körperteilchen  wirkenden  Kräfte  (des  voraus- 
gesetzten Gleichge>vichtszustandes  wegen)  zu  Anfang  =  Null  ist  und 
auch  wälu-end  der  ganzen  Dauer  der  gedachten  unendlich  kleinen  Be- 
wegung bis  auf  eine  verschwindende  Größe  den  Wert  Null  behält 
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Es  folgt  mithin  dA^'\-äAf  =  dA^  und,  wenn  entsprechende 
Gleichungen  für  sämtliche  Körpeiteilchen  gebildet  und  hierauf  addiert 
werden, 

(37)  A^-^A,  =  A^ 

Da  sich  nun  in  dem  Ausdrucke  Af  die  Arbeiten  der  inneren 
Flächenkräfte  gegenseitig  tilgen,  weil  auf  die  Flächen,  in  denen  aa- 
einander  grenzende  Körperteilchen  zusammenhängen,  bei  gleichen  Ver- 
schiebungen entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  wirken,  so  leuchtet  ein,  daß 
A^  die  virttdelle  Arbeit  der  Oberflächenkräfte,  mithin  Af'\-A^  die  vir- 
tueUe  Arbeit  sämtlicher  äußeren  Kräfte  vorstellt,  und  es  drückt  deshalb 
die  Gleichung  (37)  das  Gesetz  aus: 

Bei  einer  verschwindend  kleinen  virtuellen  Formänderung 
eines  im  Oleichgewichte  befindlichen  Körpers  ist  die  virtuelle 
Arbeit  der  äußeren  Kräfte  gleich  der  virtuellen  Formänderungs- 
Arbeit 

Die  Ableitung  dieses  Satzes  nimmt  an,  daß  alle  anfänglich  sich 
deckenden  Seitenflächen  von  aneinander  grenzenden  Körperteilchen  auch 
während  des  ganzen  Verlaufs  der  Formänderung  sich  decken,  weil  nur 
dann  die  Arbeiten  der  auf  diese  Flächen  wirkenden  Kräfte  sich  auf- 
heben. Besteht  nun  der  betrachtete  Körper  aus  mehreren  einander 
berührenden  Teilen,  von  denen  jeder  einzelne  der  gemachten  Annahme 
entspricht,  und  finden  gegenseitige  Verschiebungen  von  anfänglich  zu- 
sammenliegenden Berührungsflächen  je  zweier  Teile  statt,  so  müssen, 
wenn  das  bewiesene  Gesetz  gelten  soll,  alle  diese  Flächen  zur  Ober- 
fläche gezählt  werden,  d.  h.  es  sind  die  auf  diese  Flächen  wirkenden 
Kräfte,  soweit  sich  ihre  Arbeiten  nicht  tilgen,  zu  den  äußeren  Kräften 
zu  rechnen.  So  sind  z.  B.  bei  aufeinander  reibenden  Teilen  eines  Körpers 
die  an  den  Berührungsstellen  wirkenden  Reibungswiderstände  als  äußere 
Ej'äfte  aufzufassen. 

24.  —  Um  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  A^  abzuleiten,  be- 
ziehen wir  den  Körper  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  und 
denken  an  irgendeiner  Stelle,  aber  innerhalb  eines  Körperteiles,  dessen 
Spannungen  sich  stetig  ändern,  ein  Parallelopipedon  von  den  anfäng- 
lichen E^antenlängen  dx,  dy^  dx  abgegrenzt 

Die  Spannung  in  der  zur  x-Achse  senkrechten,  den  Punkt  (a:,  y,  x) 
enthaltenden  Seitenfläche  dydx  sei  in  die  Seitenspannungen 

c„  parallel  der  x-Achse  und  positiv,  wenn  im  Sinne  von  ( — x)  wirkend, 

"^'Wi  ^^  ?1      V"        79  ??  I*»  71  '7  >'>  77       \         y) 

^**J  V  17       '*^"        ^7  77  ^1  77  77  7^  77        v"""  ^/ 

zerlegt  und  in  gleicher  Weise  mögen  die  Spannungen  in  den  dem 
P^inkte  (iT,  y,  x)  anliegenden  Seitenflächen  dx  dx  und  dx  dy  durch  ihre 
Seitenspannungen 


77 

77 
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gegeben  werden. 
Spannungen. 


'91 


»I» 


Die  a  sind  Zug-  oder  Druckspannungen,  die  t  Schub- 


♦X 


J!/tKdy 


Fig.  31. 

Durch  Multiplikation  dieser  Spannungen  mit  den  entsprechenden 
Eiächeninhalten  gelangt  man  zu  den  Kräften,  welche  jene  Mächen  be- 
anspruchen.    Auf  die  Fläche  dydx  wirken  z.  B.  die  drei  Kräfte: 

c^dydx^     -z^ydydx^    x^,dydx. 
Wird  die  Momentensumme  aller  am  Parallelopipedon  dx  dy  dx  an- 
greifenden Kräfte  in  bezug  auf  die 
^  ^  der  y-Achse  parallele  Schwerachse 

des  Körperteilchens  gleich  Null  ge- 
setzt und  hierbei  davon  abgesehen, 
daß  sich  die  Spannungen  in  gegen- 
überliegenden Seitenflächen  um 
Differentiale  unterscheiden,  weil 
die  Berücksichtigung  dieser  Unter- 
schiede zu  unendlich  kleinen  Größen 
der  vieii;en  Ordnung  führen  würde, 
welche  gegen  die  der  dritten  Ord- 
nung verschwinden,  so  erhält  man 
(mit  Hinweis  auf  Fig.  32,  in  der  die  Projektion  des  Körperteilchens 
auf  die  (xx)-Ebene  dargestellt  ist)  die  Gleichung: 

(y,^dx  dy)  dx  =  (y,,dy  dx)  dx 
und  hieraus  und  aus  ähnlichen  Momentengleichungen  für  die  der  x-Achse 
und  :;{:-Achse  parallelen  Schwerachsen  des  Köi-perteilchens  folgt: 


Fig.  32. 
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weshalb  die  kürzere  Bezeichnung  eingeführt  werden  soll: 

Tj,  —  Ty,  '■  ^awi        '^r  '^m*  ^»m^        "^a  "^  "^zp  '^»«7 

wobei  zu  bemerken  ist,  daß 

T._Ldx;     T,J_rfj^;     T.JLd:t. 
Es  ändere  sich  nun  die  anfängliche  Länge  dx   um  die  Strecke 

Adx  =  a'  (  — o~  )  +  A"  ( —9- )  so  zwar,  daß  sie  die  dem  Punkte  (as,  y,  Jt) 

anliegende  Hache  gegen  den  Massenmittelpunkt  M  im  Sirme  der  ( —  x) 

um  A'  ( -9- )  verschiebt  und  die  gegenüberliegende  Fläche  im  Sinne 

der  (H-x)  um  A"  (— s-J-    Die  auf  jene  Flächen  wirkenden  Kräfte: 

ö^dydx   und  lo;,-\--~^dxjdydx 

liefern  dann  zui*  virtuellen  Formänderungsarbeit  den  Beitrag: 

ö,dy  dx  A'  (j^)  +  (0,  +  ^^  dx)  dy  dx  A"  (  -^) 

und  hierfür  darf  man  nach  Streichung  der  kleinen  Größe  vierter  Ord- 
nimg :  -  -—  dx  dy  dx  A"  f -^  dxj  setzen : 

Q^dy  dx  ^dx  =  o,  — , —  d  V 

worin  dV=dxdy  dx  den  Inhalt  des  Körperteilchens  bedeutet 

Hieraus  und  aus  ähnlichen  Betrachtmigen  folgt:  Ändern  sich  die 
anfänglichen  Längen  dx,  dy^  dx  um  Strecken  Ada:,  Ady,  Adz  und 
bezeichnet  man  die  in  der  Folge  Dehnungen  genannten  Yerlängerungs- 
verhältnisse  mit 

(38)        .,  =  >A-,      ,,  =  ^^,      ,,=  ^<^^ 


dx   '        '         dy   '        '         dx    ' 

so  ist  der  von  den  Spannungen  o„  o,,  a,  abhängige  Teil  der  virtuellen 
Fonnänderungsarbeit  dA^  des  Körperteilchens  (dxdydx)  gleich 

(39)        (a.6,  +  a,e,  +  a,e.)dF: 

Gleichzeitig  mit  den  Dehnungen  entstehen  Winkeländerungen  und 
infolgedessen  leisten  auch  die  Schubkräfte  Arbeit.  Es  sei,  mit  Bezug- 
nahme auf  Fig.  31 

Y,  die  Änderung  des  Winkels  FOZ, 
Tfy    ,,  V  ??  ^^         ZOX^ 

*]f*    *•  *•  ^^         V         -^  ^  *  • 
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Man  nennt  y,,  y,,  y*  ^^  Oleitungen  im  Punkte  x,  y,  ;c;  sie  seiea 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sie  Yerkleinerungen  oder  Vergröße- 
rungen der  Winkel  YOZ^  ZOX^  XOY  vorstellen.  Bei  Berechnung- 
der  infolge  der  Gleitungen  von  den  Schubkräften  verrichteten  virtuellen 
Formänderungsarbeit  darf  man  wieder  die  Spannungsunterschiede  in 
den  einander  gegenüberliegenden  Jlächen  vernachlässigen  und  den 
Punkt  xyz  sji  Stelle  des  Massenmittelpunktes  als  ruhend  annehmen- 

Ändert  sich  der  Winkel  YOZ  um  y,,  so  verschiebt  sich  die 
Fläche  YO'  im  Sinne  OZ  gegen  die  Fläche  OY'  um  Tf.dy,  wobei  die 
in  YO'  und  senkrecht  zu  dx  wirksame  Schubkraft  x,dxdz  die  vir- 
tuelle Arbeit  x^dxdxy^dy  verrichtet,  oder  es  verschiebt  sich  die 
Fläche  ZO'  im  Sinne  OY  gegen  die  Fläche  OZ'  um  die  Strecke  y.dz, 
bei  welcher  Bewegung  die  in  ZO'  und  senkrecht  zu  dx  wirkende 
Schubkraft  z^dxdy  die  Arbeit  x,dxdyy,dx  leistet  In  beiden  Fällen 
wird  die  Arbeit 

T.Tf,  dx  dy  rfx  =  T,Y.  dF 

erhalten,  und  ebenso  ergeben  sich  für  die  den  Gleitungen  y.,  y,  ent- 
sprechenden Arbeiten  die  Ausdrücke  t^y»^^  ^^d  T.y.dF,  so  daß  die 
gesamte  virtuelle  Formänderungsarbeit  der  an  dem  Teilchen  (dx  dy  dx) 
angreifenden  Flächenkräfte  gleich 

dA^  =  (o.s.  +  a,s,  +  0,6.  +  T,Yx  +  t,T»  +  'c.T.)  dT 
ist     Für  den  ganzen  Körper  erhält  man: 

(40)  A,  =  Kö,6,  +  0,6,  +  0.6.  +  T,Y.  +  T,Y,  +  T.Tf.)  dV, 

Bei  unstetigen  Spannungen  muß  der  Körper  in  Teile  zerlegt  werden, 
innerhalb  welcher  alle  Spannungen  stetig  sind.  Die  Werte  Ä^  werden 
für  die  einzelnen  Teile  gesondert  berechnet  und  schließlich  addiert 

Setzt  man  (nach  Nr.  23)  Ä,  gleich  der  virtuellen  Arbeit  der  äußeren 
Kräfte  Q,  so  erhält  man: 

(41)  2  Q^h^  =  Ko,6,  +  <^»e,  -f  0.6.  +  T,Y,  +  T,Y,  +  T.y.)  d F, 

wo  8.,  die  den  Dehnungen  e^,  e,,  e.  und  Gleitungen  7,,  7»?  T*  ®^^ 
sprechende  Verschiebung  des  Angriffspimktes  m  der  KraJEt  Q^  im 
Sinne  von  Q^  bedeutet,  d.  i.  die  Projektion  des  Weges  von  m  auf 
die  Richtung  von  Q^.  Zu  erinnern  ist  daran,  daß  bei  Ableitung 
der  Gleichung  (41)  hinsichtlich  der  äußeren  und  inneren  Kräfte  nur 
die  Erfüllung  der  Gleichgewichtsbedingungen  vorausgesetzt  wurde,  und 
daß  die  Dehnungen,  die  Gleitungen  und  die  ihnen  entsprechenden 
Verschiebungen  8  von  den  Kräften  Q  und  den  Spannungen  0  und  t 
unabhängig  zu  denken  sind  und  von  irgendwelchen  anderen  Ursachen 
herrühren  können. 
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25.  — Wir  setzen  jetzt  fest,  daß  s.,  e^,  c,,  y.,  y,,  y,  die  bei  einer 
gegebenen  Angrif&weise  des  Körpers  entstehenden  tmrklichen  Dehnungen 
und  Gleitungen  sind,  bezeichnen  mit  0,  o,,  o,,  o„  t,,  t,,  t,  die  äußeren 
Kräfte  und  Spannungen  eines  nur  gedachten  Belastungszustandes,  wenden 
auf  den  letzteren  und  auf  den  wirklichen  Formänderungszustand  die 
Gleichung  (41)  an,  und  erhalten  die  Beziehung: 

(42)       2  QJ6^  =J  (a.«,  +  0,^,-}-  o.e.  +  t,y.  +  T^y,  +  t.y.)  d F, 

welche  der  für  das  Pachwerk  abgeleiteten  Gleichung  (13)  gegenüber 
zu  stellen  ist,  und  in  welcher  8^  die  Projektion  des  wirklichen  Weges 
des  Punktes  m  auf  die  gedachte  Ejraft  Q^  bedeutet 

Die  wirklichen  Dehnungen  und  Gleitungen  sollen  hier  nur  für  den 
isotropen  (d.  h.  in  aUen  Punkten  gleich  beschaffenen)  Körper  angegeben 
werden.  Es  wird  ein  spannungsloser  Anfangszustand  angenommen.  Die 
anfangliche  Temperatur  ändere  sich  im  Punkte  (a:,  y,  x)  um  t 

Die  Seite  dx  des  Körperteilchens  (dxdydx)  erleidet,  wenn  die 

Spannung   o,   allein   wirkt,    die  Dehnung  -—z —  =  -^,  während  die 

dx  Hj 

^dx 
Temperataränderung  den  Einfluß  —z —  =  tt  erzeugt  und  infolge  von 

a,  imd  c,  entsteht:  — ^  —  = '^-t^— ,  wobei  —  die  Wertziffer  der 

dx  mJfj  m 

Querdehnung  (abgerundet  ^  für  Eisen  und  Stahl)  bedeutet*)    Das  Zu- 

sanunenwirken  aller  Ursachen  ruft  die  Dehnung  hervor: 

e,  =  -^  —     *   \ri'  4-  6t  und  ebenso  ergibt  sich: 
E  mE      '  ^ 


(43) 


'        E  mE       '      ' 

'       E  mE      '      ' 


während  die  nur  von  den  Schubspannungen  abhängigen  Gleitungen  die 
Werte  annehmen: 

T  T  T 

(44)        Y,  =  —^  ?         Ty  ^^  ~Q  1         '^'^^^  O  ^ 
wobei 

(45)         G=        "^^ 


2  (w?  +  1) 
die  Schub' Elastizitätsxiffer  (auch  Oleitniodul  genannt)  bedeutet**) 

*)  Vergl.  Band  I,  §  12. 

♦*)  Vergl.  u.  a.   Qrashof,   Theorie   der  Elastizität  und  Festigkeit,   2.  Auflage, 
Berün  1878,  Seite  24  und  90. 
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(46) 


b.  Anwendung  der  Gleichung  (42). 

26.  —  Wir  werden  bei  Berechnung  der  Stabwerke  die  Gleichung  (42) 
in  derselben  Weise  benutzen  wie  die  Gleichung  (13)  bei  Untersuchung 
des  Fachwerks.  Zunächst  werden  wir  die  nach  bestimmten  lüchtungen 
wirkenden  Seitenkräfte  C  der  Stützenwiderstände  sowie  die  Spannungen 
a  und  T  als  üneare  Funktionen  der  gegebenen  Lasten  P  und  gewisser 
statisch  nicht  bestimmbarer  Größen  X\  X'\  X!"  ,  .  .  darstellen,  und 
zwar  in  der  Form: 

C=C^—  CX'  —  C'X"  —  C"X'"  — 
<J.  =  a.o  —  <X'  —  cJ'X"  —  crX''  — 

Cg    =    <Jy0    Og     X       ffy       X         <Jy  X  

a.  =  <i.o  -  0-'^'  -  <'."^"  -  crX'"  - 

Ty  =  Ty  Q  Ty  -A    Ty    -<.\.     —  Ty     -A       

.T.=  T.o— -T.  A    T,    A     —  T,     A       

Die  mit  dem  Zeiger  0  behafteten  Werte  sind  Funktionen  ersten  Grades 
der  Lasten  P  und  unabhängig  von  den  Größen  X\  X'\  ....  Die 
Werte  (7,  (7"  .  .  .  ,  ö',  a"  .  .  .  ,  t',  t"  .  .  .  sind  unabhängig  von  den 
Pund  X 

Es  bedeuten: 

C^,  c\  t'  die  Stützenwiderstände  und  Spannungen 

für  den  Zustand  -X'  =  —  1, 
(y\  a\  t"  die  Stützenwiderstände  und  Spannungen 

für  den  Zustaud  X"  =  —  1  u.  s.  w. 

Wird  nim  die  Gleichung  (42)  der  Reihe  nach  auf  die  Belastungs- 
zustände:  X' =  —  1,  X"  =  —  1,  .  .  .  angewendet  und  jedesmal  auf 
den  wirklichen  Verschiebungszustand,  so  ergeben  sich  die  zur  Berech- 
nung der  Größen  X\  X'\  .  .  .  ausreichenden  Bedingungen: 

L'  =  f(ajB,  +  o/e^  +  a/s.  +  t/y,  +  t/y,  +  t/y.) 
(47)      )  r=j{c:'z.  +  a/'s,  +  a/'e.  +  t/'t.  +  t/'t,  +  t/' y.)  d  V 

unter  L\  V  ,  ,  ,  die  den  Zuständen  -X'  =  —  1,  X"  =^  —  1,  .  .  . 
entsprechenden  virtuellen  Arbeiten  der  Auflagerkräfte  verstanden. 

27.  —  Wird  die  durch  bestimmte  Dehnungen  und  Gleitungen 
«.?  6,,  6„  Yxj  T»i  Y«  bedingte  gegenseitige  Yerschiebung  8^  zweier 
Punkte  m  und  m^  des  Körpers  gesucht,  so  bringe  man  in  m  und  mj 
zwei  entgegengesetzt  gleiche,  in  die  Gerade  mw^  fallende  und  von- 
einander weg  gerichtete  Kräfte  FAns  an  (Fig.  9)  imd  steUe  für  diesen 


dV 
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gedachten  Belastungszustand  und  für  den  wirklichen  Verschiebungs- 
zustand die  Gleichung  (42)  auf.    Man  erhält: 

(48)  1  -  8^  +  L  =J  (a.6.  +  o^e^  +  o.s,  +  t, y,  +  t, y^  +  r.Tf,)  d F, 

worin  a,  t  und  C  Spannungen  und  Stützenwiderstände  bedeuten,  welche 
mit  der  Belastungseinheit  des  Punktpaares  w,  w^  im  Gleichgewichte 
sind. 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  alle  die  Au^^ben  behandeln,  welche 
in  Nr.  9,  10,  14  für  das  Fachwerk  gelöst  worden  sind. 


c.  Das  Clapeyronscbe  Gesetz  und  die  Sätze  von  Maxwell  und  Bettl. 

28.  —  Es  wird  vorausgesetzt,  daß  die  äußeren  und  inneren  Kräfte 
allmählich  Yon  Null  aus  wachsen,  daß  also  auch  die  Umgestaltung  des 
Körpers  allmählich  vor  sich  geht,  ohne  daß  Schwingungen  entstehen. 
Für  jede  der  unendlich  kleinen  Formänderungen,  in  welche  sich  die 
ganze  Formänderung  zerlegen  läßt,  gilt  die  Gleichung  (42)  und  es  er- 
gibt sich  daher  die  Beziehung 

(49)     s/  Qdh  =  /jr(ö.de.+a,d6,+a.d6.+T.dY.+T,d'r,+T.dT.)dF, 

wo  Q^  ö„  Oy,  ö,,  T„  Ty,  T,  die  Werte  der  äußeren  Kräfte  imd  Span- 
nungen in  dem  Augenblicke  bedeuten,  in  welchem  die  Verschiebungen 
h  und  di  zunehmen  imd  die  Dehnungen  und  Gleitungen  um  ds„  de,, 
de.,  df.,  dY„  dy.. 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (48)  gibt  die 
mechanische  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  Q  an,  der  Ansdruck  rechts 
die  tmrkiiche  Formänderungsarbeit  A  des  Körpers.  Behält  der  Körper 
in  jedem  Punkte  die  anfängliche  Temperatur,  ist  also  ^  =  0,  so  er- 
gibt sich: 

«xd«,  +  a,dt,  +  9,dt.  -f-  i:,df.  +  T,dY,  +  x.dy, 
+  -Q  [f.dx,  +  x,dz,  +  T.dT,] 


dV 

dV 
Ö 
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und  hierans  durch  Integration: 

(60)    A  =  ^fU.'  +  0/  +  »'* -  ^  («.<»'  +  0.9.  +  ffxff,)] 

+  4-/(^'*  +  V  +  V) 

Nun  gilt  aber  auch  andererseits  die  Gleichung: 
2  P5  =  Key.«.  +  a^e^  +  ö.s,  +  t.y,  +  t^  y»  +  "^.Y.)  c?  ^ 

-/[»■  (•■  -  ^  t--) +-('.-  ^■^) 
.  +••(••- ^4^)] ';+/('■' +v+.')^^ 

und  diese  läßt  sich  leicht  umfonnen  in 

2Qh  =  2A. 

Da  nun,  nach  (50),  S  /  Qdh  =  ^  ist,  so  ergibt  sich: 


1 fQdh = 


2  -g  -- 


und   hieraus  folgt,   daß   das   in  Nr.  8   für   das  Fach  werk  bewiesene 
Clapeyronsche  Oesetx  auch  für  den  isotropen  festen  Körper  gilt 

Aus  der  Gültigkeit  des  Clapeyronschen  Gesetzes  folgt  aber  auch 
ohne  weiteres  diejenige  des  in  Nr.  17  für  den  Fall  ^  =  0  und  L  =  0 
abgeleiteten  Maxwellschen  Lehrsatzes, 

29.  —  Um  den  Maxwellschen  Satz  noch  auf  eine  ähnliche  Weise 
wie  in  Nr.  18  als  besonderen  Fall  des  allgemeineren  Gesetzes  von  BeiH 
herzuleiten,  nehmen  wir  an,  daß  auf  den  Körper  zuerst  beliebige  Be- 
lastungen P^  wirken.  Den  Körper  denken  wir  durch  drei  einander 
rechtwinklig  schneidende  Flächenscharen  in  unendlich  kleine  Teilchen 
zerlegt,  in  deren  Seitenflächen  nur  Normalspannungen  auftreten,  welche 
dann  Hauptspannungen  heißen  und  mit  o^',  o,',  a,'  bezeichnet  werden 
sollen.     Die  entsprechenden  Dehnungen  sind  (wegen  ^  =  0) 


(51) 


die  Gleitungen  sind  =  0. 
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Jetzt  ersetzen  wir  die  Belastungen  P^  durch  andere  Belastungen 
P»,  behalten  aber  die  vorhin  angenommene  Zerlegung  des  Körpers  bei. 
Es  treten  dann  Normalspannungen  Ci\  c^'%  o^"  auf,  und  diese  erzeugen 
Dehnungen: 


(52) 


Außerdem  werden  durch  die  P«  Schubspannungen  t  und  Gleitimgen  y ' 
hervorgerufen. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  {]b^^  den  Weg  irgendeiner  Belastung  P^ 
für  den  Fall,  daß  auf  den  Körper  nur  die  Belastungen  P^  wirken,  nnd 
niit  (8»«,)  den  Weg  irgendeiner  Belastung  P^  infolge  ausschließlicher 
Wirkung  der  P^,  und  wenden  wir  die  Gleichung  (42)  zuerst  an 

auf  den  Belastungszustand  (P^)  imd  den  hiervon  unabhängigen, 
den  Belastungen  P^  entsprechenden  Verschiebungszustand, 
sodann: 

auf  den  Belastungszustand  (P^)  und  den  hiervon  unabhängigen, 
den  P^  entsprechenden  Verschiebungszustand, 
so  erhalten  wir,  da  die  Stützenwiderstände,  der  Voraussetzung  gemäß, 
keine  Arbeit  verrichten,  die  Gleichungen: 

2P.  (8..)  =jic,\"  +  a/6,"  +  03 '63")  dV 

2P.  (8..)  =l(c:\'  +  a,%'  +  a3''c3')  d^^ 

bei  deren  Aufstellung  zu  beachten  ist,  daß  den  Gleitungen  y"  die  Schub- 
spannungen t'  =  0  gegenüberstehen  und  den  Schubspannimgen  t"  die 
Gleitungen  y'  =  0. 

Mit  Hilfe  von  (51)  und  (52)  läßt  sich  nun  leicht  nachweisen,  daß 
ff/,       f    ff   t       f    ff ff    f   ,       ff    t   .      fi    t 

ist,  und  deshalb  auch 

2P^(8^0  =  2P.(8.J. 

Hieraus  aber  folgt,  wie  auf  Seite  34,  als  besonderer  Fiill: 

s     i 
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d.  Die  Castiglianoseben  Säbe. 

30.  —  Setzt  man  in  Gleichung  (41): 

wobei  2P^8^  die  virtuelle  Arbeit  der  Belastungen  P«  und  L  diejenige 
der  Stützenwiderstände  bedeutet,  und  beachtet,  daß  Gleichung  (41)  auch 
für  den  Fall  gilt,  daß  die  8,  e,,  s^,  e,,  t„  t^,  t.,  von  den  Kräften  Q 
unabhängig  sind,  so  findet  man  durch  teilweise  Differentiation  jener 
Gleichung  nach  P^,  bei  unveränderlich  angenommener  Formänderung: 

%   ^^^  —ff     ^^'  ^     1^  J_      1^' 
ö«  +  ^p^-y^^s,  ^p^  +  e,-^-p^i-6.  ^P« 

und  diese  Beziehung  läßt  sich  umformen  in 


wo 


(54)        A,  =  A  +j{c^  +  a,  +  a.)  MV 


und  ^   gleich  der  wirklichen  Formänderungsarbeit  ist     (Siehe  Glei- 
chung 66.) 

Gleichimg  (63)  liefert,  falls  die  Stützenwiderstände  keine  Arbeit 
leisten  und  ^  =  0  ist,  das  zuerst  von  Castigliano  bewiesene  Gesetz: 

(55)        "         ^^ 


Dasselbe  läßt  sich  auch  wie  folgt  ableiten.  Auf  einen  Körper  mögen 
die  Belastungen  P.,  P^,  ....  P^,  ...  .  wirken;  ihre  Wege  seien  8., 
8»,  .  .  .  8«,  .  .  .  (vergl.  Seite  31).    Im  Falle  L  =  0  und  ^  =  0  ist 

K  =  KaPa  +  K.P.-\ 1-8.«^-.  +  --- 

8ft  =  8fc.P.  -f-  hthPh  -\ h  KmPm  H 


8.=  8^.P.  +  8«,P,  +  ...  +  8^^P^  +  ... 

Wächst  P^  um  3P^,  wälirend  die  übrigen  Belastungen  ungeändert 
bleiben,  so  nehmen  8.,  8^,  ...  8«  ...  zu  um 

88.  =  8.^^P«;  38t  =  8t«8P^;  .  .  .  38^  =  8««3P«;  .  .  . 

und  die  Formänderungsarbeit  -4,  welche  ebenso  groß  ist  wie  die  me- 
chanische Arbeit  der  äußeren  Kräfte,  wächst  um 

8^  =  P.88.  +  P,88,  +  --.4-P.88^-f ... 
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Man  erhält 

^^  =  (8..P.  +  8,«P,H (-8_p^  +  ...)ap^, 

wofür  man  (nach  dem  Gesetze:  5^»  =  8«J  auch  schreiben  darf: 

TS  A 

Da  die  Gleichung  (41)  hinsichtlich  der  äußeren  und  inneren  Kräfte 
nur  die  Erfüllung  der  Gleichgewichtsbedingungeu  verlangt,  so  ist  es 
erlaubt,  bei  Anwendung  der  Formohi  (53)  und  (55)  die  statisch  nicht 
bestimmbaren  Größen  X  als  willkürliche  Veränderliche  aufzufassen. 
Differentiiert  man  also  nach  P^,  so  darf  man  nicht  nur  alle  übrigen 
Belastungen,  sondern  auch  sämtliche  X  als  unveränderlich  ansehen. 

Betrachtet  man  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  (welche 
sieh  stets  auf  Kräfte  zurückführen  lassen)  ebenso  wie  die  P  als  un- 
abhängige Veränderliche  der  Gleichimgen  (46),  d.  h.  rechnet  man  die  X 
vorübergehend  zu  den  Belastungen,  so  dürfen  die  Werte  a',  c'\  .  ,  ,  x\ 
t",  ...  als  Differentialquotienten  der  c  und  x  aufgefaßt  werden;  denn 
,(»s  ist 


Die  Gleichungen  (47)  lassen  sich  dann  auf  die  gemeinsame  Form 
bringen 

dx 


(56)         -^.=/(e.|5-  +  e,|-J-  +  e. 


^^'dX^^'dX^^'dxJ^   ' 


wobei  X  irgendeine  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  und  Lx 
die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den  Zustand  X  =  —  1  be- 
deutet Führt  man  für  die  Dehnungen  xmd  Gleitungen  die  durch  (43) 
und  (44)  gegebenen  Werte  ein,  so  gelangt  man  zu  dem  übei*sichtlichen 
Gesetze : 

(57)        |^-L^=0. 

Verrichten  die  Stützenwiderstände  keine  Arbeit  (Lx=  0)  und  findet 
an  keiner  Stelle  des  Körpers  eine  Änderung  der  anfänglichen  Tempe- 
i-atur  statt  {t  =  0),  so  geht  (54)  über  in 

dA 
(58)        ^  =  0 

Mfiller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  4 
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und  diese  Oleichung  sagt  aus: 

daß  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  die  Form- 

änderungsarbeit  Ä,  welche  als  Funktion  der  zuerst  unabhängig 

veränderlich  gedachten  Werte  X  darzustellen  ist,   zu  einem 

Minimum  machen. 

Wendet  man   die  GastigUanoschen  Sätze   auf   das  Fachwerk   an, 

welches  ja  nur  ein  besonderer  Fall  des  eben  untersuchten  Körpers  ist, 

so  hat  man  zu  setzen: 

(59)        J,  =  2  2^^  +  26^5^. 


Literatur  zur  Einleitung. 


Die  Grundlagen  für  die  in  der  Einleitung  vorgetragenen  Untersuchungen  hat 
Clerk  Maxwell  in  der  im  Philosophical  Magazine,  Band  27,  Seite  294  abgedruckten 
Abhandlung:  „On  Vie  ealctUation  of  the  equUibrinm  and  stiffness  of  frames*' 
geschaffen. 

Nach  einer  kurzen  Einleitung  wendet  sich  Maxwell  zur  Lösung  der  Aufgabe: 
Gesucht  ist  die  Änderung  ^  der  Entfernung  £C  zweier  Knotenpunkte  £  und  C  eines 
Fachwerks  infolge  der  Änderung  A«  der  Länge  s  irgendeines  Stabes  A,    Er  bringt 
zwischen  den  Punkten  B  und   C  einen  Zug  P  an,  er- 
mittelt die  im  Stabe  A  hierdurch  hervorgerufene  Spann- 
kraft S  und  betrachtet  das  Fachwerk  als  eine  Maschine, 
an  welcher  die  beiden  Kräfte  P  einen  Widerstand  S  über- 
winden.   Das  CZajpeyrowsche  Gesetz  liefert  die  Arbeits- 
bedingung 

Bedeutet  nun  S'  die  im  Stabe  A  durch  den  Zug  P=  1  erzeugte  Spannkraft,  so  ist 
S=:PS\  und  es  ergibt  sich  aus  (I)  die  Grundgleichung 

(II)        «  =  —  5' As. 
Aus  ihr  folgert  Maxwell  den  Satz: 

Ist  S*  die  Spannkraft  im  Stabe  A  infolge  eitler  Zugeinheit  xteisehen 

den  Punkten  B  und   C,  so  bringt  eine  Dehnung  des  Stabes  A  von  der 

Qr'öße  tkS  =  l  die  Punkte  B  und  C  einander  näher  um  eine  Strecke  S'. 

•         Dieser  Satz  liefert  die  zu  einer  willkürlich  gewählten  Längenänderung  A« 

gehörige  Knotenpunktverschiebung  8.    Werden  sämtliche  Stablängen  um  willkürliche 

Werte  A«  geändert,  so  entsteht 

(in)        8  =  — S6"A5. 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  entwickelt  nun  Maxwell  die  Bedingungen  zur  Be- 
rechnung der  Spannkräfte  in  den  überzähligen  Stäben  eines  statisch  unbestimmten 
Fachwerks.   Die  wichtigsten  Stellen  seiner  Arbeit  mögen  hier  wörtlich  wiedergegeben 
werden: 

Theorem,  If  5'  be  the  tension  of  the  piece  A  due  to  a  tension-unity  between 
the  points  B  and  (7,  then  an  extension-unity  taking  place  in  A  will  bring  B  and  C 
nearer  by  a  dLstance  S\ 

For  let  P  be  the  tension  and  A«  the  extension  of  A,  S  l>e  the  tension  and 
d  the  extension  of  the  line  BC',  then  supposing  all  ihe  other  pieces  inextensible, 
no  work  will  be  done  except  in  stretching  A»,  or 

lpd-f-i-5A*  =  0. 


Bat  S  =  PS\  therefore 
which  was  to  be  proved. 


«  =  — 6"A.v, 
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Problem  I.  A  tension  P«,  is  applied  between  the  points  w,  and  w,  of  a  fi-ame, 
which  is  simply  stiff;  to  find  the  extension  of  the  line  joining  ti,  and  n,,  all  the 
pieces  except  A  being  inextensible,  the  extensibility  of  A  being  p. 

Detemiine  the  tension  in  each  piece  due  to  unit  tension  between  m^  and  m,, 
and  let  S^  be  the  tension  in  A  due  to  this  cause. 

Determine  also  the  tension  in  each  piece  due  to  unit  tension  between  fi,  and 
«,  and  let  «S«  be  the  tension  in  the  piece  A  due  to  this  caase. 

Then  the  actual  tension  oi  A  Sb  P^Sm  and  its  extension  is  PmSmP  and  the 
extension  of  the  line  n^n,  due  to  this  cause  is  '^PmSmSn^  by  the  last  theorem. 

Cor.  If  the  other  pieces  of  the  frame  are  extensible,  the  complete  value  of 
the  extension  in  n^n^  due  to  a  tension  P«  in  m^m^  is 

(IV)        =-P«.XP«.Ä,p, 

where  '^SmSnP  means  the  sum  of  the  products  of  Sm^n?t  which  ai-e  to  be  foiind 
for  each  piece  in  the  same  way,  as  they  were  found  for  A. 
Mit  P«  =  1  entsteht 

iJ»  m  =  —  2  Sm  Sm  P- 

Aus  dem  Ausdnicke  (IV)  folgert  Maxwell  den  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der 
Verschiebungen,  linm=^mn-,  dem  Verfasser  den  Namen  Arad?frc// scher  Satz  beigelegt 
hat,  ein  Benennung,  die  sich  schnell  eingebürgert  hat. 

Die  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  überzähligen  Stäben 
-X^,  A^*,  X^,  .  .  .  .  eines  statisch  unbestimmten  Fachwerks,  an  welchem  zwischen 
irgend  zwei  Punkten  B  und  C  ein  Zug  P  angreift,  entwickelt  MaxweU  wie  folgt: 

Let  iS«,  6*,  iSle,  .  .  .  .  be  the  tensions  in  A  due  to  unit  tension  in  X«,  X^. 
X«,  .  .  .  .;  also  let  X«,  X»,  X«  .  .  .  .  be  the  tensions  of  X«,  X*,  X«  .  .  .  .  and  p«, 
p»,  Pe,  .  .  .  .  their  extensibilities.     Then  the  tensions  in  A 

=  PS   -f-  Aa  o«  -j-  \h  Sh  -f-  Xfl  Se  -j-  .  .  .  .  J 

the  extension  of  A 

£^8=zp{ps'  +  x^Sa  +  x**s6  +  Xc^c  +  ....); 

the  extension  of  X« 

the  extension  of  Xj 

=  —  PS o  «Sft p  —  Xa S jS« Sh^  —  Xi S *Sft * p  —  A«S Sc Sb p  —  ....  =  Xj p^ 

u.  s.  w. 

Hier  haben  wir  die  Anwendung  der  Gleichung  1-8  =  —  ^S' /\8  auf  die  ge-* 
dachten  Belastungszustände  X«=l,  X6  =  l....,  und  die  hiervon  unabhängigen 
wirklichen  Formändei-ungen  8  und  As. 

Stützen verechiebungen  müssen  bei  der  Benutzung  der  (Heichungen  (V)  mit  Hilfe 
von  Auflagerstäben  berücksichtigt  werden,  vergl.  Seite  22.  Die  hiermit  verbundene 
Auffassimg  der  Verschiebungen  von  Knotenpunkten  als  LÄngenänderungen  von  Stäben, 
welche  diese  Stäbe  mit  außerhalb  des  Fachwerks  liegenden  festen  Punkten  verbinden, 
findet  sich  ebenfalls  bereits  bei  Maxwell.    Die  fragliche  Stelle  lautet: 

In  structui*es  acted  on  by  weights,  in  which  we  wish  to  determine  the  deflection 
at  any  point,  we  raay  regard  the  points  of  support  as  the  extremities  of  pieces,  con- 
necting  the  stmctui*e  with  the  (tentre  of  the  earth;  and  if  the  suppoils  are  capable 
of  resisting  a  hoiizontal  thrust,  we  must  supi)0se  them  connected  by  a  piece  of  equi- 
valent  elasticity*).  The  deflection  is  then  the  shoitening  of  a  piece,  extending  from 
the  given  point  to  the  centre  of  the  eairth. 


(V) 


*)  Beisi)iel:  Verbindung  der  Kämpf ergelenke  eines  Zweigelenkbogens  durch  eine 
Zugstange,  deren  Verlängerung  gleich  der  beobachteten  Änderung  A/  der  Stütz- 
weite ist. 
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Die  ersten  praktischen  Anwendungen  der  Maxirellfichen  Gleichungen  (III)  und 
(V)  zur  Berechnung  von  statisch  unbestimmten  Fachwerken  gab  Mohr*);  er  beginnt 
seine  Untersuchungen  mit  der  Berechnung  des  Horizontalschubes  eines  Zweigelenk- 
bogens  und  bestinmit  die  von  der  Längenändening  A«**)  eines  Stabes  Ä  erzeugte 
Änderung  8  der  Stützweite  /  wie  folgt: 

,^an  kann  diese  Bewegung  auch  hervorrufen  durch  einen  Horizontalschub  X 

gegen  die  Auflager,  welcher  in  der  elastischen  Stange  Ä  die  Spannung  5"  X  erzeugt. 

Während  die  Kraft  X  den  Weg  ^  zurücklegt  und  sonach  die  mechanische  Arbeit 

—  Xö  leistet,  wird  die  widerstehende  Spannung  S'X  der  Stange  Ä  auf  dem  Wege 

As  überwunden   und   dadurch  die   mechanische  Arbeit    S'XAs  absorbiert.     Nach 

dem  Prinzip   der   virtuellen  Geschwindigkeit   sind   diese  Arbeiten  gleich  groß  und 

demnach 

—  X«  =  Ä'XAä 
oder 

In  diese  über  alle  Stäbe  ausgedehnte  Maxwellfiche  Grundgleichung  setzt  Mohr 
die  wirklichen  Längenändenmgen  A«  ein  und  erhält  eine  Gleichung  zur  Berechnung 
von  X.***) 

In  seiner  zweiten  Abhandlung  untersucht  Mohr  mit  Hilfe  der  Maxwellschen 
Gleichungen  (V)  das  Balkenfachwerk  mit  überzähligen  Stäben  (mit  Vei-tikalen  und 
zwei  sich  kreuzenden  steifen  Diagonalen  in  jedem  Felde)  und  den  Fachwerkbalken 
auf  mehreren  Stützen.  In  dieser  zweiten  Arbeit  zeigt  Mohr  auch  die  Benutzung 
des  Mctxwelhcheii  Satzes  ^mm  =  Km  zur  Bestimmung  der  Einflußlinie  füi-  die  lotrechte 
Verschiebung  eines  Fachwerkknotens  imd  deren  Verwertung  zur  Ermittlung  der  Ein- 
flaßlinien  für  die  Stützenwiderstände  eines  Balkens  auf  mehreren  Stützen.  In  der 
dritten  Arbeit  (1881)  behandelt  Mohr  den  beiderseits  eingespannten  symmetrischen 
Fachwerkbogen. 

Mohr  verfolgt  auch  den  von  Maxwell  nicht  berücksichtigten  Einfluß  von  Tem- 
peraturänderungen.  Wenn  er  aber  später  —  im  Zivilingenieur,  188öt)  —  die  Trag- 
weite der  Maxwellschen  Arbeit  durch  den  Ausspruch  herabzudrücken  sucht:  Die 
Natur  des  Clapeyronschen  Theorems  gestattet  nicht  ohne  weiteres  j  die  Betrachtung 
auf  die  Bestimmung  der  Ihnperatureinwirkungefi  auszudehnen,  so  stellt  er  damit 
eine  Behauptung  auf,  die  durch  den  klaren  Inhalt  des  Satzes  widerlegt  wird,  den 
Maxwell  aus  seiner  Grundgleichung  I  folgert.    Denn,  sobald  eine  Längenänderung 

*)  Mohr,  Beitrag  xur  Theorie  der  Bogenf ach  werkträger  ^  Zeitschrift  des  Archi- 
tekten- und  Ingenieurvereins  zu  Hannover  1874,  Seite  223. 
— ,  Beitrag  xur  Theorie  des  Fachwerks,  dieselbe  Zeitschrift  1874,  Seite  609, 

und  1875,  Seite  17. 
— ,  Beitrag    xur    Theorie  des   Bogenfachwerks ,    dieselbe   Zeitschrift    1881, 
Seite  243. 
**)  Die  von  Mohr  angewandten  Bezeichnungen  habe  ich  dui-ch  die  in  diesem 
Boche  benutzten  ersetzt. 

***)  Die  aus  dem  Prinzip  der  vii-tuellen  Geschwindigkeiten  folgende  allgemeine 
und  einzige  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  zwischen  den  inneren  und  äußei-en 
Kräften  eines  elastischen  Körpers  hat  bereits  Kavier  benutzt.  Beachtenswert  ist,  daß 
auch  Clapeyron  von  dieser  allgemeinen  Gleichimg  ausgegangen  ist;  die  virtuellen 
Verschiebungen  ersetzte  er  durch  die  wirklichen.  Eine  Anwendimg  des  Chpeyron- 
sehen  Gesetzes  auf  Körper,  welche  sich  in  Prismen  zerlegen  lassen,  die  nur  aii  Zug 
oder  Druck  beansprucht  werden,  findet  man  schon  in  dem  bekannten  Werke: 

Lame,   Le^ons  sur  la   theorie  mathhnatique  et  Velasticite  des  corps  solides, 

Paris  (1852,  1866),  Seite  87. 
t)  Mohr,  Beitrag  xur  Theorie  des  Fachwerks.    Zivilingenieur  1885,  Seite  308. 
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A«  =  1  eine  Knotenpunktverschiebiing  iJ  =  —  6"  verursacht,  wie  dies  Maxwell  klipp 
und  klar  ausspricht,  so  erzeugt  A«  =  e/s  die  Verschiebung  iJ  =  —  S'tts.  "Was 
hätte  wohl  Maxtrell  mit  der  Gleichung  (I)  anfangen  sollen,  wenn  er  für  A«  nur  die 
von  der  Spannkraft  S'  erzeugte  Ijängenändenmg  A«  =  Ä'p  hätte  einsetzen  dürfen. 

Aus  Maxicells  Entwicklungen  geht  vielmehr  deutlich  hervor,  daß  er  die  ^  and 
A«  als  virtuelle  Verrückungen  verwertet;  er  wendet  Gleichung  (II)  auf  Belastungs- 
und Yerschiebungszustände  an,  die  voneinander  ganx  unabhängig  sind,  genau  so, 
wie  dies  —  10  Jahre  später  —  Mohr  getan  hat.*) 

Im  Jahre  1884  veröffentlichte  Krohn  eine  Herleitung  des  Ifaam^/schen  Satzes 
von  der  Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen  (5^»  =  ^m)  und  zeigte  seine  Anwendung 
auf  die  Ermittlung  der  Einflußlinie  für  den  Horizontalschub  eines  Zweigelenk- 
bogens**),  und  1885  gab  der  Verfasser  die  allgemeine  Deutung  der  Einflußlinien  der 
Werte  !S<S'o<S'ap,  ^SoShp^  ....  als  Biegungslinien,  ohne  hierzu  den  Satz  von  der 
Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen  zu  benutzen  und  ohne  hinsichtlich  der  Größen  X 
einschränkende  Voraussetzungen  zu  machen.***)  Sodann  stellte  der  Verfasser  1886+) 
die  allgemeinen  Elastizitätsgleichungen 

auf,  deren  Gültigkeit  nicht  auf  das  Fachwerk  beschränkt  ist,  und  zeigte  deren  An- 
wendung zur  Berechnung  verschiedener  Tragwerke,  die  aus  geraden  und  krummen, 
auf  Biegung  beanspruchten  Stäben  bestehen. 

Neben  den  Mza:t^e//schen  Sätzen  bilden  die  Sätze  von  Castigliano  die  Grund- 
pfeiler, auf  denen  sich  die  gegenwärtige  Theorie  der  statisch  unbestimmten  Konstruk- 
tionen aufgebaut  hat.  Castigliano  ist  in  seinem  hervorragenden  Werke  „Theorie  de 
l'equilibre  des  systemes  elastiques",  Turin  1879,  sogar  einen  wesentlichen  Schritt 
weiter  gegangen  als  Maxwell ,  insofern  er  seine  Untersuchungen  nicht  auf  die  ver- 
hältnismäßig einfache  Theorie  des  Eachwerks  beschränkte,  sondern  auch  die  auf 
Biegung  und  Abscherung  beanspruchten  Ti'agwerke  behandelte.  Den  Einfluß  der 
Temperaturänderungen  hat  er  ebenfalls  bestimmt,  sowohl  beim  Fachwerk  als  auch 
bei  den  biegungsfesten  Trägern.  Die  Wirkung  von  Stützenverschiebungen  läßt  sich 
bei  der  Anwendung  des  Castigliano&chen.  Verfahrens  mit  Hilfe  des  Satzes  von  der 
Abgeleiteten  der  Formänderungsarbeit,  unter  Umständen  mit  Benutzung  von  Stütz- 
stäben leicht  untersuchen.  t+) 

Den  aus  dem  Satze  von  der  Abgeleiteten  der  Formänderungsarbeit  folgenden 
Satz  von  der  kleinsten  Formänderungsarbeit   gab  bereits   früher  Menabrea  in  der 


*)  In  seinen  vor  kurzem  erschienenen  „Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
technischen  Mechanik"  (1906)  wiederholt  Mohr  seinen  oben  wiedergegebenen  Aus- 
spruch über  das  CVapcyrowsche  Theorem  und  bezeichnet  des  Verfassers  gegenteilige 
Behauptimg  als  falsch  und  irreführend.  Verfasser  ist  dieser  und  anderen  Stellen 
der  ifoArschen  „Abhandlungen"  bereits  in  einer  Beilage  zu  seinem  Buche  „Erddruck 
auf  Stützmauern"  entgegengeti-eten  u.  a.  auch  mit  der  oben  wiederholten  wörtlichen 
Wiedergabe  der  wichtigsten  Teile  der  Jfoxt^re/fechen  Arbeit. 

**)  Krohn,  Der  Satx  von  der  Gegenseitigkeit  der  Verschiebutigefi  und  Anwen- 
dung desselben  ^ur  Berechnung  statisch  imbestimmter  Fachwerkträger. 
Zeitschrift  des  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  zu  Hannover  1884.    Seite  269. 

***)  Müller-Breslau,  Beitrag  xur  Theorie  des  Fachucerks,  dieselbe  Zeitschiift 
1886. 

t)  Müller-Breslau,  Die  neueren  Methoden  der  Festigkeitslehre  und  der  Statik 
der  Baukonstruktionen.    Dritte  Auflage  1904. 

tt)  Mehrtens  erklärt  im  lU.  Bande  seiner  „Vorlesungen  über  Statik  der  Bau- 
konstruktionen" 1905,  S.  435:  man  könne  mit  Hilf e  der  Verfahren  von  Maxwell  und 
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Abhandlung:   Nouveau  principe  sur  la  distribution  des  tensions  dans  les  systemes 
elastiqnes,  Comptes  rendus  1868,  I.    S.  1056.*) 

Den  Zusammenhang  zwischen  den  Verfahren  von  Maxwell  und  Oastigliano 
zeigte  der  Yerf asser,  indem  er  die  Maxwellsche  Grundgleichung  8:=  —  ^S'äs  auf 
einen  beliebig  gestalteten  elastischen  Körper  anwendete  und  aus  der  so  erhaltenen 
Gleiohung 


=/(o.'c 


+  ^p'h  +  ^«'t«  +  ^«'y«  +  Vy^  +  f-'Y«)  ^^ 


den  Satz  iJ  =  -— ^  ableitete.**) 

Aufier  den  in  der  vorstehenden  Dai*stellung  genannten  Schriften  führen  wir 
noch  an: 

1.  Fränkel,   Das  Prinxdp  der  Meifisien  Arbeit  der  inneren  Kräfte  elastischer 

Systeme  und  seine  Anwendung  auf  die  Lösung  baustatischer  Aufgaben  (Zeit- 
schrift des  Hannov.  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  1882).  Es  wird  der  Satz  von  der 
Ueinsten  Formändeiiingsarbeit  zuerst  für  das  Fachwerk,  dann  aber  auch  für 
den  isotropen  festen  Körper  bewiesen. 

2.  Castigliano,  Ihtomo  ad  una  proprietä  dei  sistemi  dasticij  Atti  della  Academia 
delle  Scienzi  dl  Torino,  Band  17  (1882)  Seite  706;  enthält  die  erste  allgemeine 
(d.  h.  für  den  beliebig  geformten  isotropen  elastischen  Körper  gültige)  Ent- 
wicldung  des  Maxwellschen  Satzes,  sowie  einen  Bericht  über  das  auf  Seite  34 
und  48  unseres  Buches  abgeleitete  Gesetz  von  Betti.  Letzteres  schließt  den 
Maxwellschen  Satz  als  besonderen  Fall  ein  und  wird  von  Betti  in  der  Form 
gegeben: 

fp{Xu+Yv'+Zw')dS+f(Lu'+Mv'+Nw')ds 

8  9 

=  L  {X'u  +  Tv  +  Z'w)dS+  \(Uu  +  M'v  +  N'w)  ds. 

8  » 

Dabei  bedeuten:  pXdS^  pYdS^  pZdS  die  an  einem  Körpei'teilchen 
dS=^dxdydx  angreifenden,  den  Koordinatenachsen  x,  y,  x  parallelen  Massen- 
kräfte (p  =  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyx),  femer  Lds^  Mds^  Nds  die  auf 
ein  Oberflächenteüchen  ds  wirkenden  ebenfalls  den  Koordinatenachsen  x,  ^,  x 
parallelen  äußeren  Kräfte,  und  u,  p,  w  die  von  allen  diesen  Kräften  her- 
rührenden Verschiebungen  eines  Punktes  (xyx)  im  Sinne  der  05,  y,  *,  während 
t*',  v\  w'  durch  die  Kräfte  pX'dS,  pY'dS,  pZ'dS,  Uds,  M'ds,  N'ds  erzeugt 
werden. 


Castigliano  die  Einwirkungen  der  Temperatur  und  der  Stützlage  nicht  angeben,  und 
68  sei  daher  des  Verfassers  Behauptung,  die  Sätze  von  Maxwell  und  Castigliano 
bilden  die  Grundpfeiler  der  gegenwärtigen  Theorie  der  statisch  unbestimmten  Kon- 
struktionen, unwahr.  Wer  sich  von  der  oberflächlichen  Urteilsweise  des  Herrn 
Äüehrtens  überzeugen  will,  schlage  das  10.  Kapitel  des  ersten  Teiles  des  Castigliano- 
sehen  Werkes  nach.  Die  Überschrift  von  Nr.  6  lautet:  Lehrsatx  über  den  Einfluß 
von  Jhnperaturänderungen,  Verfasser  verweist  noch  auf  die  Beilage  zu  seinem 
Buche  „Erddruck  auf  Stützmauern";  dort  hat  er  sich  etwas  eingehender  mit  Herrn 
Mekrtens  beschäftigt  Auch  ein  Hinweis  auf  den  Schluß  des  §  18  des  vorliegenden 
Buches  dürfte  hier  am  Platze  sein. 

*)  Man  sehe  auch  Comptes  rendus  1884.   Seite  174. 

**)  Müller-Breslau,  Der  Satx  von  der  Abgeleiteten  der  ideellen  Formänderungs- 
arbeit.    Zeitschrift  des  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  zu  Hannover  1884.  Seite  211. 
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3.  S w ai n,  On  ^Ä«  applieatton  of  the  principle  of  virttuü  velociiies  to  tßie  deter- 
mination  of  the  deflection  and  stresses  of  frames.  Journal  of  the  Franklin 
Institute,  1883,  Febr.  bis  April.    Seite  102,  194,  250. 

4.  Melan,  über  den  Einfluß  der  Wärme  auf  elastische  Systeme.  Wochenschrift 
des  Österreich.  Arch.-  u.  Ing.-Yereins  1883.   Seite  183  u.  202. 

6.  Melan,  Beitrag  xur  Berechnung  statisch  unbestimmter  Stabsysteme.  Zeitschrift 
des  Österreich.  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  1884.   Seite  100. 

6.  Weyrauch,  Arbeitsbedingungen  für  statisch  unbestimmte  Systeme.  Wochen- 
blatt für  Arch.  u.  Ing.  1884.   Seite  200. 

7.  Müller-Breslau,  Bedingungsgleichungen  für  statisch  unbestimmte  Körper. 
Wochenblatt  für  Arch.  u.  Ing.  1884. 

8.  Weyrauch,  Theorie  elastischer  Körper.   Leipzig  1884. 

9.  Forchheimer,  Die  Gegenseitigheit  der  Verschiebungen.  Zeitschrift  des  Öster- 
reich. Ing.-  u.  Arch.-Vereins  1886;  gibt  u.  a.  eine  sehr  übersichtliche,  auf  das 
Clapeyronsche  Gesetz  sich  stützende  und  auf  Seite  32  dieses  Buches  wieder- 
gegebene Ableitung  des  Maxwellschen  Satzes. 

10.    Land,   Die  Oegenseitigkeit  elastischer  Formänderungen  u.  s.  w.    Wochenblatt 
für  Baukunde  1887.    Seite  14. 


ERSTE  ABTEILUNO. 

Pormändenrng  ebener  Fachwerke.  —  Untersuchung  der  ebenen, 

statisch  iinbestmimten  Pachwerke. 


I.  Abschnitt. 

Bestimmung  der  Formveränderungen  ebener  Fach- 
werke, mit  Anwendungen  auf  die  Untersuchung 

statisch  unbestimmter  Träger. 

§1. 

Verschiebungspläne  nach  dem  Verfahren  von  Williot. 

31.  —  Ein  statisch  bestimmtes  ebenes  Fachwerk  sei  durch  ge- 
gebene Lasten  beansprucht  und  gegebenen  Temperaturänderungen  aus- 
gesetzt Die  in  den  Stäben  hervorgerufenen  Spannkräfte  S,  welche 
(nach  Seite  6)  von  den  Temperaturänderungen  unabhängig,  sind,  seien 
mit  Hilfe  der  im  ersten  Bande  unseres  Buches  entwickelten  Verfahren 
gefunden,  auch  seien  die  Ändenmgen  As  sämtlicher  Stablängen  s  mittels 
der  Gleichung 

^s=^^+Bts(Yevgl  S.  2) 

berechnet  Gesucht  seien  die  Verschiebungen  der  Knotenpunkte.  — 
So  lautet  die  Aufgabe,  deren  geometrische  Lösung  das  Ziel  unserer 
nächsten  Untersuchungen  ist 

Die  Knotenpunkte  werden  wir  mit  kleinen  Buchstaben,  welche  die. 
SteUe  von  Ordnungszdffem  vertreten,  bezeichnen,  die  Stäbe  hingegen 
mit  arabischen  Ziffern.  Die  Längen  der  Stäbe  1, 2, . . .  seien  =  Sj, «,, . . .; 
für  ihre  Änderungen  ASj,  As,,  . .  .  mögen,  um  übersichtliche  Figuren 
zu  erhalten,  die  kürzeren  Zeichen  AI,  A2,  ...  eingeführt  werden. 

Wir  beginnen  mit  der  Behandlung  des  einfachsten  xmd  wichtigsten, 
fast  aUe  Anwendungen  umfassenden  Falles,  nämlich  mit  der  Unter- 
suchung eines  Fachwerks,  welches  man  in  der  Weise  erzeugen  kann, 
daß  man  zu  einem  Stabdreieck  abc  (Fig.  33)  zwei  neue  Stäbe  fügt, 
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Erste  Abteilung.    Erster  Abschnitt, 


die  in  einem  neuen  Knoten  d  miteinander  verbunden  sind,  hierauf  an 
zwei  beliebige  Knoten  dieses  Stabgebildes  wieder  zwei  neue  Stäbe  mit 

einem  neuen  Knoten  e  anschließt  u.  s.  t  Die 
Bestimmung  der  durch  gegebene  Änderungen 
der  Stablängen  hervorgerufenen  Verschiebungen 
der  Knotenpunkte  eines  derartigen  Fachwerks 
stützt  sich  auf  die  Lösung  der  folgenden  Auf- 
gabe. 

32.  Erste  Hauptaufgabe.  Der  Knotenpunkt 
c  ist  mit  den  Knoten  a  und  b  durch  zwei  Stäbe 
1  und  2  verbunden,  deren  Längen  s^  und  s, 
sich  um  die  gegebenen  Strecken  Al  und  A2  ändern,  während  sich  die 
Punkte  a  imd  b  in  die  neuen  Lagen  a  und  b'  bewegen.  Gesucht  ist 
die  Verschiebung  er/  des  Punktes  c  (der  mit  a  und  b  nicht  in  der- 
selben Geraden  liegen  darf).    Kg.  34  a. 

Um  die  neue  Lage  von  c  durch  Zeichnung  zu  bestimmen,  löse 
man  bei  c  die  Verbindung  beider  Stäbe,  verschiebe  den  Stab  1  parallel 


Fig.  33. 


:^e' 


Fig.  34  a. 


Fig.  34  b. 


mit  sich  selbst  in  die  Lage  a'cj  und  den  Stab  2  parallel  mit  sich 
selbst  in  die  Lage  b'c^.  Hierauf  ändere  man  die  Längen  der  Stäbe 
in  der  vorgeschriebenen  Weise.  Wird  z.  B.  der  Stab  1  gedehnt,  der 
Stab  2  verkürzt,  so  verlängere  man  ac^^  um  c^c^  =  ^1  und  bringe 
von  fe'cj  die  Strecke  c,C4  =  A2  in  Abzug.  Nun  schlage  man  mit  den 
neuen  Stablängen  ac^  und  b'c^  als  Halbmesser  Kreisbögen,  deren 
Mittelpunkte  a'  und  b'  sind.  Der  Sclmittpimkt  c'  jener  Bögen  gibt 
die  gesuchte  neue  Lage  des  Punktes  c  an.  Li  dem  hier  vorausgesetzten 
Falle  verschwindend  kleiner  Verschiebungen  dürfen  die  Kreisbögen  c,  r' 
und  c^c'  durch  die  auf  den  Geraden  a'cj  und  b'e^  errichteten  Lote 
ersetzt  werden. 

Es  empfiehlt  sich  nun,  die  Verschiebung  cc'  in  einer  besonderen 
Mgur  und  in  geköriger  Vergrößerung  darzustellen.    Von  einem  beliebig 
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gewählten  Punkte  0  aus  (welcher  der  Ursprung  oder  der  Pol  genannt 
wird,  Rg.  34b)  trage  man  die  gegebenen  Verschiebungen  Oa  =aa 
und  Ob'  =  bb'  der  Punkte  a  und  b  nach  Größe,  Eichtung  und  Sinn 
auf.  An  die  Polstrahlen  Oa  und  Ob'  füge  man  in  a'  und  6'  die  den 
Stäben  1  und  2  parallelen  Längenänderungen  AI  und  A2  und  errichte 
in  den  Endpunkten  der  letzteren  Lote,  deren  Schnittpunkt  c  dann  die 
verlangte  Verschiebung  des  Punktes  c  bestimmt;  dieselbe  wird  nach 
Größe,  Richtung  und  Sinn  durch  den  Polstrahl  Oc    dargestellt 

Besonders  zu  achten  ist  auf  den  Sinn,  in  welchem  die  Längen- 
änderungen AI  imd  A2  anzutragen  sind.     Man  merke  folgendes: 

Ist   der  Knoten  c  mit  a  dtnch  einen  Stab  1  verbunden, 

ivehher  gedehnt  wird,  so  verschiebt  sich  c  gegen  a  im  Sinne 

aCy  und  es  muß  deshalb  ^1  an  a'  im  Sinne  ac  gefügt  werden. 

Ist  der  Knoten  c  mit  b  durch  einen  Stab  2  verbunden, 

welcher  verkürxt  ivird,  so  verschiebt  sich  c  gegen  b  im  Sinne 

cb,  und  es  muß  deshalb  ^2  an  b'  im  Sinne  cb  angetragen 

werden. 

Durch  wiederholte  Lösung  der  eben  behandelten  Aufgabe  ist  man 

imstande,    die   Verschiebungen    der   Knotenpunkte    einer   gegliederten 

Scheibe  von  der  in  Nr.  31  beschriebenen  Art  für  den  Fall  zu  bestimmen, 

daß    die  Richtungsliuie  eines  Stabes  (der  im  allgemeinen  einem  der 

beiden  Dreiecke  abc  und  aftd,  Hg.  33,  angehören  muß)  ungeändert 

bleibt  und  die  Verschiebung  eines  Punktes  der  Mittellinie  dieses  Stabes 


b   <*ß  j 


'^i 


■ii: 


Fig.  35  a.  Fig.  35  b. 

gleich  Null  ist.  ALs  Beispiel  wählen  wir  das  in  der  Kgur  35  a  dar- 
gestellte Fachwerk  und  setzen  voraus,  daß  der  Punkt  a  und  die  Richtung 
des  Stabes  1  festliegen.  Die  in  der  Figur  mit  dem  Zeichen  (+)  ver- 
sehenen Stäbe  3,  5,  6  mögen  Dehnungen,  alle  übrigen  aber  Verkür- 
zungen erleiden. 
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Punkt  0  in  Kg.  35  b  ist  der  beliebig  angenommene  PoL  Die 
Verschiebung  von  a  ist  gleich  Null,  mithin  fällt  der  Punkt  a  mit  0 
zusammen.  Die  Verschiebung  Ob'  des  Punktes  b  ist  gleich  der  Ver- 
kürzung AI  des  Stabes  1.  Der  Knoten  c  wird  mit  a  durch  den  Stab  2 
und  mit  b  durch  den  Stab  3  verbunden,  er  nähert  sich  a  um  A2  und 
entfernt  sich  von  b  um  A3.  Trägt  man  also  an  a'  im  Sinne  ca  die 
Strecke  A2  ||  2  an  und  an  b'  im  Sinne  bc  die  Strecke  A3  ||  3  und 
errichtet  auf  diesen  Strecken  in  ihren  Endpunkten  Lote,  so  bestimmt 
deren  Schnittpunkt  die  Verschiebung  Oc  des  Punktes  c.  Der  Knoten 
d  ist  mit  a  und  b  durch  4  bezw,  5  verbunden,  seine  Verschiebung 
Od*  erhält  man,  wenn  mau  A4  ||  4  an  a'  im  Sinne  da  anträgt,  ferner 
A5  II  5  an  e'  im  Sinne  cd  und  auf  A4  imd  A5  in  deren  Endpunkten 
Lote  errichtet,  deren  Schnittpunkt  der  Punkt  d'  ist.  Auf  dieselbe 
Weise  wird  Punkt  e    bestimmt. 

Die  Mgur  35b,  deren  Polstrahlen  06',  Oc\  ....  nach  Größe, 
Richtung  und  Sinn  die  Verschiebungen  der  Knoten  6,  c,  .  .  .  .  dar- 
stellen, nennen  wir  den  Verschiebungsplan  des  Fachwerks  abcde  oder 
auch  —  nach  dem  Erfinder  des  vorstehenden  Verfahrens  —  einen 
Williotschen  Verschiebungsplan. 

33.  Züsammensetzimg  der  VersoMebimgen  infolge  von  zwei  ge- 
tarennt  betrachteten,  versehwindend  kleinen  Bewegungen.  —  Bewegung 
einer  starren  Soheibe.  Will  man  die  Pormveränderung  einer  irgendwie 
gestützten,  gegliederten  Scheibe,  die  aber  äußerlich  statisch  bestimmt 
sein  möge,  untersuchen,  so  nehme  man  zuerst  die  Eichtung  eines  Stabes 
und  einen  Punkt  der  Achse  dieses  Stabes  als  festliegend  an,  zeichne 
den  Verschiebungsplan  auf  die  vorhin  beschriebene  Weise,  und  erteile 

liierauf  der  Scheibe  —  die  jetzt  als  starr  anzusehen 
ist  —  eine  Bewegung,  durch  welche  die  wirklichen 
Auflagerbedingungen  erfüllt  werden.  Den  Weg,  den 
irgendein  Knotenpimkt  m  infolge  dieser  zweiten 
Bewegung  zurücklegt,  stelle  man  durch  einen  Pol- 
strahl w"0  (Fig.  36)  dar,  der  nach  dem  Pole  hin- 
zeigt, weil  hierdurch  die  Zusammensetzung  dieser 
Verschiebung  mit  der  zuerst  gefundenen  elastischen 
Fig.  36.  Verschiebung  Om'  erleichtert  wird.    Denn  es  gibt 

nim  die  Strecke  m'm  nach  Größe,  Richtung  imd 
Sinn  den  Weg  des  Knotens  m  für  den  Fall  an,  daß  die  beiden  getrennt 
'betrachteten  Bewegimgen  gleichzeitig  erfolgen. 

Die  Verschiebungen  der  Punkte  einer  starren  Scheibe  erhält  man 
unmittelbar  durch  Anwendung  des  Satzes,  daß  sich  jede  verschwindend 
kleine  Bewegung  eüier  starren  Figur  auf  eine  Drehbewegung  um  einen 
festen  Punkt  5ß   zurückführen   läßt.     Stellen   nämlich  die  Polstrahlen 
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a"0.  h"0^  c"0^  .  .  .  (Rg.  37)  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  die 
Verschiebungen  der  Knoten  a,  6,  c,  .  .  .  dar,  so  muß  sein 

(I)         a'0±aSß',     b''0±bSß;     c"0 ±c^',  ,  .  .  .  ; 


denn  die  Bichtung  der  Yerschiebung  eines  jeden  Punktes  einer  starren 
Figur  ist  rechtwinklig  zu  den  Geraden,  welche  diesen  Punkt  mit  dem 
augenblicklichen  Drehpunkte  verbindet,  und  weiter  ergibt  sich 

(n)         ä^:rÖ":c"Ö: =^:6^:J^": ; 

weil  sich  die  Yerschiebungen  der  Punkte  a,  6,  c, ...  zu  einander  ver- 
halten wie  die  entsprechenden  -Geschwindigkeiten  und  die  letzteren  wie 
die  Entfernungen  der  Punkte  vom  Drehpol  5ß. 

Aus  den  Beziehungen  (I)  und  (II)  folgt  aber: 

1.  Verbindet  man  die  Punkte  a\  b'\  ,  .  .  des  Verscfde- 
bungsplanes  so  durch  gerade  Linien,  daß  jedem  Fachwerk- 
Stabe  ik  eine  Oerade  i'k"  entspricht,  so  bilden  diese  Oeraden 
eine  Figur,  tvelche  der  sich  bewegenden  starren  Scheibe  ähn- 
lich ist, 

2.  Die  Verbindungsgerade  zweier  beliebiger  Punkte  m,  n 
der  Scheibe  ist  rechtvrinklig  zu  der  Verbindungsgeraden  der 
entsprechenden  Punkte  m",  n\  (Es  ist  beispielsweise  in 
Fig.  37:  a'b" ±ab;  a"e''  ±ae.) 

Hat  man  also  mit  Hilfe  der  Auflagerbedingungen  zwei  Punkte  der 
Kgur  a"b"c'  .  .  .  bestimmt,  so  ist  man  imstande,  diese  Kgur  zu 
zeichnen. 

Es  sei  noch  hervorgehoben,  daß  sich  die  vorstehenden  Ergebnisse  anch  aus 
den  in  Nr.  32  entwickelten  Gesetzen  ableiten  lassen.  Werden  beispielsweise  die 
Änderungen  AÖ,  A6,  A7  der  Seiten  des  Stabdreiecks  cdt  in  Fig.  35a  gleich  Null 
angenommen,  so  entspricht  diesem  Dreieck  in  der  Fig.  35b  ein  ähnliches  Dreieck 
e'd'e\  dessen  Seiten  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  cde 
sind.  Auch  aus  Fig.  34  folgt  ohne  weiteres,  daß  der  Yerbindungsgeraden  zweier 
starr  miteinander  verbundenen  Punkte  a  und  c  (wegen  A 1  =  0)  im  Verschiebungs- 
pläne eine  zu  ae  rechtwinklige  Gerade  a'e'  entspricht. 
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34.   Faobwerkträger  mit  einem  festen  und   einem  bewegliehen 
Anflagergelenk.    Gesucht  ist  der  Verschiebimgsplan  des  in  der  Fig.  38  a 

dargestellten  Trägers,  der  bei  a  ein 
festes  und  bei  g  ein  auf  schräger  Bahn 
geführtes  Auflagergelenk  besitzt.  Die 
mit  dem  Zeichen  (+)  vei-sehenen  Stäbe 
mögen  Verlängerungen  erleiden. 

Wird  zuerst  die  Richtung  des 
Stabes  1  als  festliegend  vorausgesetzt, 
so  lassen  sich  die  von  den  gegebenen 
Änderungen  der  Stablängen  herrühren- 
den elastischen  Yerechiebungen  Ob\ 
Oc\  .  .  .  Og  der  Knotenpunkte  6, 
c^  .  .  .  g  auf  die  in  Nr.  32  beschrie- 
bene Weise  bestimmen.  Dieselben 
müssen  noch  mit  denjenigen  Ver- 
schiebungen 6"0,  c'O^  .  .  .  g"0  zu- 
sammengesetzt werden,  welche  die 
Knotenpunkte  erfahren,  wenn  das  starre 
Fachwerk  so  \mi  a  gedreht  wird,  daß 
sich  für  den  auf  einer  festen  Geraden 
geführten  Punkt  g  eine  Gesamtver- 
schiebung 5f"5r'  ergibt,  welche  zu  dieser 
Geraden  parallel  ist  Die  von  den 
Punkten  a\  b'\  c",  ...  5^"  gebildete, 
der  Figur  abcdefg  ähnliche  Figur 
a'b"c  d"e"f'g"  ist  denmach  durch 
die  Bedingungen  bestimmt,  daß  a"  mit 
a  zusammenfallen  muß,  weil  a  ruht, 
und  daß  femer  a"g"  J_  ag  und  g'^g"^ 
parallel  zur  Bahn  des  Auflagergelenkes 
g  sein  muß.  Die  (in  der  Fig.  nicht 
ausgezogenen)  Strecken  b"b'\  c'c\ 
•  •  •  Q'q"  stellen  nach  Größe,  Rich- 
tung und  Sinn  die  gesuchtc^n  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  fe, 
c^  .  .  .  g  dar. 

Meistens  ist  es  zweckmäßig,  zuerst  einen  Knotenpunkt  in  der  Nähe 
der  Trägermitte  imd  einen  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Stab  fest- 
zuhalten, weil  sich  nach  dem  in  Fig.  38  befolgten  Verfahren  für  die 
vom  festen  Auflager  entfernter  liegenden  Knotenpunkte  zuweilen  sehr 
große  elastische  Verschiebungen  ergeben.  Als  zweites  Beispiel  ist  dos- 
halb in  Fig.  39  der  Verschiebungsplan  eines  einfachen  Fachwerkbalkens 
vorgeführt  worden.     Zuerst  wurde  der  Knoten  a  imd  die  Richtung  des 


Kg.  38. 
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Stabes  1  festgehalten,  und  die  Lage  der  Punkte  b\  c;  ....  A'  er- 
mittelt, wobei,  der  Deutlichkeit  der  Rgur  wegen,  die  Zeichen  AI,  A2, . . . 
durch  die  bloßen  Ziffern  1,  2, .  . .  ersetzt  worden  sind.  Hierauf  wurde 
die  der  Rgur  %adecfe/"  ähnüche  Rgur  K'g'a  d"  e'e*h"f  mit  Hilfe 
der  Bedingungen  bestimmt,  daß 

erstens  A"  mit  K  zusammenfallen  muß,  weil  die  Verschiebung 
von  A  gleich  Null  ist, 

zweitens  e'  e  wagerecht  sein  muß,  weil  sich  e  auf  einer  Wage- 
rechten bewegt, 

drittens  h" e' \_he  sein  muß. 


Fig.  39. 


Damit  sind  die  Yei-schiebungen  h"b\  c"c\  .  .  .  der  Knotenpunkte 
6,  c,  .  .  .  gegeben. 

Projiziert  man  die  Punkte  h%  g\  a\  d\  e  in  h^,  g^,  a^,  d^,  e^ 
auf  die  Senkrechten  durch  die  entsprechenden  Knotenpunktie  h,  g,  a,  d,  e 
und  verbindet  Äq  und  e^  durch  eine  Gerade,  welche  jene  Senkrechten 
in  g"\  a"\  d'"  schneiden  mögen,  so  geben  die  Strecken  g'"g^^  a"(ioj 
d"'dQ  an,  um  wieviel  sich  die  Knotenpunkte  ^r,  o,  rf  in  senkrechter 
Bichtimg  verschieben.  Man  nennt  diese  Projektionen  der  Gesamtver- 
schiebungen auch  Durchbiegungen  und  beispielsweise  g^'g^  die  senk- 
rechte Durchbiegung  des  Fachwerks  an  der  Stelle  g, 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  5 


66 


Erste  Abteilaug.   Erster  Abschnitt. 


Das  Polygon  h^goaQdQeQ  heißt  Biegungspolygon  oder  Biegungs- 
Knie  der  unteren  Gurtung  und  die  Gerade  Äq  ^o  ^®  SMußUme,  Wird 
nur  das  Polygon  h^g^a^d^eQ  verlangt  (was  häufig  der  Fall  ist),  so 
braucht  in  dem  hier  vorliegenden  nichtigen  Falle  eines  Trägers  mit 
wagereehter  Auflagerbahn  die  Figur  }i'g"a" d"e"c"b"f'  nicht  ge- 
zeichnet zu  werden. 

35.  Gerbersoher  Faohwerkbalken.  Es  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 1.  Die  Koppelträger  cd  und  gh  werden  gelenkartig  mit  den 
gestützten  Teilen  verbunden.  2.  Jeder  Koppelträger  wird  (wie  ein  ein- 
facher Balken)  an  dem  einen  Ende  mit  einem  festen,  an  dem  anderen 
mit  einem  beweglichen  Äuflagergelenke  versehen.  Im  ersten  Falle  darf 
auf  den  Pfeilern  nur  ein  festes  Lager  angeordnet  werden;  alle  übrigen 
Lager  müssen  beweglich  sein.  Im  zweiten  Falle  erhält  jeder  der  ge- 
stützten Teile  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auflagergelenk.  (VergL 
Band  I,  Abschnitt  X,  §  41.) 


^c' 


•■0d 


9^ 

JT 


V 


Fig.  40. 


Ein  Beispiel  für  die  erste  Afwrdnung  zeigt  die  Fig.  40.  Die 
Koppelträger  II  und  IV  sind  mit  den  gestützten  Teilen  I  und  /// 
durch  die  Gelenke  c,  d,  g  verbunden.  Das  Auflagergelenk  a  ist  fest, 
während  sich  die  Auflagergelenke  6,  e^  /",  h  auf  wagerechten  Bahnen 
bewegen  können.  Die  Dai>;tellung  der  durch  gegebene  Ändeiimgen 
der  Stablängen  bedingten  Yerschiebungen  der  Knotenpunkte  erfolgt 
zweckmäßig  in  vier  geü'ennten  Figuren,  entsprechend  den  vier  Scheiben 
J,  //,  ZZ7,  IV,  Zuerst  nehme  man  von  jeder  Scheibe  einen  beüebigen 
Punkt  und  die  Richtung  chies  durch  diesen  Pimkt  gehenden  Stabes 


•^  ^^ 


^« 
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als  festliegend  an,  bestimme  die  elastischen  Verschiebungen  der  Knoten- 
punkte auf  die  in  Nr.  32  angegebene  Weise  und  erteile  hierauf  den 
nunmehr  als  starre  Gebilde  anzusehenden  Scheiben  Bewegungen,  durch 
welche  die  Auflagerbedingungen  erfüllt  werden  und  der  Zusammenhang 
der  Scheiben  in  den  Punkten  c,  d,  g  wiederhergestellt  wii-d.  Der 
erste  Teil  dieser  Untersuchung  —  die  Bestimmung  des  irgendeinem 
Knoten  m  entsprechenden  Punktes  m'  —  ist  bereits  durch  mehrere 
Beispiele  erläutert  worden,  und  es  sind  deshalb  in  die  Fig.  40  nur  die 
wichtigsten  dieser  Punkte  eingetragen  >vorden,  nämlich: 

die  Punkte  c\  d'  des  Verschiebungsplanes  für  die  Scheibe  i/, 

^  ?  ^  w    ?  //     ?^  7?  7^        r>  ??        -'-'■*? 

9  'i     "'  '7  77     .  7^  77  77  -^  ''^• 

Der  Verschiebungsplan  für  die  Scheibe  I  wui-de  überhaupt  fort- 
gelassen, da  dieses  Trägerstück  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auflager- 
gelenk besitzt,  mithin  ganz  nach  Xr.  34  behandelt  werden  kann.  Es 
bleibt  jetzt  nur  noch  zu  erläutern,  wie  die  den  Figuren  c/d,  defg^  gkh 
ähnlichen  Kguren  c'i"d'\  d"e'f"g\  g"k"h"  zu  bestimmen  sind. 

Der  Punkt  c"  des  Planes  II  ist  durch  die  dem  Plane  /  zu  ent- 
nehmende Vei'schiebung  c'c  des  Gelenkes  c  gegeben;  von  d"  ist  vor- 
läufig nur  bekannt,  daß  c"fl?"J_cd  sein  muß.  Im  Plane  ///  liegt  e" 
auf  der  Wagerechten  durch  e\  und  f  auf  der  Wagerechten  durch  /", 
weil  sich  die  Auflagergelenke  e  imd  f  auf  wagerechten  Bahnen  bewegen. 
Bedeuten  u\'  und  w^'  die  in  senkrechter  Richtung  gemessenen  Ab- 
stände der  Punkte  d"und  e\  beziehungsweise  f"und  /"",  femer  u\^  iv^ 
die  in  wagerechter  Richtung  gemessenen  Entfernungen  der  entsprechen- 
den Punkte  d,  e,  /",  so  verhält  sich 


u\  :  w^  =  w^ :  u\ 


IC 

und  mittels  dieser  Beziehung  läßt  sich  w^=-w^  -^    bestimmen  und 


w^ 


damit  auch  die  Lage  der  in  Mg.  40  strichpunktierten  Wagerechten,  auf 
welcher  der  Pmikt  d"  liegen .  muß.  Diesen  Punkt  selbst  aber  findet 
man,  indem  man  c'd'  aus  dem  Plane  II  in  den  Plan  III  überträgt 
und  c'd"  I  cd  zieht  Ist  noch  mit  Hilfe  der  Geraden  d"e"J_de  der 
Punkt  e"  ermittelt  worden,  so  sind  zwei  Punkte  der  Figur  d"e"f"g" 
bekannt  und  damit  ist  diese  Figur  vollständig  bestimmt  Nun  über- 
trägt man  d'd"  aus  III  in  den  Plan  //  und  zeichnet  die  Figur  c'i'd'\ 
macht  hierauf  in  /r  die  Strecke  g'g''  gleich  und  parallel  der  ebenso 
bezeichneten  Strecke  des  Planes  III^  zieht  g"h"_\_gh  bis  zur  Wage- 
rechten durch  h'  imd  erhält  auf  diese  Weise  zwei  Punkte  der  lummehr 
bestimmten  Figur  g"k"h'\ 

Ein  Beispiel  für  die  zweite  Anordnung  ist  in  der  Fig.  41  dar- 
gestellt worden.  Bei  a  und  g  wird  der  Träger  durch  feste,  bei  b  und  f 
durch  bewegliche  Auflagergelenke  (letztere  mit  wagerechten  Bahnen) 
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unterstützt  Der  Koppelträger  II  ist  bei  c  durch  eia  Gelenk  mit  I  ver- 
bunden und  erhält  bei  d  ein  wagerechtes  Gleitlager.  Die  Yerschiebungs- 
pläne  für  die  Scheiben  /  und  ///  werden  nach  Nr.  34  gezeichnet. 
Von  der  Scheibe  //  nehme  man  zuerst  wieder  einen  beliebigen  Punkt 
und  die  Richtung  eines  durch  diesen  Punkt  gehenden  Stabes  als  fest- 
liegend an,  und  erteUe  hierauf  dieser  Scheibe  eine  Bewegung,  durch 
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welche  bei  c  der  Zusammenhang  der  Scheiben  /  und  //  wiederher- 
gestellt und  der  Bedingung  genügt  wird,  daß  die  senkrechten  Pro- 
jektionen der  Yerschiebimgen  der  Punkte  d  und  e  gleich  groß  werden. 
Hiernach  findet  man  die  der  Figur  cUd  ähnliche  Mgur  c"k"d"  auf  die 
folgende  Weise.  Man  macht  die  Strecke  c'c  nach  Größe,  Richtung 
und  Sinn  gleich  dem  durch  den  Yerschiebungsplan  für  die  Scheibe  I 
gegebenen  Wege  des  Knotens  c  und  die  Strecke  e"d'  gleich  der  aus 
dem  Plane  für  die  Scheibe  III  zu  entnehmenden  Yei*schiebung  des 
Punktes  e.  Hierauf  zieht  man  c"d"  ^cd  bis  zur  Wagerechten  durch  e" 
und  erhält  in  der  Strecke  d"d'  nacli  Größe,  Richtung  und  Sinn  die 
Verschiebung  von  d.  Die  Figur  c'k"d"  ist  durch  die  beiden  Punkte 
c"  und  d"  vollständig  bestimmt 

36.  Bogenträger  mit  drei  Gelenken.  Die  beiden  gegliederten 
Scheiben  /  und  77,  welche  bei  a  und  h  feste  Auflagergelenke  besitzen 
und  bei  c  durch  ein  Gelenk  miteinander  verbunden  siad,  werden  zuerst 
getrennt  untersucht,  wobei  von  jeder  Scheibe  ein  beliebiger  Punkt  und 
die  Richtung  eines  durch  diesen  Punkt  gehenden  Stabes  als  festliegend 
angesehen  werden.  Hierauf  werden  den  als  starr  anzusehenden  Scheiben 
Bewegungen  ei'teilt,  welche  die  Auflagerbedingungen  befriedigen  und 
den  Zusammenhang  der  Scheiben  bei  e  wiederhei-stellen.  Fig.  42  gibt 
nur  die  Lage  der  den  Gelenken  a,  6,  c  entsprechenden  Punkte  a\  h\  c 
der  beiden  Verschiebungspläne  7  und  77  an;  die  den  übrigen  Knoten  w 
entsprechenden  Punkte  m  wurden  fortgelassen.  Zur  Bestimmung  der 
den  Figui'en  acd  und  bce  ähnlichen  Figuren  a'e"d"  und  b"c"e"  stehen 
die  folgenden  Bedingungen  zur  Verfügung: 
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1.  Die  Verschiebung  a  a    von  a  ist  gleich.  Null;   mithin  muß 
a"  mit  a  zusammenfallen. 

2.  Aus  gleichem  Grunde  muß  6"  mit  b'  zusammenfallen. 

3.  Im   Plane    /   muß    sein:    a'c"J_ac    und    im   Plane    II: 
b"c'±bc. 

4.  Die  Pläne  /  und  //  müssen  für  die  Verschiebung  von  c 
denselben  Wert  c"c'  Hefem. 

Man  lege  nun  im  Plane  /  durch  a  eine  zu  ac  rechtwinklige  Ge- 
rade, ziehe  durch  c'  zu  ac  eine  Parallele,  welche  jene  Gerade  in  k 
schneidet  und  bestimme  auf  diese  Weise  die  Projektion  kc'  der  Ver- 
schiebung c"c'  auf  die  Richtung 

ac.    Diese  Projektion  übertrage      4^ r, .^^ n ^i ^ ^c 

man  in  den  Plan  //,  errichte 
hier  in  k  auf  c'k  ein  Lot  und 
bestimme  dessen  Schnittpunkt  c" 
mit  der  durch  b"  rechtwinklig 
zu  bc  gezogenen  Geraden  6"c". 
Jetzt  ist  die  Figur  b'W  ge- 
geben, da  zwei  Punkte  derselben 
bekannt  sind,  überträgt  man 
noch  kc"  aus  dem  Plane  //  in 
den  Plan  7,  so  kennt  man  auch 
zwei  Punkte  (a"  und  c")  der 
Rgur  a"e'd'\  kann  also  auch 
diese  Figur  zeichnen.  Auch  läßt 
sich  im  Plane  //  die  Projektion 
ic  von  c"c  auf  die  Sichtung  bc 

finden  und  in  den  Plan  I  übeiiragen,  worauf  dann  c"  mittels  c"i  J_  ci 
bestimmt  werden  kaon. 

37.  —  Dem  in  Nr.  31  beschriebenen  und  als  Pachwerk  eiofachster 
Art  bezeichneten  Stabgebilde  läßt  sich  ein  sehr  wichtiges  Scheiben- 
gebilde von  ähnlicher  Entstehimgsweise  an  die  Seite  stellen.  Man 
erhält  dasselbe,  indem  man  drei  gegliederte  Scheiben  J,  //,  III  durch 
drei  Gelenke  jf^,  ^r,,  g^  zu  einem  Scheibendreieck  vereinigt  (Fig.  43), 
an  dieses  zwei  weitere  Scheiben  IV  und  F,  die  in  einem  Gelenke  g^ 
aneinanderhängen,  mittels  zweier  Gelenke  g^  und  g^  anschließt,  in  der- 
selben Weise  zwei  neue  Scheiben  VI  und  VII  hinzufügt  und  so  fortfährt 
Sind  sämtliche  Scheiben  Fachwerke  von  der  in  Nr.  31  angegebenen 
Art,  so  ist  es  möglich,  den  Verschiebungsplan  des  Gebildes  durch 
wiederholte  Lösung  der  in  Nr.  32  behandelten  Aufgabe  zunächst  unter 
der  Voraussetzung  zu  erhalten,  daß  nur  die  Richtung  eines  Stabes 
(der  im  allgemeinen  dem  Scheibendreiecke  III III  angehören  muß) 
und    ein  Punkt   in  der  Achse   dieses  Stabes   festliegen,   und   hierauf 


ö^fc 


Fig.  42. 
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können  dann  mit  Hilfe  von  Nr.  33  auch  solche  Fälle  erledigt  werden, 
in  denen  das  Gebilde  in  anderer,  aber  ebenfalls  statisch  bestimmter 
Weise  gestützt  wird. 

Soll  z.  B.  das  in  Kg.  43  dargestellte  Fachwerk  untersucht  werden, 
und  gehört  der  Stab,  dessen  Bichtungslinie  zunächst  festgehalten  wird, 


Fig.  43. 


%.  44. 


der  Scheibe  /  an,  so  denke  man  die  übrigen  Scheiben  auf  die  in  der 
Fig.  44  angegebene  Weise  durch  Stäbe  ersetzt  und  schreibe  diesen 
Stäben  Längenänderungen  zu,  welche  mit  den  wirklichen  gegenseitigen 
Verschiebungen  ihrer  Endpunkte  übereinstimmen,  so  daß  z.  B.  die 
Längenänderung  des  gedachten  Stabes  g^g^  gleich  der  gegenseitigen 
Verschiebung  des  der  Scheibe  II  angehörenden  Punktpaares  g^^  g^  ist 
Es  liegt  jetzt  ein  Fachwerk  von  der  in  Nr.  31  beschriebenen  Art  vor; 
man  ist  imstande,   der  Reihe  nach  die  Verschiebungen  der  Gelenke 

ÄJ  SIa^  95^  96^  97J  9ai  99i  9io^  9ii^  9i2  anzugeben,  und  hierauf  mit  Hilfe 
von  Nr.  33  die  wirklichen  Auflagerbedingungen  zu  befriedigen.  TTm 
den  zweiten  Teil  dieser  Au^be  lösen  zu  können,  müssen  die  Stütz- 
punkte in  passender  Weise  mit  den  Gelenken  durch  Stäbe  verbunden 
gedacht  werden.  Besitzt  z.  B.  das  Scheibengebilde  zwei  Auflagergelenke 
a  und  b  (von  denen  das  eine  fest,  das  andere  beweglich  sein  muß),  so 
sind  noch  die  Stäbe  ag^^^  ^9ift  %io?  ^9ii  hiozuzufügen. 

Der  auf  dem  angegebenen  Wege  erhaltene  Verschiebungsplan  soU 
kurz  der  Plan  I  heißen;  er  enthält  die  den  wirklichen  Auflager- 
bedingungen entsprechenden  Verschiebungen  m'm  sämtlicher  Knoten- 
punkte m  der  Scheibe  /,  die  Verschiebungen  g"g'  sämtlicher  Mittel- 
gelenke g  imd  die  Verschiebung  des  beweglichen  Auflagergelenks. 

Um  nun  die  zur  Anfertigung  des  Planes  /  erforderlichen  Längen- 
änderungen der  gedachten  Stäbe  zu  erhalten,  muß  im  allgemeinen  für 
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jede  einzelne  Scheibe  ein  besonderer  Verschiebungsplan  unter  der  Vor- 
aussetzung gezeichnet  werden,  daß  die  Richtung  eines  Stabes  der  frag- 
lichen Scheibe  und  ein  Punkt  in  der  Achse  dieses  Stabes  festliegen. 
Kg.  45  stellt  einen  Teil  des  auf  diese  Weise  für  die  Scheibe  ///  er- 
haltenen Planes  (kurz  Plan  III  genannt)  vor;  er  dient  zur  Bestimmung 
der  Änderungen  Mg^g^),  ^{gzgxx\  ^{Siigi)  der  Entfernungen  g^g^, 
O^Qw)  9ii9i'  Behuf s  Ermittlung  von  ACjfi^Tj),  projiziere  man  die  Pol- 
strahlen Og^'  und  Og^'  in  Og^  und  Og^  auf  eine  zur  g^g^  parallele 
Gerade  1 — 3.  Es  stellt  dann  Og^  die  Verschiebung  von  g^  in  der 
Kichtung  g^g^  dar,  femer  Og^  die  Verschiebung  von  g^  in  derselben 
Richtung  und  es  gibt  mit- 
hin die  Strecke  ^' 

gig^  =  ^i3i9t) 
die  gegenseitige  Verschie- 
bung des  Punktpaares  g^ ,  g^ 
an;  sie  hat  denselben  Sinn 
wie  die  Strecke  g^g^  und 
bedeutet  deshalb  eine  Ver- 
längerung des  gedachten 
Stabes  gig^*  Auf  dieselbe 
Weise  wird  der  Wert 
A  (5^8  5^11)  durch  Projizieren 
der  Pimkte  g^'  und  g^  ^  auf 
die  zyxr  g^g^^  parallele  Ge- 
rade 3 — 11  gefunden  und 
ACffi^ii)  mittels  der  Pro- 
jektionen von  g^  und  g^^' 
auf  die  Gerade  1 — 11.  Für 

^^9\9\\)  ergab  sich  in  der  Fig.  45  ein  positiver  Wert,  für  b^^jg^g^^ 
hingegen  ein  negativer,  so  daß  dem  gedachten  Stabe  g^g^^^^  eine  Ver- 
kürzung zuzuschreiben  ist 

Der  in  Mg.  45  für  die  Scheibe  77/  gezeichnete  Einzelplan  läßt 
sich  mit  Vorteil  verwerten,  um  nach  Vollendung  des  Planes  /  die  wirk- 
lichen Vei*schiebungen  r'r  sämtlicher  Knoten  r  dieser  Scheibe  dar- 
zustellen. Zu  diesem  Zwecke  übei-ti-age  man  die  im  Plane  I  für  die 
Gelenke  g^^  ^3,  g^^  gefundenen  wirklichen  Verschiebungen  gx'g\^  g^'g%i 
9\i"9ii  ^^  ^en  Plan  III  und  zeichne  hierauf  die  der  Scheibe  ///  ähn- 
liche Kgur  gx'g^"'^'g\\\  welche  bereits  durch  zwei  der  Punkte  g^^ 
g%\  9\\'  bestimmt  wird,  so  daß  man  die  Schärfe  der  Zeichnung  leicht 
prüfen  kann.  Hat  man  nämlich  g^'g^^  g^'gs^  gn'gn'  ^^s  Plan  /  in 
Plan  ///  übertragen,  so  muß  bei  sorgfältiger  Zeichnung  sein :  /y,  'V/s' 'J_  ^ißs? 
9s'9ii'±g99ii  und  g^i'gi' LOngi^ 


Fig.  45. 
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Zahlenbelspielm  Zur  Erläuterung  untersuchen  wir  den  auf  Tafel  1  im  Maß- 
stabe 1 :  100  aufgetragenen  Dachbinder,  und  zwar  zunächst  mit  Hilfe  des  allgemeinen 
Verfahrens.  Auf  die  im  vorliegenden  und  in  vielen  anderen  Fällen  möglichen  Ver- 
einfachungen werden  wir  an  geeigneter  Stelle  hinweisen. 

Die  von  dem  Eigengewichte  des  Dachstuhls  und  dem  Schnee  herrührende  senk- 
rechte Belastung  jedes  der  mittleren  Knotenpunkte  betrage  1125*',  jedes  Endknotens: 
\  1125*.  Der  auf  jedes  Feld  der  linken  Dachhälfte  wirkende  Winddruck  sei  =  700*. 
Die  mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Kjräfteplanes  (der  hier  nicht  wiedergegeben  worden 
ist)  erhaltenen  Spannkräfte  S^  sowie  die  Stablängen  «,  Querschnitte  F  (ohne  Abzug 

für  Nietlöcher)  und  Längenänderungen  A«  =  ^  w  sind  in  der  folgenden  Tabelle  zu- 

sammengestellt  worden.  Temperaturänderungen  blieben  unberücksichtigt.  Die  Elasti- 
zitätsziffer wurde  (für  Schweißeisen):  ^=1800000*  f.  d.  qcm  angenonmien*).  Zur 
besseren  Übersicht  wurden  die  As  (in  Millimetern)  auch  in  das  Trägemetz  auf  Tafel  1 
eingeschrieben. 


Stab 


Linke  Trägerhälfte 

S        \    F         s 


II 


As 


Rechte  Trägerhälfte 


Stab 


As 


1 

—  9910 

44 

212 

-0,27 

1' 

9530 

44 

212 

—  0,26 

2 

—  9110 

44 

212 

0,24 

2' 

8730 

44 

212 

-0,23 

3 

—  8320 

44 

212 

—  0,22 

1  3' 

7940 

44 

212 

—  0,21 

4 

—  7520 

44 

212 

0,20 

1 

4' 

1 

7140 

44 

212 

—  0,19 

5 

-1-8970 

13 

245 

+  0,94  ! 

!  5- 

4-6970 

13 

245 

+  0,73 

6 

-1-7470 

13 

245 

+  0,78 

6' 

4-6170 

13 

245 

+  0,65 

7 

4-4110 

12 

254 

+  0,48 

1 

8 

-f  4210 

12 

245 

+  0,48 

8' 

+  2820 

12 

245 

+  0,32 

9 

+  5710 

12 

245 

+  0,66 

9' 

+  3620 

12 

245 

+  0,41 

10 

—  1500 

9 

122 

—  0,11 

10' 

—  800 

9 

122 

—  0,06 

11 

-f-1500 

5 

245 

+  0,41  1 

ir 

+  800 

5 

245 

+  0,22 

12 

-3000 

16 

245 

—  0.26 

12' 

1600 

16 

245 

—  0,14 

13 

4-1500 

5 

245 

+  0,41 

13' 

+  800 

5 

245 

+  0,22 

14 

1500 

9 

122 

-0,11  1 

14' 

i 

800 

9 

122 

—  0,06 

kÜogr. 

qcm. 

cm. 

mm. 

kilogr. 

qcm. 

cm. 

mm. 

Der  zu  untersuchende  Träger  besteht  aus  den  beiden  gegliederten  Scheiben  aeh 
und  *^Ä,  welche  kurz  mit  /  und  II  bezeichnet  werden  sollen  und  die  mittels  des 
Gelenkes  h  und  des  Stabes  ai  miteinander  verbunden  sind. 

Zuerst  wurde  in  Fig.  47  der  Verschiebungsplan  für  die  Scheibe  /  unter  der 
Vorraussetzung  aufgetragen,  daß  der  Knoten  a  und  die  Richtung  des  Stabes  ah  fest- 
liegen. Sämtliche  Verschiebungen  wurden  in  zwanzigfacher  Vergrößerung  gezeichnet 
0  ist  der  beliebig  angenommene  Pol.  a  fällt  mit  0  zusammen.  Die  Verschiebung 
Oh'  des  Punktes  h  ist  gleich  der  Längenänderung  A12  des  Stabes  12.  Die  Punkte 
c',  d\  e  femer  /",  g\  K  wurden  nach  dem  in  Nr.  32  beschriebenen  Verfahren 
bestimmt.  Hierauf  wurde  der  (rot  ausgezogene)  Verschiebungsplan  II  für  die  Scheibe  II 
in  Angriff  genonmien,  vorerst  für  den  Fall,  daß  Punkt  i  und  die  Richtung  des  Stabes 
ih  festgehalten  werden.    Nach  Ermittlimg  der  Punkte  k\  l\  m\  q'  und  n\  p\  W 


*)  Bei  Berechnung  von  Fonnverändenmgen  empfiehlt  es  sich  im  allgemeinen, 
E  nicht  zu  hoch  anzunehmen,  um  den  schwierig  zu  berechnenden  Einfluß  der  Ver- 
schwächung  durch  Niete  und  das  Nachgeben  der  Verbindungen  zu  berücksichtigen. 
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IkOante  die  Änderung  A(Ai)  der  Entfernung  hi  als  Projektion  der  Strecke  h'i  auf 
eine  zu  hi  parallele  Gerade  angegeben  werden  und  ebenso  die  Änderung  ^(iq)  und 
A  (ht[)  der  Abstände  iq  und  kq.  [Im  vorliegenden  Falle  wäre  allerdings  hierzu  die 
Aufzeielmung  des  Planes  27  nicht  nötig  gewesen;  denn  es  ist  offenbar  A(Äi)  gleich 
der  Summe  der  Längenänderungen  der  Stäbe  9'  und  8',  d.  h.  A  (Äi)  =  -|-  0,41  +  0,32 
=  4-0,73"*  und  ebenso  findet  man  ohne  weiteres:  A  (Ä5')  =  A4'-f  A3'-|- ^2' 
+  A1'=  — 0,19  — 0,21  — 0,23  — 0,26  =  —  0,89—  und  A(tg)  =  A6'+ A5'=  +  0,65 
-f  0,73  =  +  1,38--.] 

Jetzt  war  es  möglich,  den  Plan  /  zu  vollenden.  Mit  Hilfe  von  A(Äi)  und  A7 
wurde  die  Lage  von  t",  femer  mittels  A  Qiq)  und  A  (iq)  die  Lage  von  q'  gefunden 
und  hierauf  den  Auflagerbedingungen  genügt  Da  e  festliegt  und  q  auf  einer  Wage- 
rechten  geführt  wird,  so  fällt  e'  mit  e  zusammen,  während  q"  der  Schnittpunkt 
der  rechtwinklig  z\x  eq  gezogenen  Geraden  e'q"  mit  der  Wagerechten  durch  q'  ist. 
Durch  die  Punkte  e"  und  q"  ist  die  dem  gegebenen  Fachwerke  ähnliche  Figur 
e'd"irg'*K'f*'a'i"q''  vollständig  bestimmt,  und  damit  sind  auch  die  Verschiebungen 
samtlicher  Knoten  der  Scheibe  /  sowie  diejenigen  der  Punkte  %  und  q  gegeben. 

Behufs  Darstellung  der  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  der  Scheibe  ZT  wurden 
die  Verschiebungen  q"q'  und  K'K  aus  Plan  I  in  n  übertragen  und  auf  diese  Welse 
zwei  Punkte  der  Figur  q'^m" k"p" h"n"i" l"  gefunden.  Bei  sorgfältiger  Zeichnung 
muß  5"Ä"JL  qh  sein,  femer  muß  die  Verschiebung  t"i"  mit  der  bereits  im  Plane  / 
erhaltenen  Verschiebung  »"«'  nach  Größe  und  Richtung  übereinstimmen.  [Wegen 
der  geraden  Gurtung  hk  hätte  man  auch  im  Plane  /  einen  Punkt  k'  mit  Hilfe  von 
A12'  und  A  (ÄA;)  =  — 0,19  —  0,21  =  — 0,40—  ermitteln  können,  hierauf  n  mittels 
AIS*  imd  A8',  p'  mittels  A3'  und  A14'  sodann  /'  und  m'.  Plan  //  kann  also  bei 
Untersuchung  des  vorliegenden  Trägers  entbehrt  werden;  er  ist  aber  nötig,  sobald 
h,  py  k^  m^  q  oder  ^  n,  %  oder  i,  /,  q  nicht  in  einer  Geraden  liegen. 

Vergleichende  Messungen  zeigen,  daß  im  vorliegenden  Falle  von  allen  Knoten 
des  Trägers  der  Punkt  ^r  die  größte  Verschiebung  erfährt.  Man  findet  ^"^'=7,6—, 
Die  wagerechte  Verschiebung  des  Punktes  q  ist:  g"g'  =  6,5— . 

Die  Kguren  49  bis  52  zeigen  weitere  Arten  von  Fachwerken,  deren 
Verschiebungspläne  auf  dem  im  vorstehenden  Beispiele  angegebenen 
Wege  erhalten  werden  können. 


Der  einfache  Fachwerkbalken  in  Fig.  49  besteht  aus  den  beiden 
Scheiben  abc  und  bde  (deren  Eänder  durch  Schraffierung  hervor- 
gehoben wurden)  imd  dem  Stabe  ce.  Die  sich  schneidenden  Diagonalen 
und  Vertikalen  sind  an  den  Kreuzungsstellen  nicht  miteinander  ver- 
bunden. 

Fig.  50  stellt  einen  versteiften  Gelenkbogen  (vergl.  Band  /,  Ab- 
schnitt XII)  dar,  welcher  in  die  Scheiben  /  und  II  und  den  Stab  ce 
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zerlegt  werden  kann,  Mg.  51  einen  Fachwerkbogen  mit  drei  Gelenken, 
dessen  Kämpfer  durch  eine  Stange  verbunden  sind. 


zszsz^^s;^^ 


Fig.  50. 


Fig.  52. 

Soll  die  Formveränderung  des  in  Fig.  52  abgebildeten  Trägers 
untersucht  werden,  so  nehme  man  zunächst  den  Punkt  c  und  die  Rich- 
tung des  Stabes  ce  als  festliegend  an,  ermittle  e\  sodann: 

d'  mit  Hilfe  von  A(rfc)  und  A(de) 

b'     ,,       ,,         „     tiihc)     „     A(ferf)  =  A5  +  A6  + A7  + A8 

a      „       „         „     A(ac)     „     A(a&)  =  Al  +  A2  +  A3  +  A4, 

imd  ebenso  bestinnne  man  f  und  g\  Nun  befriedige  man  die  Auf- 
lagerbedingungen, überti-age  die  hierbei  gefundenen  Verschiebungen 
b"b\  d"d',  rf\  g'g'  der  Punkte  b,  rf,  /,  g  in  die  nach  Nr.  32  für 
die  einzelnen  Scheiben  angefeiiigten  Pläne  und  zeichne  in  diese  letzteren 
schließlich  die  den  Scheiben  ai,  bd,  df^  fg  ähnlichen  Figuren  a"b'\ 
h  d  ^  d  f  ^  f  g     em. 

38.  Fachwerkträger  verschiedener  Art.  Liegt  ein  Fachwerk  vor 
von  anderer  als  in  den  voi-stehenden  Untersuchungen  beschriebener 
Ali,  so  venvandle  man  dasselbe  —  am  besten  durch  Ändenmg  der 
Stützung  —  zunächst  in  ein  solches,  dessen  Yei*schiebungsplan  durch 
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wiederholte  Lösung  der  in  Nr.  32  vorgeführten  Hauptaufgabe  erhalten 
werden  kann,  nachdem  man  vorher  nötigenfalls  für  einzelne  Teile 
(Scheiben)  besondere  Pläne  znr  Bestimmxmg  der  gegenseitigen  Ver- 
ächiebungen  deijeniger  Gelenke  gezeichnet  hat,  in  denen  diese  Teile 
aneinander  hängen.  Hierauf  beseitige  man  die  neu  biozugcfügten  Stützen, 
und  schreibe  den  starr  zu  denkenden  Gliedern  des  nunmehr  beweglichen 
Fachwerks  Verschiebungen  imd  Drehungen  zu,  durch  welche  die  wirk- 
lichen Auflagerbediugungen  erfüllt  werden.  Die  folgenden  Beispiele 
werden  genügen,  dieses  Terfahreu  zu  erläutern, 

1,  Beispiel,  Das  in  Fig.  53  dargestellte  Facbwerk  besteht  aus 
zwei  gegliederteu  Scheiben  /  und  //,  die  im  Gelenke  c  aneinander 
hängen  und  durch   die  Stäbe  4  und  7   mit  dem  Kopfe  e  der  Pendel- 


Fig.  53. 

Säule  ö  verbunden  suid.  Bei  o  ist  ein  festes,  bei  g  ein  auf  wagerechter 
Bahn  bewegliches  Auflagergeleuk  angeordnet  Will  man  die  Verschie- 
bungen der  Knotenpunkte  dieses  Fachwerks  ermitteln,  so  bestimme  man 
zunächst  mit  Hilfe  von  Einzelplänen  (i)  und  {IT),  die  nach  Nr.  32  für 
die  Scheiben  I  und  II  au%etragen  werden,  die  Änderungen  Äl,  i2, 
A8,  A9  der  kurz  mit  1,  2,  8,  9  bezeichneten  Strecken  ai,  ac,  dg,  cg. 
Hierauf  nehme  man  an,  der  Knoten  g  sei  frei,  setze  dafür  aber  b  in 
der  Richtung  ab  geführt  voraus  und  zeichne  den  Plan  Fig.  63A. 

0  ist  der  beliebig  angenommene  Pol.  a  und  f  fallen  mit  0  zu- 
sammen, da  a  und  f  feste  Punkte  sind.  Die  Wagerechte  06'  =  AI 
gibt  die  Verschiebung  von  b  an.     Mittels  a2  und  A3  wird  nach  Nr.  32 
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der  Punkt  c    bestimmt,  hierauf  der  Reihe  mich:  e    mittels  A4  und  a5, 
d'  mittels  A6,  und  A7,  g    mittels  A8  und  A9*). 

Jetzt  verwandle  man  das  Fachwerk  durch  Beseitigung  der  Füh- 
rung des  Punktes  h  in  eine  zwangläufige  kinematische  Kette,  drehe  die 
Scheibe  I  so  um  das  Auflagergelenk  a,  daß  der  Punkt  g  eine  (im 
Plane  A  durch  einen  Strahl  g"0  darzustellende)  Verschiebung  erföhrt, 
die,  mit  der  vorhin  gefundenen  Og'  zusammengesetzt,  eine  wagerechte 
Gesamtverschiebung  g"g*  ergibt,  und  bestimme  schließlich  auch  die 
von  den  Knotenpunkten  d,  c,  e,  h  bei  dieser  Bewegung  beschriebenen 
Wege:  d"0,  c"0,  e"0,  h"0. 

Zu  einer  einfachen  Lösung  dieser  Aufgabe  führen  die  im  ersten 
Bande  (Abschnitt  XTTT)  mitgeteilten  Untersuchungen  kinematischer  Ketten. 
Die  dort  für  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  solcher  Ketten  abge- 
leiteten Gesetze  gelten  auch  für  die  Verschiebungen  dieser  Punkte,  so- 
bald nur  vorausgesetzt  wird,  daß  alle  diese  Verschiebungen  in  dem- 
selben Zeitteilchen  erfolgen  und  sich  mithin  zu  einander  verhalten  wie 
die  entsprechenden  Geschwindigkeiten. 

Stellt  man  also  die  vorläufig  willkürlich  anzunehmende  Größe  der 
Verschiebung  des  Punktes  h  durch  eine  Strecke  h\  dar,  welche,  von 
b  aus,  auf  dem  nach  dem  augenblicklichen  Drehpunkte  {Drehpole)  a 
gezogenen  Stralile  ba  abgetragen  wird,  und  zieht  man  b^c^  j|  bc  bis  zum 
Polstrahle  ca,  so  gibt  ccq  die  Größe  der  Verschiebung  von  c  an. 
Macht  man  weiter  b^e^  \\  6c,  so  erhält  man  iu  der  Strecke  ee^  die  Größe 
der  Verschiebung  des  Punktes  e,  der  um  f  sich  drehenden  Pendelsäule, 
und  hierauf  kann  man  mittels  c^Üq  \\  cd  und  e^d^  ||  ed  die  Verschie- 
bung ddQ  von  rf,  sodann  mittels  c^g^  \\  cg  und  d^g^  ||  dg  die  Verschie- 
bung gg^  von  g  bestimmen.  Die  Richtungen  der  Verscliiebungen  der 
Punkte  fe,  c^  e^  dj  g  sind  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Strecken 
fe^Q,  cco,  e^o,  dc^Q,  gg^  (welche  letztere  deshalb  „um  90°  gedrehte  Ver- 
schiebungen^^ genannt  werden  sollen)  und  damit  sind  die  Richtungen 
der  Strahlen  bestimmt,  die  im  Plane  A  die  Punkte  g'\  d'\  c"  .... 
mit  dem  Pole  0  verbinden.  Es  '^ig"0 ^gg^^  d"OJ_ddQ,  c^O^cCq 
u.  s.  w.  Die  Länge  des  Strahles  g"0  folgt  aus  der  Bedingung,  daß 
g"  auf  der  Wagerechten  durch  g'  liegen  muß,  und  hierauf  ist  d"  ge- 
geben durch  g"d" ^gd^  c"  durch:  c'd"  \_cd  oder  g* c' \_gc^  femer 
b"  durch:  c"6"  J_cft,  sodann  c"  durch  ft"e"  J_fee  oder  d" e   \_de. 


*)  Anstatt  Scheibe  /  in  &  zu  führen,  kann  man  auch  die  Richtung  des 
Stabes  ah  festlegen.  Der  Plan  (/)  wird  dann  überflüssig,  da  man  die  Knotenpunkte 
der  Scheibe  /  schrittweise  durch  je  zwei  Stäbe  an  den  Stab  ah  anschließen  kann. 
Plan  ijl)  ist  auch  bei  der  oben  angenommenen  Stützungsait  entbehrlich,  doch  möge 
wiederholt  werden,  daß  die  Anfertigung  von  Einzelplänen  für  die  verschiedenen 
Scheiben  den  Vorzug  der  größeren  Ül>ei-sichtlichkeit  besitzt. 
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Wir  teilen  noch  drei  andere  Yerfahren  mit,  die  Punkte  d  ,  e  , 
b'\  c"  zu  ermitteln: 

1.  Man  zeichne  einen  Linienzug  gid^e^b^c^^  dessen  Seiten  den 
entsprechenden  Seiten  des  Zuges  gQd^eobQCQ  parallel  sind  (so  daß  also 
9\^i  II  y^'i  ^1^1  II  ^^1  . .  .  .)  und  dessen  Ecken  auf  den  Geraden  gg^^ 
dd^^  ß6o,  ....  liegen.  Macht  man  hierbei  gg^=.g"0^  so  ist  auch 
d"0  =  ddi,  e"0  =  ee^^  u.  s.  w. 

2.  Man  bestimme  die  Pole,  um  welche  sich  die  einzelnen  Glieder 
der  bewegten  zwangläufigen  Kette  gegen  das  ruhende,  kurz  mit  w  be- 
zeichnete Widerlager,  dem  die  festen  Punkte  a  und  f  angehören,  drehen. 
Der  Pol  (J^w)  der  Scheibe  I  fällt  mit  a  zusammen,  der  Pol  /•//) 
von  /  gegen  //  mit  dem  Gelenke  c.  Die  Glieder  /,  4,  5  der  Kette 
büden  mit  dem  Widerlager  zusammen  ein  Gelenkviereck,  und  es  liegt 
daher  der  Pol  (4  •  w)  von  4  gegen  w  im  Schnittpunkte  der  Geraden 
ah  und  fe.  Ebenso  folgt,  daß  der  Pol  (4-//)  von  4  gegen  II  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  eb  und  de  ist,  und  nun  läßt  sich  der  Pol 
{II 'W)  von  II  gegen  w  mittels  der  Bedingungen  finden,  daß  die  drei 
Punkte  {I-w)^  {I'II)  ^^d  {II -w)  in  einer  Geraden  liegen  müssen, 
desgleichen  die  Punkte  (4  •  11)^  (4  •  w\  {II  •  w).  Durch  den  Pol  {II  •  w) 
sind  die  Richtungen  gg^  imd  dd^  gegeben,  und  man  ist  jetzt  imstande,  die 
Punkte  g'\  d'\  c\  fe",  e"  auf  die  zuerst  beschriebene  Art  zu  bestimmen. 

3.  Man  nehme  die  Verschiebung  des  Punktes  b  der  um  a  sich 
drehenden  Scheibe  I  zunächst  beliebig  groß  an  und  stelle  sie  in  einem 
besonderen  Plane  (Mg.  53 B)  durch  einen  zur  Geraden  ba  rechtwinkligen 
Polstrahl  b'"0  dar,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  b'"  imterhalb  oder 
oberhalb  des  Poles  0  liegend  gewählt  wird.  Hierauf  bestimme  man 
die  gleichzeitig  von  den  Punkten  c,  e,  d,  g  beschriebenen  Wege,  indem 
man  die  Reihe  zieht: 

b    c    j_bc    imd    a    c    J_ac, 
be      „      r  e';;  ±  fe*) 
cd      „      e"d"'  I  ed, 
^    9    A-(^9      1^     d   g    J_dg, 
Die  Sü'ahlen,    welche  die  Pimkte  b"\  c'\  e"\  d"\  g"  mit  dem 
Pole  0  verbinden,  stellen  nach  Größe  und  Richtung  die  Verschiebungen 
der  Punkte  6,  c,  e,  d,  g  dar.     Nun   ermittle  man  im  Plane  {Ä)  mit 
Hilfe  von  g"0  \ig"0  diejenige  Verschiebung,  welche  g  erfahren  muß, 
damit  die  Auflagerbedingung  bei  g  erfüllt  wird,  und  hierauf  die  zuge- 
hörigen Verscliiobimgen  c"0,  d"0,  . . .  iodem  man  eine  Figur  g'c'd"  . . . 
zeichnet,  deren  Seiten  parallel  sind  den  entsprechenden  Seiten  der  Figur 
g    c    a      .... 

Die  Figur  (B)  ist  offenbar  nichts  weiter  als  der  TFiV/iofeche  Ver- 


>    e 
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*)  /""*  fällt  mit  a"'  zusammen. 
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schiebungsplan  derjeniger  kinematischen  Kette,  in  welche  das  zu  unter- 
suchende Fachwerk  durch  Beseitigung  des  beweglichen  Auflagers  g 
übergeht*). 

Überträgt  man  schließlich  die  auf  einem  der  beschriebenen  Wege 
gefundenen  Yei'schiebungen  b"b\  c"d'\  d"d\  g"g'  aus  dem  Plane  {A) 
in  die  für  die  Scheiben  (/)  und  {IT)  angefertigten  Einzelpläne,  und 
zeichnet  in  (/)  die  der  Scheibe  abc  ähnliche  Figur  a"b"c'  (deren 
Punkt  a'  mit  dem  Punkte  a  dieses  Planes  zusammenfällt)  sodann  in 
(//)  die  der  Scheibe  cdg  älmliche  Figur  c'd"g'\  so  ist  man  imstande, 
die  Verschiebungen  m'm  sämtlicher  Knoten  m  der  Scheiben  /und  // 
anzugeben. 

Auf  ähnliche  Weise  wie  das  eben  imtersuchte  Fachwerk  kann  auch 
das  in  Fig.  54  dargestellte  behandelt  werden.    Es  ist  zweckmäßig,  zu- 

.,.,^4- ., 
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Fig.  54. 

nächst  den  Punkt  a  und  die  Richtung  von  ab  festliegend  anzunehmen 
und  sich  die  Führung  des  Gelenkes  m  beseitigt  zu  denken.  Hierauf 
drehe  man  die  Scheibe  /  so  mn  a,  daß  der  Punkt  m  eine  wagerechte 
Gesamtverschiebung  m'm  erfährt.  Die  Pole,  um  welche  sich  die 
Scheiben  II  und  ///  infolge  dieser  zweiten  Bewegung  drehen,  sind 
in  der  Fig.  54  angegeben  worden**).  An  ihrer  Stelle  können  auch 
die  um  90**  gedrehten  Vei'schiebungen  oder  ein  Williotscher  Plaa  be- 
nutzt  werden,  und  es  vdrd  dem  Leser  empfohlen,  zur  "Übung  die  be- 
treffenden Figuren  selbst  zu  entwerfen***). 

*)  Daß  es  sich  bei  Aufzeichnung  der  Figur  (B)  iu  der  Tat  nur  um  die  wieder- 
holte Lösung  der  in  Nr.  32  vorgeführten  Hauptaufgabe  handelt,  lehrt  ein  Blick  auf 
Fig.  34.  Ist  A 1  =  0  und  A2  =  0,  so  entsprechen  den  Geraden  ac  und  <?6  in  Fig.  34a 
die  zu  ihnen  i-echtwinkligen  Geraden  a'c  und  ch'  des  Verschiebungsplanes  Fig.  34b. 
Vergl.  auch  den  Anfang  von  Seite  62. 

**)  Das  Zeichen  oo  (4  •  if )  deutet  an ,  daß  der  Pol  (4  •  //)  mit  dem  unendlich 
fernen  Schnittpunkte  der  Stäbe  3  und  7  zusammenfällt. 

***)  Bei  Polbestimmungen  müssen  häufig  Gerade  durch  die  Schnittpunkte  von 
außerhalb  des  Zeichenblattes  sich  treffenden  Linien  gelegt  weixien,  was  zwar  keiner- 
lei Schwierigkeiten  bietet,  immerhin  aber  umständlich  genug  Ist,  um  dann  die  Be- 
vorzugung anderer  Verfahren  zu  vei-anlassen. 
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2m  BeispieL  Eig.  55  zeigt  einen  statisch  bestimmten  Bogen- 
träger  mit  drei  Öffnungen.  Derselbe  besteht  aus  vier  gegliederten 
Scheiben,  die  in  den  Gelenken  c,  g,  i  aneinander  hängen.  Die  Scheiben 
/  und  //  sind  durch  zwei  Stäbe  mit  dem  Kopfe  der  Pendelsäule  ef 
verbunden,  in  gleicher  Weise  ///  und  IV  mit  der  Säule  Im,  Bei  a 
und  n  sind  feste  Auflagergelenke  angeordnet 


Fig.  55. 

Wird  der  Verschiebungsplan  dieses  Trägei's  verlangt,  so  setze  man 
zunächst  voraus,  es  sei  bei  g  die  Verbindung  der  Scheiben  II  und  III 
gelöst,  nehme  dafür  aber  den  Pimkt  h  in  der  Richtung  ab  geführt  an 
und  den  Punkt  k  in  der  Richtung  nh  Für  diese  Stützui^gsart  ermittle 
man  (genau  wie  im  Beispiel  1)  die  Verschiebungen  der  Punkte  6,  c, 
e^  cL,  g  der  linken  Trägerhälfte  und  der  Punkte  A:, «',  /,  A,  g  der  rechten 
Hälfte  —  am  besten  in  zwei  besonderen  Kgui-en  (L)  und  (iZ);  deren 
Pole  Ol  und  0^  seien.  Hierauf  drehe  man  die  Scheiben  I  und  IV  so 
um  die  Grelenke  a  bezw.  ?i,  daß  der  Zusammenhang  der  Scheiben  // 
und  III  in  g  wieder  hergestellt  wird. 

Der  erste  Teü  dieser  Untersuchung  möge  für  den  Punkt  g  der 
linken  Trägerhalfte  die  Verschiebung  Ojg'  (Plan  L)  ergeben  haben  und 
für  den  Punkt  g  der  rechten  Hälfe  die  Verschiebung  O^g'  (Plan  R). 
Infolge  der  zweiten  Bewegung  dreht  sich  die  Scheibe  II  um  den  Pol 
{II  •w\  dessen  Lage  in  der  auf  Seite  74  beschriebenen  Weise  gefunden 
wird,  und  es  muß  deshalb  der  Strahl  g"Oi  rechtwinklig  zu  der  durch 
die  Punkte  {II  *w)  und  g  bestimmten  Geraden  sein.  Im  Plane  R 
hingegen  ist  g"Or  rechtwinklig  zur  Geraden  g  —  {III 'w).  Da  nun 
beide  Pläne  Verechiebungen  g"g'  liefern  müssen,  die  nach  Größe,  Rich- 
tung und  Sinn  übereinstimmen,  so  läßt  sich  die  Lage  der  Punkte  g" 
in  folgender  Weise  ermitteln. 

Man  mache  in  (L)  die  Strecke  g's  gleich  und  parallel  dem  Strahle 
g'Or  des  Planes  {R)  und  lege  durch  den  Punkt  «,  rechtwinklig  zu 
g  —  {III  »w)  eine  Gerade.    Dieselbe  sclmeidet  die  gegebene  Richtung 


80 


Ei-ste  Abteilung.    Erster  Abschnitt. 


»9 


des  Strahles  g'Oi'wL  g\   Hierauf  mache  man  in  {JS)  die  Strecke  Org 
gleich  der  Sü*ecke  sg'  in  (L). 

Jetzt  ist  man  imstande,  genau  wie  bei  Aufgabe  1  die  der  Ver- 
schiebung g'Oi  entsprechenden  Wege  d"Oi^  c"Ot^  ....  der  Punkte 
d,  c,  * .  .  zu  bestinunen^  desgleichen  die  Verschiebungen  A^O^,  «"0^,  .  .  . 
der  Punkte  Ä,  i,  .  .  .  . 


(fjmf^ 


'-^-r-^föTfi^y 


Fig.  66. 


3»  Seispiel.  Es  soll  der  Verschiebimgsplan  einer  dui*ch  einen 
Balken  mit  Mittelgelenk  versteiften  Kette  gezeichnet  werden.  Fig.  56. 
Bei  b  ist  ein  festes,  bei  p  ein  auf  einer  Wagerechten  geführtes  Auflager- 
gelenk angeordnet.  Die  ebenfalls  auf  wagerechten  Bahnen  beweglichen 
Gelenke  a  und  x  der  Ti*agkette  aox  smd  durch  Rückhaltketten,  deren 
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Längen  sich  um  die  gegebenen  Strecken  A'  und  A"  vergi'ößem,  mit 
festen  Punkten  der  Widerlager  verbunden. 

Yon  dem  beliebig  angenommenen  Pole  0  aus  (Plan  -4)  wird  A' 
aufgetragen^  und  im  Endpimkte  dieser  der  linken  Bückhaltkette  paral- 
lelen Strecke  ein  Lot  errichtet,  welches  die  Wagerechte  durch  0  in  a' 
schneidet  Oa  stellt  die  Verschiebung  von  a  dar.  An  a  wird  die 
Verlängerung  Al  des  Kettengliedes  1  angetragen  und  in  dem  auf  AI 
im  Endpunkte  errichteten  Lote  der  Ort  des  Punktes  c   gefunden. 

Es  empfiehlt  sich  mm,  den  Punkt  c  zunächst  beliebig  anzunehmen 
und  gewissermaßen  vorauszusetzen,  es  werde  der  Pimkt  c  in  der  durch 
den  Strahl  Oc  angegebenen  Richtung  geführt;  dafür  aber  denke  man 
die  wagerechte  Führung  des  Punktes  x  beseitigt  Denn  durch  die 
Annahme  eines  bestimmten  c  sind  die  Verschiebungen  sämtlicher 
Knoten  des  Fachwerks  gegeben,  da  man  schrittweise  finden  kann: 

Punkt  d'  mittels  A(fed)  und  a2, 
,,       e         „       A(fee)      „     A(rf6), 
„       r       ,       £^{df)     „     b.{ef), 
„       g'       „       ^{dg)      „     ^{fg), 
„       //'        „        A4  „A3, 

u.  s.  f.  die  Punkte  i\  k\  l\  m',  n\  o\  hierauf: 

Punkt  p'  auf  der  Wagerechten  durch  0  mittels  b^np, 
„       q'  mittels  A(7^g)  und  ti{pq)*) 
„       /        „       A(nr)     „     A((7r) 
„       s'       „       A9  „     AlO  u.  s.  w.  bis  Punkt  w'. 

Schließlich  erhält  man  den  Punkt  x\  indem  man  in  0  und  w'  die 
Strecken  A"  (parallel  zur  rechten  Rückhaltkette)  und  Al5  anträgt  und 
in  den  Endpunkten  dieser  Strecken  Lote  errichtet. 

Jetzt  wird  die  vorübergehend  angenommene  Führung  des  Punktes  c 
wieder  beseitigt,  und  hierdurch  das  Fachwerk  in  eine  zwangläufige 
kinematische  Kette  verwandelt,  der  eine  Bewegung  zu  erteilen  ist,  durch 
welche  der  Punkt  x  eine  Verschiebung  x'O  erfährt,  die  mit  Ox'  zu- 
sammengesetzt eine  wagerechte  Gesamtverschiobung  x'x'  ergibt  Die 
Pole,  um-  welche  sich  die  einzelnen  Glieder  des  Fachwerks  bei  dieser 
zweiten  Bewegung  drehen,  werden  wie  folgt  ermittelt 

Der  Pol  {I'iv)  der  Scheibe  I  gegen  das  Widerlager  fällt  mit  b 
zusammen,  der  Pol  (i  •  //)  mit  n,  während  (//  •  w)  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  {I'W)  —  il-II)  niit  der  Senkrechten  diu-ch  p  be- 
stimmt ist,  weil  sich  p  auf  einer  Wagerechten  bewegt 

Die  Stäbe  4,  5,  6  bilden  mit  der  Scheibe  /  ein  Gelenk viereck, 


*)  ^(P9)  ^^^  ^{^^P)  werden  einem  für  die  Scheibe // gezeichneten  besonderen 
Plane  entnommen.  Im  Plane  (A)  halmn  wir,  lun  eine  übei-sichtliche  Fi^r  zu  erlialten, 
nur  die  Punkte  a\  c%  d%  n\  p\  q\  ir\  r/  {ingege))en. 

Mfiller- Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  Q 
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und  es  ist  deshalb  der  unendlich  ferne  Schnittpunkt  von  4  und  6  der 
Pol  von  5  gegen  /;  dei-selbe  liegt  in  der  Senkrechten  durch  b\  denn 
die  Pole  (5  •  w\  (5  •  /),  (/•  w)  faUen  in  eine  Gerade.  Da  nun  die  Yer- 
schiebimgsrichtung  des  Punktes  c  rechtwinklig  zur  Achse  des  um  a  sicli 
drehenden  Stabes  1  ist,  und  c  auch  dem  Stabe  3  angehört,  so  ist  der 
Schnittpunkt  ^  von  1  mit  der  Senkrechten  durch  b  der  Pol  von  3 
gegen  u\  und  es  bewegt  sich  deshalb  h  rechtwinklig  zur  Geraden  ?ßA. 
Daraus  ergibt  sich  aber,  daß  (5  •  //•)  mit  ?ß  zusammenfällt  und  ebenso 
kann  gefolgert  werden,  daß  sich  5ß  auch  mit  (7  •  ?/:)  deckt 

Ganz  ähnlich  läßt  sich  beweisen,  daß  der  Schnittpunkt  5ß'  der 
Geraden  5ßo  mit  der  Senkrechten  durch  p  der  gemeinschaftliche  Pol 
der  Stäbe  9,  11  und  13  ist;  denn  die  Pole  (9-w'),  (H-^O,  (13- ^r) 
liegen  auf  der  Geraden,  welche  diu-ch  {II -w)  und  die  unendlich  fernen 
Schnittpunkte  der  Stäbe  8  und  10,  10  und  12,  12  und  14  gehi 

Legt  man  nun  durch  5ß  und  den  oberen  Endpimkt  einer  der  un- 
ken Trägerhälfte  angehörenden  Hängestange  eine  Gerade,  desgleichen 
durch  (I-w)  imd  den  unteren  Endpunkt,  so  erhält  man  im  Schnitt- 
punkte beider  Geraden  den  Pol  dieser  Stange.  Auf  diese  Art  ist  in 
Mg.  56  der  kurz  mit  (4)  bezeichnete  Pol  (4  •  w)  des  Stabes  4  bestimmt 
worden;  der  Beweis  folgt  daraus,  daß  die  Punkte  (5  •  w),  (4  •  5),  (4  •  tv) 
in  einer  Geraden  liegen,  desgleichen  die  Punkte  (/-w),  (4- J),  (4«w?). 
Ähnlich  werden  die  Pole  der  Hängestangen  der  rechten  Hälfte  ermittelt 
An  Stelle  der  Punkte  5ß  und  (I-w)  treten  hier  die  Punkte  $ß'  und 
(II'  w).  In  der  Figur  sind  die  kurz  mit  (12)  imd  (14)  bezeichneten 
Pole  (12  •  ?/')  und  (14  •  iv)  der  Stäbe  12  und  14  angegeben  worden. 
Pol  (8)  von  8  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden  ^^'  und  (/•  w)  —  {II -  w). 
Der  Pol  von  (15  •  tv)  gehört  der  Geraden  5ß'  (14)  und  der  Mittellinie  der 
rechten  Rückhaltkette  an. 

Um  die  Yerschiebimgen  zu  ermittohi,  welche  die  Punkte  der  be- 
trachteten Kette  erfahren,  ziehe  man  im  Plane  Ä  den  Strahl  x"  0  recht- 
winklig zur  rechten  Rückhaltkette  bis  zur  Wagerechten  durch  x\  hierauf 
x" w" \_xw  imd  Oiv"  rechtwinklig  zu  der  Geraden,  welche  den  Punkt 
w  mit  dem  Pole  ^'  verbindet  Den  Punkt  v"  findet  man  mittels  der 
Bedingungen  v'w'' \_vw  und  t;"0J_/;(14)  und  den  Punkt  n"  mit 
Hilfe  von  v"n'  J_  rn  und  n"  0  J_  w(/«  w\  womit  je  zwei  Punkte  der 
den  Scheiben  npq  und  ntnb  ähnlichen  Figuren  n*p"q"  und  n'vi'a" 
bestimmt  sind.  Bei  richtiger  Zeichnung  muß  hierbei  p"  in  die  Wage- 
rechte  durch  0  fallen. 

Damit  Fig.  (-4)  dcnitlich  bleibe,  haben  wir  die  bereits  gefundeneu 
Punkte  x"  w*' v' n" p"  in  eine  besondere  Fig.  {B)  übertragen  imd  in 
dieser  die  Eniüttlung  der  fragliclien  Yei*schiebiuigen  fortgesetzt  Nach 
Auftragimg  der  Figuren  n"  p"  q'  und  n'in'a"  wurden  der  Reilie  nach 
bestimmt: 
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u"  mittels:  u'w" \_uw  iind  u't"    \   ut 
s  „        s  u    \_su      „    ST      I   sr 

O  „  0    8      _\_0S  V      Ö    ^     _L  ^^' 

/"      „      r'o"  _L  ^^     '^   ^"^''  J_  ^^ 

c"        „        c"A"  J_  cÄ       „    c"d"  J_  ^^• 
Bei  sorgfältiger  Zeichnung  muß  eine  von  c"  aus  rechtwinklig  zu  ca 
gezogene  Gerade  den  Pol  0  des  Verschiebungsplanes  treffen.    Femer 
muß  sein: 

t£"oj_w5ß',    /'oj_«^',    ö"o.j_o^',    ro_Lz^,    Ä"oj_A^- 

4.  Beispiel.  Kg.  57  stellt  eine  gegliederte  Scheibe  der  folgen- 
den Erzeugimgsweise  dar.  An  ein  aus  vier  Stäben  bestehendes  Gelenk- 
viereck 1,  2,  3,  4  werden  die  Knoten  5,  6,  7,  ....  w  so  angeschlossen, 
daß  5  verbunden  wird  mit  4  und  2,  6  mit  5  und  3,  7  mit  6  und  4, 
.  .  .  .  n  mit  n  —  1  \md  n  —  3,  worauf  schließlich  noch  der  Stab  nl 
hinzugefügt  wird.    In  Rg.  57  ist  n  —  8.    Wird  der  Yerschiebungsplan 


Vf/zry 


Fig.  57. 

für  den  Fall  gesucht,  daß  der  Knoten  1  und  die  Richtung  des  Stabes 
1 — 2  festliegen,  so  nehme  man  zuerst  an,  es  sei  der  &ioten  3  auf 
irgend  einer  festen  Geraden  geführt,  der  Stab  1 — 8  hingegen  beseitigt 
Trägt  man  dann  vom  Pole  0  des  Verschiebungsplanes  aus  die  (in  Fig.  57 
positiv  vorausgesetzte)  Längenänderung  A(2 — 3)  des  Stabes  2 — 3  auf 
und  errichtet  im  Endpunkte  derselben  ein  Lot,  so  ist  dieses  der  Ort 
des  Punktes  3'.  Dieser  Punkt  selbst  wird  beliebig  angenommen;  die 
Gerade,  welche  ihn  mit  0  verbindet,  gibt  die  Richtung  an,  in  welcher 
3  vorläufig  geführt  wird. 

Nun  bestimmt  man  der  Reihe  nach  die  Punkte  4',  5',  6',  7',  8', 
beseitigt  hierauf  die  Führung  des  Knotens  3  imd  erteilt  den  nunmehr 
starr  zu  denkenden,  zwangläufig  miteinander  verbundenen  Stäben  Be- 
wegungen, durch  welche  die  Bedingung  erfüllt  wird,  daß  die  gegen- 
seitige Verschiebung  der  Punkte  8  und  1  gleich  der  Längenänderung 
A(l — 8)  des  Stabes  1 — 8  ist  Dazu  ermittelt  man  mit  Hilfe  der  um 
90°  gedrehten  Verschiebimgen  3— 3o,  4— 4^,  ....  8 — 8©  die  zur  Ge- 
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raden  8 — 80  rechtwinklige  Kichtung  des  Sü-ahles  8"0  und  bestimmt 
auf  diesem  den  Punkt  8"  mittels  der  Bedingung,  daß  die  Projektion 
der  Gesamtverschiebung  8"8'  des  Punktes  8  auf  eine  zum  Stabe  (1 — 8) 
parallele  Gerade  gleich  der  (in  der  Fig.  57  negativ  angenommenen) 
Längenänderung  A(l — 8)  dieses  Stabes  ist.  Jetzt  kann  man  7"  finden 
mittels  7"— 8"  _L  7—8  und  7"0_L  7— 7o,  hierauf  6",  5",  ....  Da- 
mit sind  die  Gesamtverschiebungen  m'm  sämtlicher  Knoten  m  be- 
stinmit 

Dem  eben  betrachteten  Stabgebilde  entspricht  ein  Scheibengebilde 
von  ähnlicher  Entstehungsweise.  Ein  Beispiel  bietet  der  in  Mg.  54 
dargestellte  Träger.  Die  Glieder  /,  4,  5  bilden  mit  dem  die  festen 
Punkte  a  und  f  verbindenden  starren  Widerlager  ein  Gelenkviereck, 
an  das  der  Knoten  d  mittels  II  und  7  zwangläufig  angeschlossen  wird, 
hierauf  i  mittels  12  und  13,  sodann  /  mittels  15  und  JZ7,  welches  letzte 
Glied  schließlich  bei  m  eine  Führung  erhält. 

Sm  JBeispieL  Es  soll  noch  eine  sehr  Iehn*eiche  Aufgabe  mitgeteilt  und  auf 
zweierlei  Art  gelöst  werden.  Die  zweite  I^ösung  wird  nach  einem  Verfahren  erfolgen, 
das  selbst  in  den  schwierigsten  Fällen  übersichtlich  zum  Ziele  führt. 

An  ein  aus  Stäben  gebildetes  Gelenkfünfeck  1 — 2 — 3 — 4 — 5  seien  weitere  Knoten 
6,  7,  8,  ....  w,  ....  w  durch  je  zwei  Stäbe  in  der  Weise  angeschlossen,  daß  6 

verbunden  wird  mit  5  imd  2,  7  mit 
6  und  3,  ....  ,  m  mit  (m  —  1) 
imd  (w  —  4),  .... ,  n  mit  (n  —  1) 
und  (« —  4).  Der  Knoten  1  und 
die  Richtung  des  Stabes  1 — 2  liegen 
fest;  m  werde  in  einer  i*uhenden 
Geraden  m^m^  geführt,  ebenso  n 
in  n^fi^.  Es  soll  der  Yei-schiebungs- 
plan  gezeichnet  werden. 

In  Fig.  58  a  ist  w  =  8  und 
n  =  11.  Vom  Pole  0  aus  (Fig.  58b) 
wurden  die  Längenänderungen 
A(l— 2)  und  A(l— 5)  der  Stäbe 
1 — 2  und  1 — 5  aufgetragen  und 
an  A(l— 2)  die  Strecke  Ä(2— 3) 
gesetzt.  Die  in  den  Endpunkten 
von  Ä  (2— 3)  und  Ä(l— 5)  auf  diesen 
Strecken  errichteten  Lote  sind  die 
Oi-ter  von  3'  beziehungsweise  5'. 
Werden  die  Punkte  3'  und  5'  vor- 
läufig willkürlich  angenommen,  wird 
also  gewissermaßen  zunächst  vor- 
ausgesetzt, es  seien  die  Knoten  3  und  5  (statt  8  und  11)  in  festen,  den  Pol- 
strahlen 03'  und  05'  parallelen  Geraden  geführt,  so  lassen  sich  die  Punkte 
4',  6',  7',  8',  9',  10',  11'  schrittweise  bestimmen,  da  4  durch  zwei  Stäbe  mit  3  und  5 
verbunden  ist,  desgleichen  6  mit  2  imd  5,  u.  s.  f. 

Jetzt  hebe  man  die  Führung  der  Punkte  3  und  5  wieder  auf,  und  drehe  die 
Stäbe  2  —  3  und  1—5  so  um  die  in  Ruhe  bleibenden  Gelenke  1  und  2,  daß  8  eine 
Vei-sohiebung  8"0  erfährt.,  die,  mit  08'  zusammengesetzt,  eine  zur  Führung  8080 


Fig.  58  a. 
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parallele  Verschiebung  8 "8'  ergibt  und  ebenso  für  den  Punkt  11  eine  zu  11© — 11© 
parallele  Gesamtverschiebung  11"  11'  erhalten  wird.  Behufs  Darstellung  dieser  Be- 
wegung zeichne  man  im  Plane  Fig.  58b  eine  Figur  l"— 2"— 3"-4"  ...  8"  ...  11", 


Fig.  Ö8b. 

deren  Seiten  rechtwinklig  zu  den  ihnen  entsprechenden  Stäben  des  Fachwerks 
1 — 2 — 3 — 4  ...  8  ...  11  sind,  deren  Punkte  1",  2"  mit  0  zusammenfallen,  und 
deren  Punkte  8",  11"  in  gegebenen  Geraden  (g^  beziehungsweise  {g^)  liegen.  Die 
zu  So — 8o  parallele  {g^  ist  durch  den  Punkt  8'  bestimmt,  die  zu  11«  =:  Hq  parallele 
(^it)  durch  den  Punkt  11'.  Diese  rein  geometrische  Aufgabe  läßt  sich  mit  Hilfe  des 
folgenden  (bereits  im  ersten  Bande  mehrfach  benutzten)  Satzes  der  Geometrie  der 
Lage  lösen. 

Ändert  ein  n-Eck  in  der  Weise  seifte  Form,  daß  sämtliche  Seiten 
desselben  durch  feste  Punkte  eitler  und  derselben  Geraden  gehen  (die  im 
vorliegenden  Falle  die  unendlich  ferne  Gerade  ist)  während  n  —  1  Eck- 
punkte gerade  Linien  beschreiben,  so  bewegt  sich  auch  der  letxie  Etidpiifüct 
in  einer  Geraden. 
Man  nehme  auf  der  zum  Stabe  2 — 3  rechtwinkligen  Geraden  03"  zunächst 
zwei  beliebige  Punkte  (3/',  3,")  vei-suchsweise  an,  ebenso  auf  der  zu  1 — 5  recht- 
winkligen 05"  zwei  beliebige  Punkte  (5i,  5,),  ziehe  duich  3/'  und  3,"  gerade  Linien 
rechtwinklig  zum  Stabe  3 — 4  und  bestimme  auf  denselben  die  Schnittpunkte  4j  •  i, 
^1  * « )  4f '  1  f  ^  *  f  ^^^'  durch  5,  und  5,  rechtwinklig  zu  5 — 4  gelegten  Geraden.    Es 
sind  dann 

[0,  3.",  4, .  „  6,] ;  [0,  3,",  4,  •  „  6.] ;  [0,  3,",  4,  • , ,  6,] ;  [0,  3,",  4,  •  „  5J 
vier  versuchsweise  L/isungen  für  das  verlangte  Vierec^k  0,  3",  4",  5". 
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Der  ei-sten  Uisiing  entsprechen  die  Punkte  6, ,  7i  •  | ,  81  •  j , 
,,     zweiten     „  ,,  ,,        „       6,  ?  ^i  - 1 1  8|  • , , 

„    (Iritten      „  „  „        „       61,  7,  •  j,  8,  •  j, 

„     vierten     „  ,,  „        „       6,,  7, •,,  8,  •,. 

Die  Bestimmung  von  6j,  7i  •,,  84  •  1  erfolgt  der  Reihe  nach  mittels: 

5i-6iJ_5— 6,     0— 6iJ.2-6,    61— 7,  •  ^  J_  6— 7,    Si"— 7,  •  j  X  3— 7, 

7i  •  ,-8» . ,  ±  7-8,    i, .  1-8. .  1  ±  4-8, 
und  in  jgleicher  Weise  findet  man  6t, 8|*,. 

In  den  Punkten,  in  denen  die  Geraden  8j  • , — 81*,  und  8, -j — 8,«,  die  ge- 
gebene (g^  schneiden,  erhält  man  die  zu  (Sj",  3,")  geiiörenden  Lösungen  (81",  8,") 
und  kann  nun  in  der  Geraden  7|  •  1 — li  •  f  den  Punkt  7|"  bestimmen,  in  der  Geraden 
7, .  t-7, .,  den  Punkt  7,",  hierauf  6»",  6,"  und  5/',  5,".  (Die  Ermittlung  von  ^'^ 
und  4f"  ist  überflüssig.) 

Weiter  läßt  sich  jetzt  angeben: 

9,"  mittels  8/ —  9/'  ±   8—  9  und  öi"—  9,"  J.  5-  9 
10/'      „       9i"-10,"_L   9—10    „     6/— 10/' JL 6 -10 
11/'      „     10/'— 11/' 4. 10— 11    „     7/'— 11/' J.  7-11 
und  ebenso  9,",  10/',  11,",  worauf  11"  bestimmt  ist  als  Schnittpunkt  der  Geraden 
11/' — 11,"  mit  der  ziu*  Fühmng  11^> — ll^  parallelen  ^n.     Hat  man  aber  11"  ge- 
funden, so  kann  man  auch  10",  9",  8",  7",  6",  5",  4",  3"  ermitteln,   denn  es 
liegen  10/',  10/',  10"  in  einer  Geraden,  desgleichen  9/',  9/',  9"  u.  s.  w. 

Die  mitgeteilte  Lösung  gilt  für  jedes  m  und  n  und  bezieht  sich  auch  auf 
gegliederte  Scheiben  von  der  in  Abschnitt  YTTT  des  ersten  Bandes  beschriebenen 
Art.  Wird  die  Führung  des  Knotens  11  durch  einen  Stab  ersetzt,  der  11  mit  1 
verbindet,  so  liegt  11"  auf  einer  zum  Stabe  11 — 1  rechtwinkligen  Geraden,  deren 
Abstand  von  11'  gleich  der  Ijängenänderung  dieses  Stabes  ist.  (Vergl.  Beispiel  4, 
worin  der  Ort  von  8"  auf  diese  Weise  bestimmt  wurde.)  Auch  wenn  an  die  Stelle 
der  Stäbe  gegliederte  Scheiben  treten,  führt  das  entwickelte  Verfahren  zimi  Ziele. 

Zu  einer  anderen,  ebenfalls  allgemeinen  Lösung  führt  die  folgende  Betrachtung. 

Beseitigt  man  ^ie  vorhin  die  Stützungen  der  Punkte  8  und  11  (Fig.  58  a), 
nimmt  dafür  aber  an,  es  sei  jeder  der  Knoten  3  und  5  mit  einem  außerhalb  des 
Fachwerks  liegenden  festen  Punkte  durch  einen  Stab  verbunden,  und  legt  man  diesen 
Stäben  (die  zur  Unterscheidung  von  den  wirklichen  Fachwerkstäben  als  gedachte  be- 
zeichnet werden  mögen)  beliebige  Längenänderungen  Ax  und  Ay  bei,  so  lassen  sich 
die  Verschiebungen  sämtlicher  Knotenpunkte  durch  wiederholte  Lösung  der  ersten 
Hauptaufgabe  (Nr,  32)  bestimmen.  Punkt  8  wird  sich  im  allgemeinen  von  der 
Führung  80 — 80  entfernen;  die  Projektion  seiner  Verschiebung  auf  eine  zu  S^ — 8^ 
rechtwinklige  (lerade  wird  einen  endlichen  Wert  ög  annehmen,  und  ebenso  wird  sich 
auch  für  die  Projektion  der  Verschiebung  von  11  auf  eine  zu  11q — 11^>  rechtwinklige 
Gerade  ein  endlicher  Wert  8„  ergeben. 

Zwischen  d„  ^n  und  den  Ändeningen  der  Stablängen  bestehen  nach  Nr.  4 
Beziehungen  ersten  Grades,  die  sich  auf  die  Form 

m  /«s  =««  A^+ßs  Ay  +  V 

^^  Un  =  anÄa:+ßi,A2/  +  ö„' 

bringen  lassen,  worin  ög'  und  Äj/  von  den  Längenänderungen  der  wirklichen  Stäbe 
abhängig  sind  und  diejenigen  Werte  bezeichnen,  welche  d>  und  Ä,i  für  den  Fall  an- 
nehmen, daß  die  beiden  gedachten  Stäbe  starr  vorausgesetzt  werden  (Zastände  Ax=0 
und  Ay^O).    Verschwinden  auch  die  IJtngenänderungen  der  wirklichen  Stäbe  (was 
kurz  durch  As  =  0  angedeutet  werden  soll),  so  ergibt  sich  8g'=0,  Öi/=0. 
Weiter  bedeuten: 
Og,  ot,i  die  Werte  von  ög,  da  für  den  Zustand:    Aa;=l,    Ay  =  0,    A«  =  0; 
ßg,  P„    „        „         .,    Ög,  Ö,i    „      ,,  „         Aar  =  0,    Ay=l,    A«  =  0; 
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und  es  können  somit  die  sechs  Koeffizienten  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  I 
mit  Hilfe  von  drei  Yerschiebungsplänen,  welche  den  drei  angeführten  Zuständen  ent- 
sprechen, bestimmt  werden,  worauf  die  Bedingungen :  ö,  =  0  und  öj,  =  0,  d.  h. 

0«  Ax  +  ßg  Ay  +  V  =0 

«j,  Ax  -j-  Pii  ^^  +  ^ii'=  0 
diejenigen  Längenänderungen  Ax  und  \y  liefern,  welche  den  beiden  gedachten  Stäben 
zugeschrieben  werden  müssen. 

Es  leuchtet  ein,  daß  sich  auf  diesem  TVege  die  Ermittelung  der  Verschiebungen 
der  Knoten  jedes  statisch  bestimmten  Fachwerks  auf  die  wiederholte  Lösung  der 
ersten  Hauptaufgabe  und  die  Auflösung  einer  Gruppe  von  Gleichungen  ersten  Grades 
zurückführen  läßt. 

§  2. 

DarstelluoK  der  FormyeraoderuoK  voo  Stabzügeo  mit 

KeleokartiKen  Kooteo. 

39.  —  Werden  gerade  Stäbe  so  aneinander  gereiht,  daß  jeder  Stab 
nur  mit  dem  vorhergehenden  und  dem  nachfolgenden  zusammenhängt, 
so  entsteht  ein  Gebilde,  welchem  wir  den  Namen  Stabxvg  beilegen.  Die 
Knotenpunkte  bezeichnen  wir  mit  den  Ziffern  0,  1,  2,  .  .  .  (m  —  1), 
m,  (w-j-l)?  •  •  •  w,  die  Stablängen  mit  s^,  s^,  .  .  .  ä^,  .  .  .  ««  und 
die  Winkel,  welche  die  Mittellinien  aufeinander  folgender  Stäbe  ein- 
schließen, mit  ^1,  ^2,  .  .  .  X,  •  •  •  X-i-    Fig-  59. 


•/»>-/ 


Fig.  59. 

Greifen  alle  äußeren  Kräfte  in  den  Knotenpunkten  an,  und  sind 
die  Stäbe  durch  reibungslose  Gelenke  miteinander  verbunden  —  was 
beides  hier  vorausgesetzt  werden  möge  —  so  wird  jeder  Stab  nur  auf 
Zug  oder  Druck  beansprucht;  seine  Mittellinie  bleibt  gerade,  imd  die 
gegenseitigen  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  des  Gebildes  sind 
bestimmt  durch  die  Änderungen  As^,  A^g,  •  •  -,  A^^,  AS'g,  .  .  •  der 
Längen  s  und  Winkel  ^.  Eine  übei^sichtliche  Dai*stellung  dieser  Ver- 
schiebungen ist  u.  a.  von  Wert  für  die  Theorie  des  Fachwerks,  dessen 
Knotenpunkte  häufig  durch  Stabzüge  mit  leicht  zu  berechnenden  Winkel- 
änderungen A^  verbunden  werden  können. 
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Zunächst  werde  angenonunen ,  es  seien  sämtliche  A«  und  A'ir 
bekannt,  auch  werde  vorausgesetzt,  daß  die  Richtung  der  Achse  irgend 
eines  Stabes  und  ein  Punkt  dieser  Achse  festliegen,  beispielsweise  die 
Richtung  des  Stabes  s^  und  der  Knotenpunkt  0.  Die  übrigen  Stäbe 
(^2,  A3,  ...  5^,  ...  äJ  werden  sich  uni  gewisse  Winkel  ^,,  \j>j,  .  .  . 
^mi     '  '  ^n  drehen,  und  zwar  ist: 

vb2=A^i:    i|;3  =  ^2+A^2;    .  .  .:    \^«  =  tj>^^i  +  AX-i',   •  •  • 


Fig.  60  a. 

Wir  betrachten  nun  einen  beliebigen  Stab  ä,  dessen  Endpunkte 
die  Ordnungsziffem  a  und  b  tragen  mögen.  Mg.  60.  Der  Weg  aa'  des 
Punktes  a  sei  gegeben.  Behufs  Bestimmung  der  neuen  Lage  b'  des 
Punktes  b  verschieben  wir  den  Stab  ab  parallel  mit  sich  selbst  in  die 
Lage  a'fej,  ändern  seine  Länge  um  das  gegebene  Maß  ftift2  =  As  und 
drehen  ihn  schließlich  um  den  gegebenen  Winkel  ^.  Hierbei  be- 
schreibt 62  den  Kreisbogen 

der  aber  —  wiegen  der  Beschränkung  unserer  Untei*suchung  auf  sehr 
kleine  Verschiebungen  —  durcli  ein  in  ^2  ^^  ^'^2  ©rrichtetes  Lot  von 
der  Länge 

ersetzt  werden  darf. 

Es  empfiehlt  sich  nun,  die  Knotenpunktsverschiebungen  (wie  im 
§  1)  in  einer  besonderen  Figur  und  in  gehöriger  Vergrößerung  von 
einem  beliebig  gewählten  Pole  0  aus  aufzutragen,  so  zwar,  daß  jede 
Verschiebung  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  durch  einen  votji  Pole 
aii^sgehenden  Strahl  dargestellt  wird.  Li  Fig.  60  b  bezeichnet  Oa  die 
gegebene  Verschiebung  des  Punktes  a;  an  diese  wurde  die  dem  Stabe  s 
parallele  Strecke  A«  angetragen  imd  hieran  die  zu  s  rechtwinklige 
Strecke  p;  es  stellt  dann  der  Strahl  06'  die  gesuchte  Verschiebmig 
des  Punktes  b  vor. 

Auf  diese  Weise  sind  in  Fig.  59  b  die  Vei'schiebungen  der  Knoten- 
punkte des  in  der  Fig.  59  a  abgebildeten  Stabzuges  schrittweise  ermittelt 
worden.    Die  Werte  Hs  und  p  =.  6\j>  wurden  in  der  Reihenfolge 
A.9i,  Asg,  P2,  Aäjj,  Pj, A,<f„,  p«,  .  .  .  .,  As«,  p. 
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nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  aneinander  gesetzt,  wobei  allgemein 
^5«  II  Ä«,  P«.J_^«-  Anstatt  der  Zeichen  As^,  A.Vg,  ....  wurden  die 
kürzeren  AI,  A2,  ....  gebraucht.  Die  (in  der  Figur  nicht  aus- 
gezogenen) Polstralilen  Ol',  02',  03',  ....  stellen  nach  Größe,  Bich- 
tiuig  und  Sinn  die  gesuchten  Yerschiebungen  der  Knoten  1,  2,  3  .  .  . 
dar.  In  Mg.  59  geben  kleine  Pfeile  den  Drehungssinn  der  einzelnen 
Stäbe  an.  Einem  positiven  ^  entspricht  im  vorliegenden  Falle  eine 
Drehung  nach  links,  einem  negativen  eine  Drehung  nach  rechts.  Die 
an  die  Stäbe  gesetzten  (-(-)  und  ( — )  bedeuten  die  Vorzeichen  der 
entsprechenden  äs.  Die  ein  (-[-)  tragenden  Stäbe  werden  gedehnt, 
die  übrigen  verkürzt. 

Wii'd  der  Stabzug  in  einer  anderen  als  der  eben  vorausgesetzten 
Art  gestützt,  so  nehme  man  zuerst  die  Richtung  irgend  einer  Stabachse 
und  einen  Punkt  derselben  als  festliegend  an,  zeichne  den  Verschiebungs- 
plan auf  die  beschriebene  Weise  und  erteile  hierauf  dem  nunmehr  als 
starres  Ganzes  zu  betrachtenden  Gebilde  eine  Bewegung,  diu-ch  welche 
die  wirklichen  Auflagerbedingungen  befriedigt  werden.  Die  Verschie- 
bungen, welche  die  Knotenpunkte  infolge  dieser  zweiten  Bewegung 
erfahren,  werden  —  genau  wie  im  §  1  (Nr.  33)  —  durch  Strahlen 
m"0  dargestellt,  die  nach  dem  Pole  hinzeigen,  und  deren  Zusammen- 
setzung mit  den  Strahlen  Om'  die  Gesamtvei'schiebungen  m'm  liefern 
(Hg.  36,  S.  62). 

Wir  werden  die  Ergebnisse  der  vorstehenden  Betrachtungen  haupt- 
sächlich auf  die  Darstellung  der  Formänderungen  von  gegliederten 
Scheiben  anwenden,  die  sich  in  Dreiecke  zerlegen  lassen.  Die  Winkel  ^, 
zwischen  den  aufeinander  folgenden  Seiten  der  die  Knotenpunkte  der- 
artiger Scheiben  verbindenden  Stabzüge  sind  entweder  Dreieckswänkel, 
oder  sie  setzen  sich  aus  solchen  zusammen,  und  es  erfordert  daher  die 
Berechnung  der  A^  nur  die  Lösung  der  folgenden,  auch  für  spätere 
Untersuchungen  sehr  wichtigen  Aufgabe: 

40.  —  Zweite  Hauptaufgabe.  Gegeben  seien  die  Andenmgen 
A^i,  A5,,  A53  der  Seitenlängen  Sj,  «,,  «3  eines  Dreiecks  ABC^  gesucht 
die  Änderungen  Aa^,  Aa,,  Aa,  der  Winkel  a^,  a,,  aj.    Fig.  61a. 

Zu  einer  sehr  einfachen  Darstellung  der  Aa  gelangt  man  mit  Hilfe 
eines  Williotschen  Verschiebimgsplanes.  Man  nehme  A  und  die  Sich- 
tung der  Seite  ^i?  als  festliegend  an.  Dann  fällt  A^  mit  dem  Pole  0 
zusammen  (Fig.  61b)  imd  ÄB'=äs^  gibt  die  Verschiebung  von  B  an. 
In  A'  und  B'  trage  man  die  Sü'ecken  As^  imd  As^  an  und  errichte 
auf  diesen  in  ihren  Endpunkten  Lote,  deren  Schnittpunkt  C"  die  Ver- 
schiebung OC  von  C  bestimmt.  Denkt  man  sich  nun  den  Punkt  C 
auf  dem  in  Xr.  39  beschriebenen  Wege  mittels  der  dem  Stabe  s^  ent- 
sprechenden Werte  As,  und  pg  =:  s^^^  gefunden,  so  erkennt  man,  daß 
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das  Lot  C'C^  von  C  auf  A«,  gleich  p,  ist.    Der  Stab  s^  dreht  sich 
aber,  da  s^  festliegt,  um  Aa^;  es  ergibt  sich  daher: 


C'C^  =?«  =-'»8Aai, 


^Ao^ 


Fig.  61a. 


Fig.  61b. 


und  ebenso  findet  man  (indem  man  den  Pol  von  Ä  nach  B'  verlegt^ 
also  B  als  ruhend  ansieht): 

Wir  bezeichnen  nun  den  Schnittpunkt  von  öls^  und  A«,  mit  Q,  er- 
richten in  einem  beliebigen  Punkte  0  der  Ä'B'  auf  dieser  Geraden  eia 
Lot,  ziehen  durch  C^^  Cg,  C,  Parallelen  zu  ÄB\  welche  jenes  Lot  in 
1,  2,  3  schneiden  und  erhalten: 


Ol  :  ASj  =  h  :  s^ ;     Öl  =  Aäj 


A.    Ö2  =  ^Ä;     Ö3  =  ^^A, 


WO  A  die  zu  J.ß  rechtwinklige  Höhe  des  Dreiecks  ABC  bedeutet 

Weiter  projizieren  wir  die  Strecken  C, C  luid  C^C  auf  eine  zur 
Ä'B'  parallele  Gerade  imd  finden  für  die  Projektionen  die  Werte: 

C,  C  sin  ttj  ^=  p,  sin  ol^  =  ä,  sin  a^Aa,  =  Aa, A  und  C^  C  sin  a,  =  Aex^A, 

deren  algebraische  Summe  =  —  Aa^A  ist,  weil  die  Summe  der  Dreiecks- 
winkel auch  nach  der  Formänderung  180°  beträgt,  mithin 

Attj  +  Aocj  +  Atta  =  0  ist 

Ersetzt  man  in  Kg.  61b   die  Längenänderungen  A.Vi,   A*',,   Aä, 

durch    die  Verhältniszahlen  — r--,     —=-^.     —^  (welche    nach    einem 

h    \     h  h      ^ 

ZaÄfewmaßstabe   durch  Sti*ecken    dargestellt  werden),   so  liefert  diese 

Figur  die  Werte  Aa,,  Aa,,  Aaj. 

Es  braucht  übrigens  nur  das  durch  die  Punkte  1,  3,  2  bestimmte 

Viereck   C^C^C^C  gezeichnet  zu  werden.  •  3  wird  beliebig  gewählt; 

1  imd  2  haben  von  3  die  Abstände: 


31=-^^^  —  -^^;     23  =  -^^—- 


Ä' 


Ä, 


3 


Sc 


S, 
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Behufs  Vermeidung  von  Fehlem  bei  der  Feststellung  der  Vor- 
zeichen der  Aa,  versehe  man  die  Strecken  C^C  und  C^C  mit  Pfeilen, 
die  nach  C  hinzeigen.  Diese  Pfeile  geben  an,  in  welchem  Sinne  sich 
die  Seiten  s^  und  s^  gegen  die  Seite  s^  drehen.  In  dem  in  der  Figur 
dargestellten  Falle  dreht  sich  5,  nach  rechts,  «j  nach  links;  Aa^  und 
Ao,  sind  also  positiv,  während  sich  für  Aaj  ein  negativer  Wert  ergibt 

Aus  der  Fig.  61b,  deren  Längenabmessungen  wir  uns  durch  h 
dividiert  denken,  läßt  sich  auch  eine  einfache  Formel  ableiten.  Es  ist 
nämlich: 


^«^»~(^ 


—  Aa,  ==  (7,  (7j  cos  a^  -f-  G,  C\  cos  o, 

As. 


,,  *?3   /  sm  ttj  \  «1  «3  /  sm  o, 

und  es  folgt  daher: 


(1)         A.,  =  (-^3-^;0cotga,+(- 


As 


8 


As, 


2 


S3  Sj     -^  V    Sj  Sj 


jcotgaj. 


Sind  die  Längenänderungen  lediglich  Folge  von  Spannkräften  iSj, 
*Si  'S'3,  welche  die  Spannungen 


"«  =  i^,' 


^s  = 


F, 


erzeugen,  so  hat  man 

ASi ^i 

Bei  gleich  großen  Elastizitätsziffem  (E)  ergibt  sich 

-BAa,  =  (a,  —  a,)  cotg  a,  +  ((jj  —  a,)  cotg  04 


ASj 
s. 


X' 


A^s    <^s 


s. 


^. 


(2) 


Eäa^  =  (a,  —  öj)  cotg  aj  +  (ö,  —  öj  cotg  Og 
JPAa,  =  (a,  —  öj)  cotg  tts  +  (öl  —  ö,)  cotg  04. 


-JF^Jök 


e^x. 


Q 


-£itfj 


Fig.  62  a. 


Fig.  62  b. 


Fig.  62  c. 


In  diesem  Falle  ist  es  zweckmäßig,  die  Weihte  ü'Aa  (an  Stelle  der  Aa) 

As 
durch  Zeichnung   darzustellen,   also  in  Fig.  61b  die  — h  durch  die 

8 

entsprechenden  c  zu  ersetzen.    Man  gelangt  dann  zu  dem  in  der  Fig.  62 
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angegebenen  Verfahren,  das  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  mehr 
bedarf.  Zu  achten  ist  auf  die  Yorzeichen  der  Spannungsunterschiede 
a^  —  (jj  xmd  a,  —  Ö3.  In  Fig.  62  b  wurden  beide  Werte  positiv  an- 
genommen, in  Rg.  63  c  der  erste  positiv,  der  andere  negativ.  In  letz- 
terer Figur  wurde  Q  mit  3  zusanmienfallend  gewählt.  Hinsichtlich  der 
Vorzeichen  der  Winkeländerungen  stimmt  Fig.  62  b  mit  Fig.  61b  überein. 
In  dem  in  der  Fig.  62  c  dargestellten  Falle  erfährt  sowohl  s^  als  auch 
«2  eine  Drehmig  nach  rechts;  es  ist  mithin  Aa,  negativ,  Aa^  positiv. 

Will  man  die  AVerte  EAa  berechnen j  so  führt  man  zweckmäßig  die  Hilfs- 
größen ein: 

Ui  =  cotg  ttj  (a,  —  aj);     t^  =  cotg  o,  (a,  —  aj;     w,  =  cotg  a,  (a^  —  a,) 
und  hat  daim: 

J?Aai  =  b», —  coi;     jE^Aa,  =  (di  —  u,;     JS'Aat  =  cd,  —  cd|. 

Zur  besseren  Übersicht  schreibe  man  auf  jede  Dreieckseite  die 
betreffende  Spannung  und  in  jeden  Winkel  dessen  Kotangente, 
wie  dies  Fig.  63  angibt.  Für  das  dort  dai-gestelite  (mit  dem 
Dreieck  11—12—13  des  auf  Tafel  2  abgebildeten  Fischbauch- 
trägei-s  übereinstimmende)  Dreieck,  in  dessen  Seiten  die  Span- 
nungen: 

—  141,  +  463,  —  17  kigr  f.  d.  gern 
heiTschen,  erhält  man: 
a-'^fsf^  Wi  =  0,496  (+ 463  +    17)  =  +  238: 

psv   fio  «,  =  1,079  (-    17 +  141)  =  +134 

^^^-  ^'^'  w,  =  0,295  (—  141  —  463)  =  — 178 

i^Aa,  =  —  178  —  134  =  —  312*  f.  d.  qcm-,       EAa^  =  +  238  +  178  =  +  416; 
E^oL^=z  134  —  238  =  —  104. 

Sehr  zweckmäßig  Ist  es  auch,  die  Werte  u  zeichnerisch  zu  ermitteln  und  hierzu 
ein  in  möglichst  großem  Maßstabe  angefertigtes  Ti'ägemetz  zu  benutzen.  Fig.  64 
(Tafel  2,  welche  zwei  Dreiecke  des  auf  dieser  Tafel  abgebildeten  Fischbauchtiigers 
darstellt)  gibt  eine  Anordnung  an,  die  recht  übersichtlich  ist.  Die  auf  den  Stäben 
stehenden  roten  Zahlen  bedeuten  die  Spannungen  in  klgr  f.  d.  qcm.  Die  Spannungs- 
unterechiede  in  den  die  Winkel  a,,  et,,  o,  einschließenden  Seiten  sind  für  das  Dreieck  /: 

+  463+17  =  +  480;    —  17  +  141  =  + 124;    —  141  —  463  =  —  604 
und  für  das  Dreieck  U: 

—  128 +141  =  +13;     —141 +  576  =  +  435;    —576  + 128  =  -  448; 
dieselben  werden  beziehungsweise  mit  cotgaj,  cotgot,,  cotg«,  multipliziert.    Die  Er- 
gebnisse sind  für  das  Dreieck  /: 

»i  =  +  238;     CO,  =  +  134;     «,  =  —178 
und  für  das  Dreieck  //: 

CO,  =+13;      w,  =  +177;     «,  =  — 183. 
Die  Sti-ecken,  welche  diese  Werte  u  darstellen,  wurden  in  Fig.  64  durch  Doppel- 
linien bezeichnet.    Der  Spaunungsmaßstab  lautet:  4 "•"•=100*  f.  d.  qcm\  nur  fiir  Wj 
im  Dreieck  U  w^urde  der  Maßstab  1  •«»  =  1*  f.  d.  qcm  gewählt. 

Ist  für  jedes  Dreieck  nur  eine  Winkeländerung  A  a  zu  bestinunen  [ein  Fall,  der 
vorliegt,  wenn  das  Fachwerk  in  Fig.  77  (Seite  95)  durch  den  mittels  kräftiger  Linien 
angedeuteten  Stabzug  ersetzt  werden  soll]  so  gewährt  die  folgende  Darstellungsweise 
die  beste  Übersicht.  Vom  Scheitel  Ä  Fig.  65  des  fraglichen  Winkels  0^  wird  auf 
die  gegenüberliegende  Seite  ein  Lot  gefällt,  und  auf  diesem  werden  die  absoluten 
Werte  der  Spannungsunterschiede  aufgetragen,  indem 

^4  ^1,  =  Qj  —  a,    und    .1 .1,  =  a,  —  a. 
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gemacht  wird.  Zieht  man  nun  J., B ||  5„  ebenso  A^C\\  «j,  so  ist  ÄiB  =  (aj  —  ag)  cotg a, 
und  ^-l,C=(ai  —  aj)cotgaj.    Die  Vorzeichen  werden  an  die  Strecken  geschrieben. 
In  Fig.  65  ist  Qj  >  a,  und  a,  >>  a,  vorausgasetzt  worden. 
Dann  folgt: 

Te?nperaturänderungen  können  nach  Seite  2 

durch  Vergrößerung  der  Spannungen  c  =  -jt  um 

tEt    berücksichtigt    werden.     Ist   beispielsweise 
für    einen    schweiJSeisernen  Stab:    iS==  20000^, 

F^=bQqcm^  also   -^=400,  und  wird  der  Stab 

um  30°  C.  erwärmt,   so   ist  demselben   bei  Er-  Fig.  65. 

mittlung  der  i?Aa  nach  dem  zuletzt  beschriebenen 
Terfahren  eine  Spannung  ö  =  400  +  zEt  =  400  +  22  •  30  =  1060^  f.  d. 
qem   zuzuschreiben,    wobei  s  =  0,000012   und  ^=1800000   ange- 
nommen   wurden.     Im   Falle    einer  Abkühlung   um  30°    erhält  man 
a  =  400  —  22 .  30  =  —  260. 

41.  üntersnohimg  der  Formändemng  eines  Fachwerkbalkens. 
Zahlenbeispiel.  (Mguren  auf  Tafel  2.)  Es  sollen  die  Verschiebungen 
der  Knotenpunkte  der  imteren  Gurtung  des  auf  Tafel  2  abgebildeten 
Hauptträgers  einer  zweigleisigen  Eisenbahnbrücke  für  die  in  Fig.  66 
angegebene  Probebelastung  bestimmt  werden.*)  Die  durch  diese  Be- 
lastung erzeugten  Spannkräfte  sind  in  Fig.  67  auf  folgende  Weise  er- 
mittelt worden. 

Mit  beliebiger  Polweite  H  wurde  in  Fig.  66  zu  den  Achsenbe- 
lastungen eine  Seülinie  gezeichnet  und  in  diese  ein  Polygon  /  //  III. . .  X 
einbeschrieben,  dessen  Ecken  den  in  der  oberen  Gurtung  liegenden 
Angriffspunkten  0,  2,  4,  ....  18,  20  der  Zwischenträger  entsprechen. 
Hierauf  wurden  in  Fig.  67  mittels  eines  Büschels,  dessen  Strahlen  7, 
11^  ,  . .  X  parallel  den  gleichbezeichneten  Polygonseiten  sind,  auf  einer 
vom  Mittelpunkte  0  des  Büschels  um  H  entfernten  Senkrechten  die 
Knotenlasten  P,,  P^,  Pg,  .  .  .  .  P,g  abgeschnitten  und  durch  einen 
zur  Schlußlinie  des  Seilpolygous  pai*allelen  Strahl  s  die  an  den  Stütz- 
punkten 0  und  20  angreifenden  Auflagerdrücke  A  und  B  bestimmt 
Schließlich  wurde  ein  Cremonaseher  Kräfteplan  gezeichnet.  In  dem- 
selben bedeuten: 

Ol,  Oj,  O5,  .  .  .  die  Spannkräfte  der  oberen  Gurtung, 
t/j,  f/j,  Ü4,  .  .  .    „  „  „    unteren       „ 

Dj,  Dg,  2)4,  .  .  .    „  „  „    Füllungsstäbe. 


*)  Bei  Belastungsproben  handelt  es  sich  stets  uin  die  Ermittlung  der  von  der 
beweglichen  Belastung  allein  hervorgenifenen  Durchbiegungen.  • 
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Die  Figuren  68  und  69  bieten  eine  übersichtliehe  Zusammen- 
Stellung  der  Stablängen  (in  cm)^  Querschnittsinhalte  (gern),  Spannkräfte 
(Tannen)  und  Spannungen  (kilogr,  f.  d.  qcm).  Die  in  den  Figuren  70 
bis  75  abgebildeten  Querschnitte  wurden  voll  gerechnet;  die  Elastizitäts- 
ziffer wurde  (für  Schweißeisen)  =  1800000**  f.  d.  (^c/w  angenommen. 

Der  Füllungstab  1-^2  erhält  den  Quei-schnitt:  Fig.  72  mit  F=b2  qcm 
Die  Füllungsst.    2-3,3— 4  erhalten         „      Fig.  73    „    -F=60    „ 

4—5,5-6,6—7,7—8    „      Fig.  74    „    F=6S    „ 
8—9,9—10  „      Fig.  75    „    i?^=90    ,, 

Fig.  76  zeigt  den  Verschiebungsplan  der  einen  Stabzug  bildenden 
unteren  Gurtung.  Die  nach  Nr.  40  ermittelten  Wei-te  F^a  der  an 
dieser  Gurtung  liegenden  Dreieckswinkel  a  sind  in  die  betreffenden 
Winkel  eingeschrieben  worden;  sie  bestimmen  die  Änderungen  Ai'  der 
Stabzugsw^inkel  5r.  Zuerst  wurde  der  Knoten  9  und  die  Richtung  des 
Stabes  7 — 9  festliegend,  der  Stabzug  aber  sonst  frei  angenommen.  Es 
entspricht  dann: 

dem  Stabe  7—5  der  Wert  £'+7-5  =  ^A^^  =  +  212  +  363  +  294 

=  +  869*^  f.  d.  qcffh 
„        „      5—3    „       „      ^tj>,_3  =  +  869  +  (301 -h  439  +  426) 

=  +  2035, 
„      3—1    „        „      ^4>3_i=  2035 +  (447 +  541 +  412) 

=  +  3435 
„      1-0    „       „      ^iJ>i.o=  3435 +  (2170 +  926) 

=  +  6531, 
und  ebenso  ergeben  sich  für  die  rechts  an  9  sich  schließenden  Stäbe 
der  Eeilie  nach  die  Werte: 

E^],  =  8ö0;     1754;     2433;     3421;    4943;     8389. 

Alle  auf  der  linken  Seite  des  rulienden  Stabes  7 — 9  befindlichen 
Stäbe  erfahren  eine  Drehung  nach  rechts,  die  auf  der  rechten  Seite 
eine  Drehung  nach  links. 

Für  den  Stab  0  —  1  erhält  man  nun 

Po-  =  - + = '-^ = 271-  rsSö = «'^«3- = «'»3"" 

für  den  folgenden  Stab :  p  =  6,21"""  u.  s.  f.    Diese  Werte  wurden  in 
Fig.  66  (in  Klanmiern)  an  die  einzelnen  Stäbe  geschrieben;  desgleichen 

wurden  die  Längenändenmgen  ^s  =  jt^  =  -^  angegeben.    Für  den 

Stab  0—1  ergibt  sich  z.  B.:  A5o_i  =|^ööloO  '^^'°^^""'^^'''^"'** 

Nach  Erledigung  dieser  Rechnungen  konnte  der  Yerschiebungsplan 
aufgetragen  werden.  An  die  Strecke  7'  —  9'  =  A^^.^  ^  0,94"""  (Maß- 
stab 2:1)  wurden  links  der  Reihe  nach  angetragen: 
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As,_^  =  0,98*-,     P7_5  =  1,77"-,     ^s,_,  =  1,00--,     p5_3  =  4,25 

u.  s.  w. 

und  rechts  die  Strecken: 

A^»-ii  ==  0,95--  P9_ii  =  1,70-,  A5ii_i3  =  0,93-,  g,,^,^  =  3,53"- 

u.  s.  f. 

Die  Endpunkte  der  Sti-ecken  p^.g,  pg.j,  .  .  .  bestimmen  die  Punkte 
5',  3',  .... ,  diejenigen  von  pe-n,  Pn-is,  ...  die  Punkte  11',  13',  .  .  . 

Schließlich  wurde  zur  Erfüllung  der  wirklichen  Auflagerbedin- 
gungen geschritten  und  die  dem  Stabzuge  0  —  1  —  3  —  5...  19  —  20 
ähnliche  Figur  0"  — 1"  — 3"  — 5"  .  .  .  19"  — 20"  gezeichnet  Der 
Punkt  0"  fällt  mit  0'  zusammen,  weil  Knoten  0  festliegt,  während  20" 
auf  der  Wagerechten  durch  20'  liegen  muß,  da  der  Knoten  20  auf 
einer  wagerechten  Auflagerbahn  gefülu-t  wird;  0" — 20"  ist  rechtwinklig 
zu  0—20.*) 

Damit  sind  die  Yerschiebungen  1"  1',  3"  3',  ...  .  der  Knoten 
1,  3,  ...  .  nacli  Größe,  Richtung  und  Sinn  bestinunt. 

In  Fig.  76  wurde  noch  die  Biegungslinie  der  unteren  Gurtung 
eingeti-agen.  Die  Eckpunkte  0^,  1q,  3o,  .  .  .  .  derselben  liegen  senk- 
recht unter  den  entsprechenden  Knoten  0,  1,  3,  ...  .  luid  auf  den 
Wagerechten  durch  die  Punkte  0',  1',  3',  .  .  .  .  ;  die  größte  senkrechte 
Verschiebung  (28,8—)  erfährt  der  Knotenpunkt  9.  Wird  nur  das 
Biegungspolvgon  gesucht,  so  braucht  die  Figur  0"  —  1"  —  2"  .  .  .  20" 
nicht  gezeichnet  zu  werden. 


Will  man  die  Verschiebungen  sämtlicher  Knotenpunkte  haben,  so  muß  man 
den  in  Fig.  77  kräftig  ausgezogenen  Stabziig  0 — 1 — 2  —  3  .  .  .  18  — 19  —  20  unter- 
suchen.    In  Fig.  77  sind  die  Längenänderungen  der  Stäbe  (in  ww)  und  in  Fig.  78 

*)  Probe:  Die  Vei-schiebung  20" — 20'  muß  im  vorliegenden  Falle  gleich  der 
Sonrnie  der  längenändeiimgen  Hs  der  Stäbe  der  oberen  Gurtimg  sein.  Da  diese 
Stäbe  gleiche  Länge  und  gleichen  Querschnitt  haben,  so  findet  man: 

9fp— öfP         '^     ^^      360-1592000*        ....^^...^^ 
^   -^  =i?F^^^  =  l8ÖÖ000T278-=^^'^^     =^^'^     • 
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die  Werte  E\a,  (in  klg  f.  d.  qcm)  angegeben  woixien.  Dem  Leser  wiitl  empfohlen, 
diese  Aufgabe  zu  lösen.  Es  ist  zweckmäßig,  zuerst  den  Knoten  10  und  die  Richtung 
des  Stabes  10 — 9  als  nihend  anzusehen. 

42.  —  Wir  wollen  die  im  vorstehenden  gelehrte  Darstellim^- 
weise  der  Verschiebungen  kiu'z  das  Stahxugverfahren  nennen;  dasselbe 
liefert  übersichtlichere  Figuren  als  das  Verfahren  von  Williot  und  ver- 
dient namentlich  dann  den  Vorzug,  wenn  die  nach  Williot  zur  Be- 
stimmung der  Punkte  in  auf  den  As  zu  errichtenden  Lote  sich  unter 
sehr  spitzen  Winkeln  schneiden.  Dagegen  erfoi*deii;  das  Stabzugver- 
fahren etwas  mehr  Zeit,  es  sei  denn,  daß  die  Winkeländerungen  noch 
anderweitig  gebraucht  werden,  was  beispielsweise  der  Fall  ist,  wenn 
für  ein  unter  der  Voraussetzung  gelenkaitiger  Knoten  berechnetes,  in 
Wirklichkeit  aber  vernietetes  Fachwerk  die  von  den  festen  Verbindimgen 
herrührenden  Spannungsäuderiuigen  nachgewiesen  werden  sollen  —  eine 
Aufgabe,  die  sich,  wie  in.  der  zweiten  Abteilung  dieses  Bandes  gezeigt 
werden  wird,  mit  Hilfe  der  Winkeländenmgen  besonders  einfach  lösen 
läßt  Hierbei  wird  allerdings  vorausgesetzt,  daß  diese  Zusatzspannungen 
(welche  auch  Nebenspannungen  heißen)  und  die  Verschiebungen  für 
ein  und  denselben  Belastungszustand  verlangt  werden,  ein  Fall,  der 
häufig  eintritt 

Auch  die  Anwendung  eines  gemischten  Verfahrens  ist  oft  am 
Platze.  So  kann  es  z.  B.  vorfeilhaft  sein,  bei  Untersuchung  der  in  den 
Figuren  50  bis  56  dargestellten  Träger  die  für  die  einzelnen  Scheiben 
erforderlichen  Sonderpläne  nach  dem  Stabzug\^erfahren  zu  zeichnen, 
während  es  im  übrigen  zweckmäßig  ist,  den  früher  befolgten  Weg  ein- 
zuschlagen. 

43.  Zeiolmerisolie  Ermittelong  der  Werte  p.  Wir  betrachten  (wie 
in  Nr.  39)  einen  Stabzug  0  —  1  —  2 —  ...  — n  Fig.  79,  dessen 
Knoten  0  und  Stabrichtung  0  —  1  festliegen  und  suchen  die  nur  von 
den  Winkeländerungen  AS'  abhängigen  Verschiebungen,  nehmen  also 
an,  es  seien  sämtliche  A«  ^  0.  Der  Vcrsehiebimgsplan  besteht 
dann  aus  einem  Linienzuge  0  —  2'  —  3' —  ...  — n\  dessen  Seiten 

Ö2'  =  pg  =  «2 A'ir^,  2'3'  =  p3  =  .s'gA^,  .  .  .  beziehungsweise  recht- 
winklig zu  den  Stäben  Sg,  ,Sg,  .  .  .  sind,  und  der  offenbar  bestinmit  ist, 
sobald  die  Projektionen  S^',  63',  .  .  .  der  Verschiebimgen  02',  03',  .  .  . 
auf  eine  Gerade  AB  (deren  Richtung  aber  keiner  der  Stabachsen 
paraUol  sein  darf,  damit  sie  von  keiner  Seite  p  rechtwinklig  geschnitten 
wird)  gegeben  sind. 

Die  Seitenverschiebimgen  8'  lassen  sich  sehr  leicht  finden.  Dazu 
nehmen  wir  zunächst  an,  es  ändere  sich  nui'  der  Winkel  5*1,  es  drehe 
sich  also  der  Stabzug  1 — 2 —  .  .  .  ti  um  A^i-  Punkt  w,  der  vom  Dreh- 
pimkte  1  den  Abstand  e  haben  möge,  verschiebt  sich  in  einer  zur  Geraden 
1  —  m  rechtwinkligen  Richtung  und  um  eine  Strecke:  S^-^^eA^j, 
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deren    Projektion   ij ,  j   auf   die    zur  AB  parallele    mmi   durch  die 
Gleichung: 

bestimmt  ist,   worin  x^  den  Abstand  des  Knotens  1  von  der  Geraden 
fnm^  bedeutet     Man  erhält: 

und,    wenn   sämtliche  Winkel   die  vorgeschriebenen  Änderungen  A^ 
erfahren: 

(3)         6j  =  Xi  A^i  4"-*^«^%  +  •  •  •  ^«-i^^-i-i  =  ^xAi'. 

Die  Winkeländerungen  AX,  AX+,,  .  .  .  sind  ohne  Einfluß  auf  die 
Bewegung  von  m. 


Fig.  79. 

Der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  stehende  Ausdruck 
läßt  sich  nun  deuten  als  das  auf  den  Punkt  m  bezogene  statische  Mo- 
ment von  Kräften  A^^,  A^,  ....  A^„_i,  welche  in  den  links  von  m 
gelegenen  Knotenpunkten  angreifen  und  die  Richtung  AB  haben,  und 
hieraus  (und  aus  Band  I)  ergibt  sich  das  folgende  Verfahren,  die 
Werte  p  durch  Zeichnung  zu  bestimmen. 

Man  zeichne  zu  den  Gewichten*)  A^i,  A%,  .  .  .  AX-i  niit  der 
Polweite  1  (ZoAfeneinheit)  ein  Seilpolygon,  dessen  erste  Seite  zweck- 
mäßig rechtwinklig  zu  -4-B  angenommen  wird.    Die  den  Knotenpunkten 


*)  Der  Ausdruck  Gewicht  ist  hier  natürlich  in  mathematischem  Sinne  zu  nehmen. 
Die  L^  sind  Zahlen,  ihre  Auftragung  macht  die  Anfertigung  eines  besonderen  Zahlen- 
maßstabes  nötig. 

Mflller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  7 
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2,  3,  ...  w,  ...  n  entsprechenden,  parallel  zxi  AB  gemessenen  Ab- 
stände des  Seilpolygons  von  der  Seite  I  sind  dann  beziehnngsweise 
=  Sj',  63',  .  .  .  8J,  .  .  .  6/.  Zieht  man  also  durch  die  Punkte  1, 
2,  ...  TW,  ...  w  des  Seilpolygons  Parallelen  zur  Seite  I  und  zeichnet 
einen  Linienzug  0'2' . .  .  m' . ,  .  n\  dessen  Ecken  in  jenen  Parallelen 
liegen,  und  dessen  Seiten  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Seiten 
des  Stabzuges  sind,  so  erhält  man  die  Werte: 

P,=Ö^^^2',  p3  =  2'^^3',  .  .  .  ,  p,  =  (n  — ir-n'. 

Will  man  diese  Strecken  p  in  v-facher  Yergrößerung  erhalten,  so 

ersetze   mm   die  A^   durch   die  Gewichte  vAi'   oder   die  Polweite  1 

1    • 
durch  die  Polweite 

V 

In  Pig.  79  wurde  angenommen,  daß  die  Winkel  ^«.i  und  X  ab- 
nehmen, alle  übrigen  i'  hingegen  eine  Vergrößerung  erfahren. 

"Wir  empfehlen  dem  Leser,  die  auf  Tafel  2  in  Fig.  76  angegebenen  Werte  p 
durch  Zeichnung  zu  bestinmien  und  die  Ergebnisse  mit  den  durch  die  Rechnung 
gewonnenen  zu  vergleichen.  Sollen  die  p  im  Maßstabe  2 : 1  erhalten  werden,  so  sind 
(wenn  die  Polweite  =  1  gewählt  wird)  die  Knoten  des  im  Maßstabe  1 :  300  gezeich- 
neten Fachwerks  mit  den  Gewichten  2 » 300^^  =  ToT^VTSnÄ  =  q  nnn  ^^   belasten. 

loOOOOO        o  000 

Dem  Knoten  1  entspricht  z.  B.  EAb  =  2110  +  926  =  3096,  und  es  ist  daher  seine 
Belastung  =  1,032. 

44.  L&ngenändenmg  einer  Stabzugselme.  Eine  für  die  Folge 
wichtige  Aufgabe  besteht  darin,  die  Längenänderung  der  zwei  Knoten 
0  und  n  eines  Stabzuges  (Kg.  80)  verbindenden  Sehne  durch  die 
Längenänderungen  As  und  Winkeländerungen  Ai'  auszudrücken.  "Wir 
bezeichnen  den  Abstand  irgendeines  Knotens  m  von  der  Seime  0  —  n 
mit  «/^,  den  Neigungswinkel  des  Stabes  $^  g^g^^'^  die  0  —  n  mit  9« 
und  setzen  5«  cos  9^  =  6«. 

Die  Vergrößerung  von  ^^  um  Ä^„  erzeugt  für  sich  allein 
AZ  =  y„A5'«,  ein  Ergebnis,  das  ohne  weiteres  aus  Nr.  43  (und  auch 
aus  Rg.  80)  folgt,  während  der  Änderung  der  Stablänge  s^  um  As» 
AZ=A5«cos9»  entspricht.    Im  ganzen  entsteht  daher: 

A«  =  2y«A^^  +  2A5«  cos  9^*) 
1  I 

imd  für  den  FaU  ^  =  0  (wegen  A5  =  -^j: 

(4)         A/  =  Sy^A*»  +  2^e^. 

*)  Sy«A&«  =  2y«,A^»  l)edeutet  die  Summe  der  AVerte  ^lA^i,  y^AX  .  .  . 
bis  y«-iAä„.i. 
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Will  man  diese  Formel  auch  dann  anwenden,  wenn  Temperatur* 
änderungen  berücksichtigt  werden  sollen,  so  muß  man  die  Spannung 

<j  =  -^  um  den  Betrag  tEt  erhöhen.    Yergl.  den  Schluß  von  Nr.  40. 


/»• 


.  (Kg.  81) 
.  .  deuten, 


Fig.  80. 

Der  Ausdruck  2^A^  läßt  sich  als  das  auf  die  Sehne  0  —  n  be- 
zogene statisclie  Moment  von  Gewichten  A^i,  A^,,  ...  deuten,  welche 
in  den  Knoten  1,2,...  des  Stabzuges  angreifen  und  parallel  zu  0  —  n 
sind.  Es  ist  also  möglich,  diesen  Ausdruck  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons 
darzustellen. 

§3. 

Die  Biegungslinie  als  Seilpolygon  betrachtet. 

45.  Aoffassang  eines  beliebigen  Polygons  als  Seilpolygon.  Jeder 
aus  Geraden  bestehende  Linienzug  0  —  1  —  2  —  3  —  . 
läßt  sich  als  das  Seilpolygon  endlicher  Kräfte  Pi,  Pg,  Pj, 
die  in  den  Punkten  1,  2, 
3, . . .  angreifen,  und  deren 
Kichtungen  innerhalb  ge- 
wisser Grenzeii  willkürlich 
gewählt  werden  dürfen. 
Das  Größenverhältnis  die- 
ser Kräfte  ist  durch  die 
Seiten  eines  zweiten  Linien- 
zuges ABCD  ...  be- 
stimmt, dessen  Ecken  auf 
den  durch  einen  beliebigen 
Pol  O  parallel  zu  den  Ge- 
raden 0—1, 1—2, 2—3, .. . 
gezogenen  Strahlen  J,  //,  ZZ7, . . .  liegen,  und  dessen  Seiten  -4P,  P(7,  CD, . . . 
die  Richtimgen  der  Kräfte  Pj,  P,,  Pj,  .  .  .  haben.    Es  verhält  sich: 

Sollen  alle  Kräfte  endlich  werden,  so  darf  die  Richtung  keiner  Kraft  in 
eine  der  beiden  angrenzenden  Seiten  des  Linienzuges  0 — 1 — 2 — 3 — ... 


100 


Erste  Abteilung.    Erster  Abschnitt. 


fallen,  es  darf  also  z.  B.  P,  weder  die  Richtung  von  II  noch  die  von 
III  haben. 

Wird  ein  Linienzug  0 — 1 — 2 — 3 —  ...  als  das  Seilpolygon 
paralleler  Kräfte  betrachtet  (Kg.  82),  so  bestehen  zwischen  der  Pol- 
weite -ET,  den  Kräften  P  und  den  in  der  Richtung  der  P  gemessenen 
Abständen  iii,  ij,,  •"isi--  der  Punkte  1,  2,  3,...  von  einer  beliebigen 
Geraden  AB  einfache  Beziehungen,  die  es  gestatten,  die  P  durch  die 
1)  auszudrücken.  Legt  man  nämlich  durch  den  Punkt  2  eine  Parallele 
zu  AB^  welche  die  Richtung  von  Pj  in  3'  trifft  und  verlängert  1 — 2 
bis  3'',  so  erhält  man: 

X,.        


3"  —  3'  =  (ij,  —  Tji) 


\ 


3"  —  3  =  3"  —  3' 


3  —  3'  ==  Tj,  —  -»i,,  also 

X. 


3'  =  (1,-1,)^  — (1s— T«), 


Fig.  82. 

wobei  X,  und  X,  die  Projektionen  der  Seiten  1 — 2  und  2 — 3  auf  eine 
zur  Richtung  der  P  rechtwinklige  Gerade  bedeuten.    "Weiter  findet  man: 

ZTq p  2!» 


3"  —  3 :  X,  =  P,  :  H,  mithin:  3"  —  3  =  P, 


H 


und  daraus  folgt  dann: 
und  allgemein: 

(1)     p. = ^  P'  ~-'^-'=^  -  "^-x  ~  "^  - 1 . 

46.  Die  BlogungsUnle.  An  der  Hand  der  vorstehenden  Betrach- 
tungen möge  nun  die  Biegungslinie  eines  Stabzuges  0 — 1 — 2 —  .  .  . 
?w  .  .  .  (Kg.  83)  als  Seilpolygon  paralleler  Kräfte  gedeutet  werden. 

Den  in  einer  senkrechten  Ebene  angenommenen  Stabzug  beziehen 
wir  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Achsenkreuz  x,  y,  dessen  Wahl 
an  die  einzige  Einschränkung  gebunden  ist,  daß  keiner  der  Xeigungs- 
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Fig.  83. 


Winkel  ßj,  ß,,  ßs  •  •  .  der  Stäbe  «i,  «,,  s,  .  .  .  gegen  die  x-Achse 
gleich  90**  sein  darf.  Sodann  setzen  wir  voraus,  es  seien  die  Ver- 
schiebungen sämtlicher  Kno-  k..;i-« 
tenpunkte  in  je  zwei  den  *^  ' 
Achsen  x  und  y  parallele 
Seitenverschiebungen  Ax  und 
^y  (das  sind  die  Änderungen 
der  Koordinaten  x  und  y)  zer- 
legt und  denken  uns  die  A^ 
auf  den  durch  die  Knoten- 
punkte parallel  zur  ^- Achse 
gelegten  Geraden  von  einer 
beliebig  angenommenen  Ge- 
raden AB  aus  aufgetragen. 
Den  Linienzug,  welcher  die 
Endpunkte  der  äy  verbindet,  nennen  wir  die  BiegungsUnie  und  die 
von  dieser  Linie,  von  der  AB  und  den  Ay©?  ^Vn  begrenzte  Fläche 
die  Biegungsfläche  für  die  Richtung  y.  Die  der  y-Achse  parallelen 
Kräfte,  deren  Seilpolygon  die  Biegungslinie  ist,  bezeichnen  wir  mit 
«?i,  iTj,  .  .  .  w^^  .  .  .  ;  sie  sind,  wenn  die  Polweite  =  1  ist,  be- 
stimmt durch: 

(2)        w^  =  ^^"  ~  ^^""'       ^^''•*-'  ~  ^^^  ■ 

Differentiieren  wir  nun  die  Gleichung 

y«-i  —  ym  =  s^  sin  ß« 
und  ersetzen  (da  es   sich   um  verschwindend  kleine  Verschiebungen 
handelt)  das  Differentialzeichen  durch  das  Zeichen  A,  so  erhalten  wir: 

Ay«i-i  —  Ay«  =  Aä^  sin  ß«  +  s«  cos  ß»Aß« 
und  (nach  Division  durch  X|„  =  5«cosß«): 


Ebenso  ergibt  sich: 

äym+i  —  ^ym 


Aä 


M+   1 


weshalb  entsteht: 


N»+i 


=  -=r— tgß-+.-Äß-+M 


*m  +  l 


«'«  =  -Ati.  +  Aß.^.-^lgß,  +  ^ 

Nun  ist  aber:  ß^+.  -f  180*»  —  ß«  =  *., 

mithin:  Aß^+,  —  Aß^  =  A^, 

und  es  findet  sich  schließlich 


tgß-+i' 


(3) 


w^  =  AX 
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Für  ß^  =  90°  oder  ß«+i  =  90°  wird  w^  unendlich  groß,  und  es 
leuchtet  ein,  daß  die  zu  Anfang  der  Untersuchung  hinsichtlich  der 
Lage  des  Achsenkreuzes  gemachte  Einschränkung  geboten  ist,  wenn 
aUe  w  endlich  sein  sollen. 

Bleiben  die  anfänglichen  Stabtemperaturen  ungeändert,  ist  also  für 

jeden  Stab:  —  =  -1=^^=  -^tj  ^ind  besitzen  sämtliche  Stäbe  die  gleiche 

Elastizitätsziffer  E^   so   ist  es  zweckmäßig,  die  Biegungslinie  als  das 
Seilpolygon  von  Kräften 

(4)        w;«  =  ^  A  *«  —  a«  ig  ß«  +  a^ + » ig  ß« + , 

aufzufassen.    Wählt  man  dann  die  Polweite  E^  so  erhält  man  die  ^y 

in  demselben  Maßstabe,  in  welchem  der  Stabzug  gezeichnet  ist    Will 

man  die  A^  in  v-mal  größerem  Maßstabe  darstellen,  so  mache  man 

E 
die  Polweite  =  — .  Es  ist  dieses  Verfahren  —  bei  überall  gleichem  E  — 

auch  dann  zu  empfehlen,  wenn  Temperaturänderungen  berücksichtigt 
werden  sollen;  man  muß  dann  aber  die  Spannungen  a  =  -^um  zEt 

vergrößern.    Vergl.  den  Schluß  von  Nr.  40. 

Nach  Aufzeichnung  des  Seilpolygons  sind  die  Ay  bestimmt,  sobald 
die  Schlußlinie  AB  gegeben  ist,  sobald  also  beispielsweise  zwei  Ver- 
schiebungen Ay  bekannt  sind. 

Zahlenbeispiel  (Figuren  auf  Tafel  2).  Es  sollen  die  senkrechten  Seiten- 
Verschiebungen  der  Knotenpunkte  der  oberen  Gurtung  des  in  Fig.  84  abgebildeten 
Fischbauchträgers  bestimmt  werden.  Die  Belastung  ist  in  Fig.  66  angegeben;  den 
Eräfteplan  zeigt  Fig.  67.*)  Die  Stablängen  s  und  Querschnittsinhalte  F  sind  in 
Fig.  68  zusammengestellt,  die  Spannkräfte  5  und  Spannungen  a  in  Fig.  69.  Die 
roten  Zahlen  in  Fig.  84  bedeuten  die  nach  Nr.  40  ermittelten  Werte  Eä  a  {kgr  f.  d. 
qcm)  der  Dreieckswinkel,  aus  denen  sich  die  Winkel  %,  iJ^,  .  .  .  zusammensetzen. 
Es  ergibt  sich: 

^Ä2rj  =  +  1719  +  1373  +  243  =  3335*  f.  d.  qcm ;  Eti^^  =  298  -f  713+26  =  1036; 

JS;a%  =  1371;     J^A^8  =  457;     ^A^io  =  1246;     JS;a&i,  =  581;     ^A&i4  =  1025; 

jE7A&i«=1150;   ^A^,8  =  3866. 

Da  die  Neigungswinkel  sämtlicher  Oberguristäbe  gegen  die  wagerechte  v-Achse 
gleich  Null  sind,  so  folgt  aus  Gleich.  (4) 

Die  Gewichte  ur^  wurden  im  Maßstabe:  1000*»  f.  d.  gern  =  5"^  aufgetragen. 
Der  Längenmaßstab   der  Trägerzeichnung  ist  1:300,   der   für   die  Verschiebungen 

E 

ist   600  mal    so   groß    (nämlich  2:1),    imd    es   wurde    daher    die   Polweite  -nrürr 

1800000 

-  =  3000  *y  f.  d.  qc7n  =  15*^  gewählt.    Nach  Aufzeichnung  des  Seilpoly- 


600 
gons  wurde  die  Schlußlinie  AB  mittels  der  Bedingungen  festgelegt,  daß  die  senk- 


*)  Vergl.  Nr.  41 ;  dort  ist  die  Formänderung  der  unteren  Gurtung  dieses  Trägers 
untersucht  worden. 
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rechten  Yerschiebimgen  der  Knoten  0  und  20  gleich  Null  sind.  Die  für  die  Durch- 
biegungen gefundenen  Werte  wurden  in  die  Figur  eingeschrieben. 

Im  vorliegenden  Falle  lassen  sich  auch  die  wagerechten  Verschiebungen  der 
Knoten  2,  4,  .  .  .  der  oberen  Gurtung  sehr  schnell  angeben.  So  erfährt  8  eine 
Verschiebung  nach  links,  welche  gleich  der  Summe  der  (in  die  Fig.  84  eingetragenen) 
Verkürzungen  der  Stäbe  0—2,  2  —  4,  4— &,  6—8  ist,  also  =1,09+1,12  +  1,16 
+  1,17  =  4,54*^.  Für  den  Knoten  18  erhält  man  die  wagerechte  Verschiebung 
10,32**.  Das  ganze  Verfahren  ist  sehr  übersichtlich  und  liefert  auch  recht  zuver- 
läsdge  Ergebnisse. 

Wir  empfehlen  dem  Leser,  zur  Übung  auch  die  Biegungslinie  der  unteren. 
Gurtung  dieses  Trägers  durch  ein  Seilpolygon  darzustellen.  Zuerst  müssen  die  den 
einzelnen  Stäben  entsprechenden  Werte  a  ig  ß  berechnet  werden,  wobei  die  Vorzeichen 
streng  zu  beachten  sind.  Für  die  Stäbe  0—1  bis  7 — 9  ist  ß  negativ,  für  11  — 13 
bis  19 — 20  positiv  (veigl.  auch  die  Textfigur  83  auf  S.  101).  Man  erhält  mit  den 
in  der  Fig.  68  angegebenen  Höhenzahlen: 


für  den  Stab  0—1:    atgß  =  — 478 


1,268 
2,4 


=  —  263, 


,.       „       „     1-3:    atgß  =  -492^-^^3^Q^-^^^  =  -210, 

für  die  folgenden  Stäbe  der  Eeihe  nach: 

otgß  =  — 151;   —98;   —47;   0;    +47;   +98;   +151;   +219;   +264. 

Die  J?A5  sind  für  die  Knoten  1,  3,  5,  ...  .  19: 

3096;     1400;     1166;    869;    850;    904;    679;    988;    1522;    3446, 

und   es   ergeben   sich   mithin   für  die  Gewichte  Wm  nach  Gleichung  (3)  die  Werte 
(kigr  f.  d,  qem) 


«r,  =  3096  +  253  —  210  =  3139 
IT,  =  1400  +  210  —  151  =  1459 
tr»  =  1166  +  151  —  98  =  1219 
ir,=  869+  98'—  47=  920 
«7,=  850+  47+  0=  897 


tr„=  904—  0+  47=  951 
fi?„=  679-  47+  98=  730 
*r,5=  988—  98  +  151  =  1041 
w^j  =  1522  — 151  +  219  =  1590 
M?i9  =  3446  —  219  +  264  =  3491. 


Die  Polweite  wähle  man  wie  vorhin  =  3000*^  f.  d.  qcm;  man  erhält  dann  die  senk- 
rechten Verschiebungen  im  Maßstabe  2:1. 

Will  man  die  senkrechten  Verschiebungen  sämtlicher  Knotenpunkte  des  Trägers 
mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  darstellen,  so  betrachte  man  den  in  Fig.  77  (Seite  95) 
durch  kräftige  Linien  dargestellten  Stabzug.  Dieser  letztere  Weg  führt  aber  nur 
dann  zum  Ziele,  wenn  alle  Füllungsstäbe  (wie  im  vorliegenden  Beispiele)  eine  gegen 
die  Senkrechte  geneigte  Lage  haben. 

Wollte  man  die  senkrechten  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  beider  Gui-tungen 
des  in  Fig.  85  abgebildeten  Trägers  durch  ein  Seilpolygon  darstellen,  und  zu  diesem 
Zwecke  den  Stabzug  0  —  1  —  2—3—4  —  5—  ....  9—11  —  10—13—  ....  16 
untersuchen,  so  würde  man  unendhch  große 
«--Kräfte  erhalten,  da  den  senkrechten 
Stäben  Winkel  ß  =  90*'  entsprechen.  Hat 
man  aber  für  dieses  Fachwerk  die  Biegungs- 
linie der  einen  Gurtung  ermittelt,  so  findet 
man  diejenige  der  anderen  sehr  schnell  mit 
Hilfe  der  Bedingung,  daß  sich  die  senk- 
rechten Verschiebungen  entsprechender  Punkte  (z.  B.  1  und  0,  3  und  2,  u.  s.  w.) 
um  die  Längenänderung  des  Verbindungsstabes  untei^scheiden.  Verschiebt  sich  also 
beispielsweise  4  um  \  nach  abwärts  und  verkürzt  sich  der  Stab  5 — 4  um  As,  so 
ist  8j  :=  84  -|-  A». 


Fig.  85. 
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47,  —  Für  das  einfache  Dreiecknetx  möge  noch  eine  andere  Be- 
rechnongsweise  der  w  gezeigt  werden,  wobei  dahingestellt  bleiben 
möge,  ob  dieses  Faehwerk  einem  ein&chen  oder  einem  Gerberschen 
Balken,  einem  Bogen  mit  drei  Gelenken  oder  einer  anderen  Trägerart 
angehört    Wir  unterscheiden  drei  Fälle. 

J.  JFcUL  Sämtliche  Stäbe  schließen  mit  der  a^Achse  Winkel  ein, 
die  kleiner  oder  größer  als  90°  sind  fStrebenfachwerk).  Gesucht  sind 
die  Verschiebimgen  Ay  der  Knotenpimkte  beider  Gurtungen. 


Fig.  86. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  aus  Fig.  86  zu  ersehende  Bezeichnung 
der  Knotenpunkte  sollen  bedeuten: 

0^  die  Länge  des  einem  Knotenpunkte  m  der  unteren  Gurtung 

gegenüberliegenden  Obergurtstabes, 
z^  die  Länge  des  einem  Knotenpunkte  k  der  oberen  Gurtung 

gegenüberliegenden  üntergurtstabes, 
d^  die  Länge  der  Diagonale  (m  —  1)  —  m, 
X«  die  Projektion  von  d^  auf  die  ir-Achse, 
ß^  den  Neigungswinkel  von  o^  gegen  die  a>-Achse, 


9- 


?7 


59 

1? 


57         55 


55 
55  • 


Wir  denken  uns  das  Dreieck  (m  —  1)  —  m  —  (w  -f- 1)  in  den 
Punkten  (m  —  1)  und  (m  +  1)  mit  den  im  Sinne  der  ( —  y)  ange- 
nommenen Kräften  —  imd  r belastet,  Fig.  86  b,  und  im  Punkte  m 


+  1 


gestützt  und  wenden  auf  diesen  Belastungszustand  und  den  wirklichen 
Verschiebungszustand  die  auf  Seite  11  der  Einleitimg  entwickelte  Ar- 
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beitsgleichung  2  Q5  =  2  Säs  an.  Da  sich  m  —  1  gegen  m  im  Sinne 
der  (-{-  y)  um  ^jfm-i  —  Ay«  verschiebt  und  (m  -\-  1)  gegen  m  um 
Ay»+,  —  Ay^,  so  ist  die  virtuelle  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  (mit 
Rücksicht  auf  Gleichung  2,  Seite  101): 

2  0»  =  —  r-  (Aj/^.,  —  ^yJ)  —  r (Ay«+i  —  ^yj)  =  w^. 

Die  absoluten  Werte  der  in  den  drei  Stäben  o^,  d«,  d^+,  infolge 
der  gedachten  Belastung  entstehenden  Spannkräfte  seien  =  [Jt-i,  m,  {h; 
sie  können  auf  die  in  Kg.  86  c  angegebene  Weise  ermittelt  werden, 
worauf  dann 

(5)        tr«  =  S06  =  SSAÄ=  —  |iiAo«  +  |i4|AflL  +  mAd^  +  i 

erhalten  wird.  Das  erste  Glied  ist  negativ,  weil  der  Stab  o^  durch  |ij 
gedrückt  wird 

Bezeichnet  man  nun  mit  h^  die  parallel  zur  ^ -Achse  gemessene 
Höhe  des  Eachwerks  im  Punkte  m^  so  findet  man: 

1  sec  B 

|jij  :  —  =  X«,  sec  ß^ :  h^  und  hieraus  (jlj  =     ,      , 

.  1  _  ,     ,    _  ^     ,  ,  _  sec  9« 

1^2  :  r     —  u«,  .  Äk,  —  Ä„  sec  <p,„  .  fl^      „  ,,  (lg  —    -  y        , 

1.    ^  sec  9^  + 1 

ebenso:  [^  =  — ä       ^ 

weshalb  der  oben  für  w^  angegebene  Ausdruck  übergeht  in: 
C6)        w  ^  ~  ^^"  ^^^  P"  +  ^^■>  ^^^  9m  +  Ad^^.,  sec  9^^.| 

Ganz  ähnlich  wird  entwickelt: 

_  -f  At^^ sec Tfjb  —  ^dy  sec  9^  —  Ac^^. ,  secjp»_+i^ 
(i)  u,-  ^^ 

Die  Polweite  ist  =  1  (ZoAfeweinheit)  oder  = —   zu   wählen,   je 

nachdem  die  A^  in  demselben  oder  im  v-fachen  Maßstabe  der  Träger- 
zeichnung dargestellt  werden  sollen. 

Es  dürfte  hier  noch  eine  Bemerkung  über  die  Vorzeichen  der 
Winkel  ß,  y?  9  *™  Platze  sein. 

liegt  die  durch  den  Knoten  r  parallel  zur  ^- Achse  gezogene  Ge- 
i-ade  zwischen  den  Knoten  (r — 1)  und  (r-f-l),  wo  r  eine  beliebige 
Ordnungsziffer  bedeutet,  so  genügt  die  Festsetzung,  daß  unter  ß,  y,  9 
die  spitzen  Neigungswinkel  der  Stäbe  gegen  die  a^-Achse  zu  verstehen 
siud.  Ob  diese  Winkel  nach  oben  oder  unten  positiv  gezählt  werden, 
ist  gleichgültig,  weil  die  Ausdrücke  füi'  w^  und  h\  nur  die  SekaCnten 
enthalten  und  sec  ( —  a)  =  sec  (-{-  a)  ist  —  Anders  in  dem  in  Kg.  87 
dargestellten,  zuweilen  bei  Bogenlrägem  vorkommenden  FaUe.    Bedeutet 
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hier  r  einen  Knotenpunkt  der  unteren  Gurtung,  so  ist  secf^  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  r  —  1  links  oder  rechts  von  r  liegt,  und 

sec9^+,  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
sich  r  -f- 1  rechts  oder  links  von  r  be- 
findet Auch  ist  zu  beachten,  daß  die 
2^?-Kräfte  in  der  Reihenfolge  . . .  w^^-i,  '^r^ 
Wrjf.\^ . . .  durch  das  Seilpolygon  verbunden 
werden  müssen,  und  daß  h^  der  in  der 
Richtung  der  y  gemessene  Abstand  des 
Knotens  r  von  der  Verlängerung  des  Stabes 
(r  — 1)  — (r-f  1)  ist 

Zur  Abkürzung  führen  wir  die  Be- 
zeichnungen ein: 

A'o  =  Ao  sec  ß, 
b!u=  Aw  sec  Tf, 
A'd=  Ad  sec  9 
und  schreiben: 

_  —  A'q,  +  A'rf^  +  ^'d^^x 


(8) 


Fig.  87. 


u\ 


h 


Für  das  Fachwerk  in  Rg.  86  haben  A'o,  A't^  b!d  dieselben  Vorzeichen 
wie  die  Längenänderungen  Ao,  At«,  Aef;  sie  sind  also  positiv  oder 
negativ  je  nachdem  die  entsprechenden  Stäbe  gedehnt  oder  verkürzt 
werden.  Wendet  man  aber  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  auf  das  Fach- 
werk in  Fig.  87  an,  so  hat  (wenn  r  einen  Knoten  der  unteren  Gurtung 
bedeutet)  A'd^  dasselbe  oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  Arf^ 
je  nachdem  r — 1  links  oder  rechts  von  r  liegt,  und  A'ct+i  dassdbe 
oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  aV^+,  je  nachdem  r-|-l 
rechts  oder  links  von  r  liegt. 

Die  A'o,  A'w,  b!d  bestimme  man  durch  Zeichnung  und  benutze 
hierzu  ein  in  großem  Maßstabe  angefertigtes  Trägemetz. 

2Sahlenbei9pieL  Es  sollen  die  senkrechten  Verschiebungen  sämtlicher  Knoten- 
punkte des  in  Fig.  88  dargestellten  schmiedeeisernen  Netzwerks  unter  der  Voraus- 
setzung bestimmt  werden,  daß  in  jedem  Knoten  der  unteren  Gurtung  die  Last  12* 
angreift  und  E  den  überall  gleichen  Wert  1800000*»'  f.  d.  qcm  hat  Der  Träger  ist 
symmetrisch  in  bezug  auf  die  Senkrechte  durch  die  Mitte.  Es  genügt  deshalb,  die 
eine  Hälfte  zu  untersuchen. 

In  die  rechte  Hälfte  d&s  Trägemetzes  wui-den  die  Spannkräfte  in  Totmen  und 
die  Querschnitte  in  qcm  (eingeklammei-te  Zahlen)  eingetragen,  und  in  die  linke  Hälfte 
die  180-fachen,  mit  den  Sekanten  der  Stabneigungswinkel  multiplizierten  Längen- 
änderungen (in  cm).  Für  einen  wagerechten  Gurtungsstab  ist  ä.'o  =  Ao  bezw.  A'«  =  At«. 
z.  B.  für  den  Stab  1  —  3: 

Oo  48000»» .  400^       ^^  , 

=  27,4«" . 


l80A'o  = 


(jh^)^ 


10000 .  70 
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Für  einen  Füllungsstab  erhält  man  (wegen  cfsXsec  45**  =  X  y^2j: 


z. 


180  A'«i=  180^4  =  ^-^ 
B.  für  den  Stab  1—2: 


2D\ 


10000  J^ 


mA'd=  ^:^.?y:!^  =27,2-. 


10000*60 
Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  liefern  nun: 


frj=^  [+24,0+22,7  —  27,2]  =  0,0976 
fn^ =^  [+  27,4 + 27,2  — 18,0]  =  0,1830 
^=ihs  [+26,3+18,0  —  22,7]  =  0,1030 


w^  =  ^hs  [+  28,8  +  22,7]  =  0,2676 
«^5  =  7^26,2  =  0,1310. 


0» 


»/»^ 


Die  "Werte  ic  und  die  Polweite  H  sind  Zahlen.  Wählt  man  £r=l,  so  liefert 
das  Seilpolygon  die  180-fachen  Durchbiegungen  im  Maßstabe  der  Trägerzeichnung 
(d.  i.  in  1 :  260).  In  Fig.  88  wui-den  die  Durchbiegungen  im  Maßstabe  1 : 1  darge- 
steJlt  und  deshalb  die  Polweite  £r=f|^=rO,72  angenonmien.  Der  Maßstab  für  die 
Zahlen  tc  lautet:  1  =  60"*-. 

II.  JFaUm    Gesucht  sind   die   senkrechten  Verschiebungen   der 
Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  eines  (in  senkrechter  Ebene  ange- 
nommenen) Fach  Werks  mit  Vertikalen  (Ständer fachzverk) , 
Wir  bezeichnen  (Kg.  89  und  90)  mit 
o^  die  Länge  des  Obergurtstabes 
u^    „        „        „    XJntergurtstabes 
d^    „        „      der  Diagonale 
A«    „        „        „    Vertikale  mm^ 
ß«  den  Neigungswinkel  von  o^  gegen  die  Wagerechte, 


im  m^^^  Felde, 


Im        V                             '^ 

.,    u^ 

9"«     r                      11 

"     dm 

\^  die  Feldweite. 

1^ 


?? 
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Sodann  führen  wir  (wie  auf  Seite  106)  die  Abkürzungen  ein 

A'o  ==  Aosecß;     ä'u  =  ^usecy;     A'd=Adfsec9 

und  heben  hervor,  daß  im  vorliegenden  Falle  A'o,  A'«^  AV  stets  die- 
selben Vorzeichen  haben  wie  Ao,  A«^  Ad. 


Fig.  89. 


Kg.  90. 


Zunächst  sei  die  in  Kg.  91  dargestellte  Anordnung  der  Püllungs- 
stäbe  (linkssteigende  Diagonalen  zu  beiden  Seiten  der  Vertikale  mm) 
vorausgesetzt  Der  Eräfteplan  für  den  in  der  Kg.  91b  angegebenen^ 
gedachten  Belastungsfall  liefert  für  die  Gurtstäbe  o^,  u^+xi  und  die 
Diagonalen  d^,  d^  +  i  folgende  Spannkräfte  \l  (ohne  Vorzeichen): 


P-i  = 


l*'S  = 


secß^ 

hm 

_  sec  9^ 


h. 


„       S^C  Ym  +  1  . 

_sec9^^_,«) 


Für  die  Spannkraft  (jl^  der  Vertikale  mm  erhält  man 


=  A'«+,:A«     also     |1ö=       ""*'* 


worin  A'i„+i  den  Abstand  des  unteren  Knotens  m  +  1  von  dem  Punkte 
bedeutet,  bei  welchem  die  {m  +  1)*«  Vertikale  die  Verlängerung  des 

Stabes  o^  schneidet    In  der  {m — 1)*®**  Vertikale  entsteht  (jl,=  -— . 


A«. 


Die  in  der  Kg.  91b  durch  gestrichelte  Linien  bezeichneten  Stäbe  sind 
spannungslos. 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  die  Kg.  91b  eingetragenen  Vorzeichen 
der  Spannkräfte  |jl  erhält  man  nun  (nach  Gleich.  5,  Seite  105): 


')  Vergl.  Seite  105. 
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d.  i. 

(10)       i  '*- 

[Fig.  91.]      worin    a«_,  ==  AÄ«.» 


'*■•  J  t  A     t  '*    «l+l 


^ 


und     ft^=AA^ 


^+1 


Fig.  91a. 


Fig.  91b. 


Fig.  91c. 


H'^^^. 


Die  Werte  a^_i,  6^  (welche  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wie  AA^.i 
bezieL  £khj)  werden  zweckmäßig  auf  die  in  £lg.  91a  angegebene  Weise 
durch  Zeichnung  bestimmt;  auch  ist  es 
häufig  zweckmäßig,  die  Multiplikationen 
der  Längenänderungen  mit  den  Sekanten 
zeichnerisch  auszuführen  und  die  Glieder 
des  Elammerausdruckes  mit  dem  Zirkel 
zu  addieren.  Nur  achte  man  hierbei  auf 
die  Yorzeichen! 

Durch  Betrachtung  des  Spiegelbildes 
der  Mg.  91  ergibt  sich  für  die  in  der 
Hg.  92  dargestellte  Anordnung  der  Fül- 
lungsstäbe (und  mit  der  dort  für  A'^.i 
angegebenen  Bedeutung): 


(11) 
[Fig.  92.] 


j  «^«  =  ^  [—  A'o«+i  +  ^'^m  —  A'rf^  +  A'd«+i  — a«+i  +  ftj 


worin    a^+,  =  AA«+, 


und     6„  =  AÄ« 


^  m-l 


Ist  links  von  der  Vertikale  mm  eine  linkssteigende  Diagonale  und 
rechts  davon  eine  rechtssteigende  angeordnet,  Kg.  93,  so  erhält  man: 

^^m=  —  f^-iAo«—  tt,Ao«+t  +  fJLsAd«  +  [JL4Ad«+t  +  [tgAÄ^  —  |ieAA^., 

—  (i^AÄ^+i, 
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sec  ß^  sec  ß«+i  sec  9«  sec  9^+1 


A.    ' 


km 


K. 


[1.5  =  (ij  sin  ß.  —  n,  sin  ß, + ,  =  -^  (ig  ß,  —  lg  ß, + ,) ;      1^  =  T-  5 


lh  = 


*«+i 


mithin: 


(12) 
[Eig.  93.] 


w^  =  -^  [— A  0^— A'o^+i+ A'd^  + A'd^+i+c., — o^.i — a«+i] 


worin    c«  =  AA^(igß,  — tgß^+0;     ö—i  =  ^A—i 


hm 


«••+1==  AA.+  1 


Am 


^+ 


L.A^.  >i  . 


^fl^y 


Fig.  93b. 


Fig.  93  c. 


liegt  der  in  Kg.  93  a  dargestellte  Wert  c^  oberhalb  der  Verlängerung 
von  0^  (ist  also  ß«+i>ß«),  so  hat  c^  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
von  AA«. 


m-f 


Fig.  94  a. 


Fig.  94  b. 


Fig.  94  c. 
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Bei  der  in  Hg.  94  abgebildeten  Anordnung  ergibt  sich  für  die 
7»*®  Yertikale  die  Spannkraft 

Iij  =  jjLj  sin  9^  +  [JL^  sin  9h.+i  =  —^^      ^^^  '-  "^ h~  ^^  '^"'"*'' 


und  man  findet  deshalb: 


(13) 

pFig.  94.] 


worin    e^  =  A  A«  (tg  9^  +  ig  9^+1). 


m.  Fall.  Ständer  fachwerk;  gesucht  sind  die  senkrechten  Ver- 
schiebungen der  Knotenpunkte  der  oberen  Gurtung.  Man  gelangt  auf 
dem  vorhin  eingeschlagenen  Wege  zu  den  folgenden,  den  in  Hg.  96, 
96,  97,  98  dargestellten  Anordnungen  der  Hillungsstäbe  entsprechenden 
Formeln: 


(14) 
[Fig.  95.] 


l 


«^•,  =  -T-  [—  A'o^+  A'w^+i  +  A'rf^  —  A'd^+i  —  b^  +  a,+,] 
worin     ft^=  AA^-^^^^;     a.H+i  =  AA^+i 


Km 


^■•+ 


'Wm  =  y  [ —  ^'^-+1  +  ^'^-  —  ^'^-  +  ^'^-+ 1  +  ö—i  —  M 


(15)  -  ..  . 

[Fig.  96.]     woiin     b^  =  AA^— "-^*  ;      a^.,  =  AA^.,  -^. 


m^r 


r'-^ÄÄ:^ 


Fig.  95. 


m-1 


Fig.  96. 


(16) 

[Fig.  97.] 


w?«=y-[— A'o«  — Ao^  +  ,  +  A'd«+  A'rf^  +  i  — e«] 
l      worin     e^  —  AA^  (ig  9^  +  tg  9^+ ,). 
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'•  =  ^  [+ A'm^+ A  w«+i— A'rf^— A'rf«+,— c^+a^.,+a^+,] 


(17)      ^  wo     c^  =  A  A«  (te  T«  —  *g  Tfm+ 1) ; 
[Fig.  98.] 


a^.,  =  AA«_i 


«•.+1  =  AA«+, 


Am 


^■•+1 


Fig.  97. 


/W"*/ 


Am. 


nv*l 


Fig.  98. 


Hat  man  die  Biegungslinie  der  einen  Gurtung  bestimmt,  so  findet 
man  diejenige  der  anderen  mittels  der  Bedingung,  daß  sich  die  beiden 
senkrecht  übereinander  gelegenen  Knotenpimkte  m  gegeneinander  um 
AA^  verschieben. 

Ein  Zahlenbeispiel  findet  sich  in  Nr.  49. 

Die  Berechnung  der  Werte  w^  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (8)  —  (17)  ist  dem 
in  Nr.  46  angegebenen  Verfahren  vorzuziehen,  sobald  die  Änderungen  der  Dreiecks- 
winkel nicht  ohnehin  zu  anderen  Zwecken  (z.  B.  Untersuchung  von  Nebenspannungen) 
berechnet  werden  müssen. 


Anmerkungen  xu  Nr.  47. 

1,  —  Liegt  ein  Fachwerk  von  der  unter  Fall  I  behandelten  Art  vor,  und  wird 
nur  die  Biegungslinie  der  oberen  Gurtung  verlangt,  so  ist  es  zuweilen  zweckmäßig, 
die  den  Knoten  der  unteren  Gurtung  entsprechenden  Gewichte  tc  auf  die  benach- 
barten oberen  Knotenpunkte  zu  verteilen.    Von  «w  in  Fig.  99  kommt  auf  den  Knoten 

(w— 1)  der  Teü:   wj'  =  w^^^^    imd  auf  (m  +  1)  der  Teil:  wj  =  w^^'     Die 
Verteilung  von  Wr  liefert: 


a 


-     und   Wr  ^=--\-VCr 


Wr   =  —  «r. 


a  '         a 

Nun  wiixi  wj'  zu  Wm-\  addiert,  wj  zu  itm+i  u.  s.  w.,  so  daß  sich  z.  B:  für  den 
oberen  Knoten  (m  —  1)  im  ganzen  ergibt: 

'/'••-i  =  «r,«"  +  Wm~\  +  ^f^'m-i- 

Dieses  Verfahren  ist  namentlich  dann  am  Platz,  wenn  die  durch  einen  Knoten  r 

der  unteren  Gurtung  parallel  zur  Verschiebungsrichtung  gelegte  Gerade  nicht  zwischen 

r  —  1  und  r  -f-  1  liegt.    Bei  derartigen  Fachwerken  kann  es  vorkonmaen,  daß  einzelne 

Stabaohsen  mit  der  Verschiebungsrichtung  zusammenfallen,  wie  beispielsweise  rf,  in 


§  3.   Die  Biegangslinie. 


113 


Fig.  100.  Man  berechne  dann  die  Werte  tr  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  diejenigen 
Füllungsstabe,  welche  die  Richtung  der  w  haben  und  deren  Einfluß  auf  die  w  dann 
nachträglich  gesondert  anzugeben  ist  So  findet  man  für  das  Fachwerk  in  Fig.  100 
unter  der  vorläufigen  Annahme  Ad^z=0  die  Werte: 

f^t  =  ^{—  A  o,  +  A V,  +  A V,) ;        «7,  =  1.  (4-  A'tt,  —  A'rf,  —  A'dJ 


"*.  =  ^^(-Aoe  +  AVe+AV/;) 


«'6  =  T  (+  A'«»  —  A'de) 


u.  s.  w. 


jn^f 


7  ^^y 


Fig.  99. 


Fig.  100. 


sodann:  ic»  =  if  /  4-  <^s  ?  «^6  =  «^4  +  w*6  +  *^e';  ^'t  =  ^^t  +  *<^7  +  "'s'i  ^'  s.  w.  wobei 
zu  beachten  ist,  daß  ä'd^  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  Ad^  hat,  weü^der 
Knoten  3  links  von  der  Senkrechten  durch  2  liegt  (vergl.  Seite  106).  Der  Einfluß 
von  Arfj  auf  itj  ist=r  —  p^Arfj,  worin  1A4  den  mittels  des  Bjüfteplanes  in  Fig.  lOO^c 
bestinmiten  Wert  bedeutet    Wj  ist  unabhängig  von  Ad^  und  der  Einfluß  von  A^» 

auf  iTg  ist  ^  -| * 


weshalb  schließlich  erhalten  wird: 


a. 


'  1  I    ^^5 

ir,  =  ir,  +w^  +  --      ; 


«'s  =  «'4  +  «'ft  +  «V—  1*4^«^;  «'^  =  «'6*+  «^  +  «'^s"- 


Ahnlich  wird  verfahren,  wenn  die  Biegungslinie  der  unteren  Gurtung  gesucht 
wird.  Die  den  oberen  Knoten  entsprechenden  Gewichte  Wm  werden  in  den  angeführten 
Sonderfällen  zweckmäßig  auf  die  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  verteilt. 

2.  —  Es  verdient  hei-vorgehoben  zu  werden,  daß  die  Spannkräfte  pL  durch 
parallele  äußere  Kräfte  erzeugt  werden  und  sich  infolgedessen  auch  mit  Hilfe  der 
im  ersten  Bande  (IX.  Abschnitt)  für  den  einfachen  Fachwerkbalken  entwickelten 
Formeln  berechnen  lassen.  So  sind  z.  B.  die  Spannkräfte  in  den  Stäben  o«,,  d^y 
d^+i  des  in  der  (Fig.  86)  dai^gestellten  Fachwerks,  falls  auf  dieses  nur  äußere  Kräfte, 
welche  die  Richtung  der  w  haben,  wirken: 

^  Mm  sec  ß« 


_  (Mm         Mm-x\ 


.j  /Mm  Mm+l\ 

Dm+l  =  \-f , I  sec  <pm 

\nm  hm+l    / 

Mfiller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1. 


+  1 
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und    es    ergeben    sich    (da    die    gedachten    Lasten 


und 


die  Momente: 


Mm^i  =0,  3£m=  1^  yim-k-i  =0  erzeugen)  für  die  Spannkräfte  (L|,  \x^  p^  die  Wert«: 


l^  = 


—  _  ??.^P?L. 


Zu 


,    sec  9i» 

Am 


,    sec^M  +  i 


Auch  leuchtet  ein,  daß  die  Glieder  des  Ausdrucks: 

Ao«,jec  pM  ^  Arfi,se(-  9«  ^  Arfi,^.!  secy^  +  i A'o^ 


trM=  — 


AM 


+ 


+ 


Am 


/*M      ^ 

+ 


Äm 

A'^^m  +  I 


^ 


als  diejenigen  Spannkräfte  gedeutet  werden  dürfen  ^  welche  in  den  Stäben  Om,  d„, 
dm+i  enistelieUj  wenn  Mm^i  =  0  und  Mm+\  =  0  angenotnmen  werden,  tcährend  Mm 
der  Reihe  nach  die  Werte  Ao«,  Ac^m^  Ae/M  +  i  beigelegt  werden. 

Bestinunt  man  nun  diese  Spannkräfte  mit  Hilfe  des  im  §  36  des  ersten  Bandes 
mitgeteilten  Zimmermannschen  Verfahrens,  so  gelangt  man  zu  der  in  Fig.  101  an- 
gegebenen Daretellung  der  Glieder  von  «•«,.  Es  wnirde  auf  der  durch  den  Knoten  2 
in  der  Richtung  von  w^  gelegten  Geraden  abgetragen: 


2Ä=  ^''♦-; 


^l 


Arf, 


2A  = 


A(/, 


Af  A,     ■  Xg 

sodann  wurden  durch  ä,  t,  k  zum  Obergurtstabe  o,  die  Parallelen  hh\  ii'.  kk'  ge- 
zogen und  erhalten: 

—  ,       A'o, 


Ti'ägt  man  an  Stelle  der  Werte 


2i'  = 

A04 


ArA,      Ar/-     ,.    ,,r    >     A       <*       «  j    <^ 
,  —  ^,  — -^  die  Werte  Ao,— -,  Arf^^-, 

A«  Aa  Aa  Aa 


-;<--a. 


Arfg-r—  auf,  wo  c  eine  beliebige,  aber  für  alle  Knotenpunkte  gleich  groß  angenommene 

Strecke  bedeutet,  und  zeichnet  man  das  Seilpolygon  der  Kräfte: 

[A  Qm    .    AWm    .     A^M+in 
hm  Äm  hm         -^ 

*^  so  geben  die  Oi*dinaten  desselben  die  mit  e  mul- 

tiplizierten Verschiebungen  an.  Sind  die  Strecken 
5^M  ^1  ^8  •  •  •  •  gleich  groß  (=X)  oder  hat  die 
Mehi'zahl  derselben  die  gleiche  Größe  X,  so  wähle 
man  e  =  X.  Die  schließlich  nötig  werdende  Division 
der  Ordinaten  des  Seilpolygons  durch  e  bezieh.  X 
kann  natürlich  auch  durch  Wahl  einer  geeigneten 
Pol  weite  umgangen  werden. 

Ähnliehe  Untersuchungen  lassen  sich  auch 
für  das  Fachwerk  mit  Veitikalen  durchführen.  Sii 
folgt  z.  B.  aus  der  für  die  Veitikale  mm  in 
Fig.  93  bei  unten  angreifender  Bela.stung  gefun- 
denen Fonnel 


*4 


..*_ÜC.»!i:  _..Y. 


'^t 


Fig.  101. 


Vm  = 


M, 


.      (tgP-.-tgßM+i) 

"M 


ohne  weiteres,  daß  die  Längenänderung  A//«  dieser  Veitikalen  nur  auf  das  Gewicht 
Wm  Einfluß  besitzt,  und  daß  die  Größe  dieses  Einflusses:  — — (tgßM — tgpM+i)  ist. 
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£s  läftt  sich  dieser  Wert  als  diejenige  Spannkraft  deuten,  welche  in  der  fraglichen 
Vertikale  entsteht,  sobald  das  Moment  3£n=A^  wird. 

Für  die  Vertikale  mm  in  Fig.  95  wurde  bei  oben  angreifender  Belastung  ge- 
funden: 

ein  Ausdruck,  der  sich  leicht  umformen  läßt  in: 

Mm~\  Mmh' m-l 


F«  = 


und  aus  dem  dann  gefolgert  werden  kann,  daß  der  Einfluß  von  AA«  auf  den  Wert 
tTM-i  gleich  — r —  ist  und  auf  Wm  gleich  I r r~^)* 

48.  Bertbnmnng  der  Langenändenmg  einer  Stabzugseline.  Wir 
betrachten  einen  Stabzug  0  —  1  —  2  —  • w,  der  in  einer  senk- 
rechten Ebene  liegen  möge,  und  dessen  Sehne  On  mit  der  Wagerechten 
den  Winkel  a  bildet  Die  senkrechten  Seitenverschiebungen  seien  mit 
Hilfe  eines  Seilpolygons  gefunden,  dessen  Gewichte  w^  nach  Nr.  47 
(also  ohne  Zuhilfenahme  der  Winkeländerufigen)  berechnet  worden  sind. 
Gesucht  sei  die  Änderimg  A/  der  Länge  l  der  Sehne  On.    Bedeutet: 

7)^  die  Länge  des  vom  Knoten  m  auf  die  Sehne  On  gefällten 
Lotes, 

9«  den  Neigungswinkel  des-  Stabes  s^  gegen  On, 
so  ist  nach  Seite  98: 


«-1 


AZ=  Sv^^«  +  2  A^^  cos  9^, 
I  1 


n^ 


at*t 


Fig.  102. 


und  diese  Beziehung  wird  zweckmäßig  so  umgeformt,  daß  A/  durch 
die  bereits  bei  Ermittlung  der  Biegungslinie  benutzten  Werte  w  aus- 
gedrückt wird.     Dazu  führen  wir  ein: 


8- 
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AX  =  io\,  +  4*"  <«  ß-— ^^^ '  %  ß-+ .  (nach  Gleich.  (3)  auf  Seite  101), 

'nm  =  ym  cos  a,    9«  =  ß^  —  a, 

wo  ß^  den  Neigungswinkel  des  Stabes  s«  gegen  die  Wagerechte, 

^^  den  in  senkrechter  Bichtung  gemessenen  Abstand  des  Knotens 
m  von  der  Geraden  On 
bedeutet,  und  erhalten: 

A/  =  cos  a  I  ^y^w^  +  ^  l     worin 

*-»     /  Hs^  A5«,.i  \        •  A^^  cos  (ß^  —  a) 

Der  Stab  s^  liefert  zu  dem  Werte  c  die  drei  Glieder: 
deren  Summe    wegen  y^  —  y^^,  =  X«  (tg  ß^  —  lg  a)  =  ^^  ^"11^"  ~  "   I 

L  cos  OC  J 

gleich 

^^"   [ig  ß«  sin  (ß^  —  a)  +  cos  (ß«  —  a)]  =  Aä^  sec  ß^ 


cosa 


ist,  weshalb  sich  ergibt:  c  =  2A5«secß«  und 

1 

(18)        A /  =  cos  a  (  2 y« w'«  +  2  A««  sec  ß«)  • 

Diese  Formel  ist  außerordentlich  bequem,  weil  sowohl  die  2^;  als 
auch  die  A«  sec  ß  bereits  zur  Bestimmung  der  Biegungslinie  berechnet 
worden  sind. 

Gleichung  (18)  setzt  voraus,  daß  keiner  der  Winkel  ß  gleich  90** 
ist  Will  man  nun  die  Änderung  AZ  der  Sehne  AB  des  in  der  Rg.  103 
dargestellten  Fachwerks  mit  Endvertikalen,  für  dessen  obere  Gurtung 
die  Biegungslinie  bereits  nach  Nr.  47  bestimmt  sei,  durch  die  Werte  w 
ausdrücken  —  eine  für  die  Folge  wichtige  Aufgabe  —  so  denke  man 
sich  die  starren  Stäbe  0^',  A'A^  nB\  B'B  hinzugefügt  A'A  und  B'B 
erhalten  die  Richtung  AB^  imd  es  ergibt  sich  dann 

A/  =  A(.lß)  =  A(J['5'), 

so  daß  die  Aufgabe  zurückgeführt  ist  auf  die  Bestimmung  der  Änderung 
der  Länge  der  Sehne  A'B'  eines  Stabzuges  ^'012...?»...  nB\ 
dessen  Anfangspunkt  und  Endpunkt  in  der  fraglichen  Sehne  liegen. 
Man  erhält 

(19)         AZ  =  iy^^-^  +  iA'o^, 

0  1 

worin  A'o«  =  Ao«  sec  ß«,  vergl.  Seite  106. 
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Für  den  in  der  Fig.  103  dargestellten  Fall,  welcher  der  Fig.  98, 
Seite  112  entspricht,  ist: 

=  -r-  (A'«i  —  A'^i  —  Co  +  ^i) 

«0 


(20) 


=  -r-  (A'w,  —  A'd.  —  c.  +  a._0, 


■worin:  Co^4Ao(%Ti — tg*)  (wenn  ^j  nach  oben  positiv  gezählt 
■wird)  und  o,  =aAi  ^-  VergL  Pig.  103,  in  welcher  c^,  o„  c,,  a„, 
beziehungsweise  dieselben  Vorzeichen  haben,  wie  AA^,  AA,,  aA.,  AA._i. 


Hinzugefügt  werde,  daß  w^  and  w.  nur  zur  Berechnung  von  A  2, 
nicht  aber  bei  Aufzeichnung  der  Biegungsllnie  A^SB^  gebraucht  werden, 
und  daß  die  Schlußlinie  durch  die  Änderungen  AÄ^  "OH-d  AÄ«  der 
Längen  der  Endvertikalen  bestimmt  ist  In  Fig.  103  wurde  AAg  positiv, 
AÄ,  negativ  angenommen;  es  erfährt  dann  bei  ruhenden  Punkten  Ä 
und  ^  der  Enoten  0  eine  Yerschiebung  nach  oben,  Knoten  n  eine 
solche  nach  unten. 

Hat  man  die  sentrechten  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  beider 
Gurtongen  des  in  Fig.  104  abgebildeten  Fachwerks,  dessen  Füllungs- 
stäbe mit  Ausnahme  der  Endvertlkalen  schräg  stehen,  nach  Nr,  47, 
Fall  I,  ermittelt,  also  m",  bis  m>„,  nach  Gleichung  (8)  und  (9)  be- 
rechnet, so  bestimmt  man  AI  mit  Hilfe  der  Gleichung: 

(21)        A/=i.i/_"'„  +  SÄ'rf. 
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/n 


Fig.  104. 

Cq  und  c«  haben  die  in  Fig.  103  angegebene  Bedeutung.     Die  Summe 
2A'6C  ersti-eckt  sich  über  alle  schrägen  Püllungsstäbe  (dj  bis  d,). 

Aufgabe.  Es  soll  die  Biegungslinie  der  unteren  Gurtung  des 
in  der  Fig.  105  dargestellten  Fachwerkträgei-s  bestimmt  werden.  Bei 
(0)  hat  der  Träger  ein  festes,  bei  (5)  ein  bewegliches  Äuflagergelenk. 
Letzteres  wird  auf  einer  unter  dem  Winkel  \]>  geneigten  Geraden 
geführt 


Nachdem  die  Gewichte  w^  bis  ii\  mittels  Formel  (10)  berechnet 
worden  sind,  vdrA  mit  der  Polweite  1  das  Seilpolygon  I II III IV  V 
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gezeichnet  und  die  Sehlußlinie  eingetragen.  Diese  Linie  ist  durch  die 
Bedingungen  bestinunt,  daß  der  Knoten  (6)  die  senkrechte  Verschie- 
bung 85  =  —  A2sin\{>  erfährt,  wo  A/  die  Änderung  der  Stabzugsehne 
O — 5  bedeutet,  und  daß  femer  5^,  =  0  ist  Für  AZ  aber  ergibt  sich, 
wenn  0 — 6  als  Sehne  des  Stabzuges  0 — 1 — 2 — 3 — 4 — 5  aufgefaßt 
wird,  der  Wert: 

AZ  =  —  2y^w^  +  2  A'w^,*) 
1  1 

und  zwar  ist  das  erste  Glied  negativ,  weil  die  Knoten  1,  2,  3,  4  unter- 
halb der  Sehne  0 — 6  liegen.  Werden  nun  w^^^  w^^  w^^  u\  als  wage- 
rechte Kräfte  betrachtet,  die  von  0 — 6  beziehungsweise  die  Abstände 
ay,,  ay,,  ay,,  dy^  haben,  wo  a  eine  beliebige  Zahl  bedeutet,**)  und 
wirii  zu  diesen  wagerechten  Kräften  mit  der  Polweite  1  ein  Seilpolygon 
gezeichnet,  so  besteht  zwischen  der  Strecke  ft,  welche  die  äußersten 
Seiten  dieses  Polygons  auf  der  Yerlängerung  von  0 — 5  abschneiden 
und  den  Gewichten  w  die  Beziehung: 

*  *  b 

1.6  =  2ay^2/?^,  und  hieraus  folgt:  ^y^tv^  =  —  • 

1  1  OL 

Da  dem  Seilpolygon  I  II  .  .  .  und  T  IT'  .  .  .  dieselbe  Polweite  ent- 
spricht, so  ist  r  J_  7,  IT  _L  77,  .  .  .  .  In  Kg,  105  wurde  a  =  2  ge- 
wählt, weshalb  sich  schließlich 

6 

85  =  —  A/  sin  v};  =  sin  \j;  {\b  —  2 A'w«) 

1 

ergibt    Rg.  105  setzt  voraus,  daß  h^  negativ  ist,  daß  sich  also  Punkt  (5) 

nach  oben  verschiebt. 

Werden  die  5  in  v-facher  Vergrößerung  dargestellt  (werden  also 

die  Polweiten  1  durch  die  Polweiten  1 :  v  ersetzt)  so  müssen  in  die 

Formel  für  85  natürlich  auch  die  v-fachen  Werte  ^u  eingeführt  werden. 

49.  Aufhssnng  der  Bieg^gsfläolie  als  Momentenfläolie.  Bereok- 
niuig  der  Durohbiegimgen.  Es  sei  Q'1'2'  .  ,  ,  m'  ,  .  .  n  (Fig.  106) 
die  Biegungslinie  des  Stabzuges  0 — 1  —  2 —  ...  m  ...  n  für  die 
Verschiebungsrichtung  AA'  und  ^J9  die  Schlußlinie.  Die  Durch- 
biegung an  der  Stelle  m  sei  8^,  und  der  zwischen  dem  Seilpolygon 
und  der  Geraden  Q'n  gelegene  Teil  von  8^  möge  mit  tq«  bezeichnet 
werden.     Den  Stabzug  denken  wir  uns  in  einer  senkrechten  Ebene. 

Die  von  der  Biegungslinie  und  der  Geraden  Q'n  eingeschlossene 
Fläche  läßt  sich  als  die  Oulmmiv^ah^  Momentenfläche  eines  einfachen 
Balkens  A' B'  deuten,  dessen  bewegliches  Auflagergelenk  auf  einer  zu 


*)  Die  Bedeutung  von  A't*  ist  auf  Seite  106  erklärt. 

**)  Je  flacher  der  Stabzug  ist,  desto  größer  muß  a  gewählt  wei*den,  damit  eine 
deutliche  Figur  erhalten  wird. 
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AA'  rechtwinkligen  Bahn  geführt  wii-d,  dessen  Stützpunkte  auf  den 
durch  0  und  n  zur  Verschiebungsrichtung  gezogenen  Parallelen  liegen 
und  der  mit  i^'j,  tr,,  .  .  .  i^'«,  .  .  .  iv^x  belastet  ist  Siud  die  w 
mittels  einer  der  Gleichungen  (3)  oder  (6)  bis  (17)  berechnet  worden, 
so  ist  die  Polweite  des  Seilpolygons  gleich  der  Zahl  1,  und  es  besteht 

dann  zwischen  dem  Biegungsmo- 
mente M^.^  des  Balkenquerschnitts 
m  und  der  Verschiebung  t]^  die 
Beziehung: 

(22)  1.1). +  Jf..^ 

Wurde  w^  aus  Gleich.  (4),  Seite  102, 
gefunden,  so  ist  die  Polweite  =  JS7, 
imd  es  ergibt  sich: 

(23)        ii„  =  -^^. 

Hiermit  ist  die  Bestimmung 
der  Durchbiegungen  •»)  auf  die 
Berechnung  der  Biegungsmomente 
eines  einfachen  Balkens  zurück- 
gefühil  Sind  die  Verschiebungen 
\  und  8.  bekannt,  so  findet  man 
nach  Ermittlung  der  •»)  die  8  mit 
Hilfe  von: 


Fig.  106. 


x^ 


81«  =  '»]«  +  \  -^  +  *« 


Xm 


Die  Berechnung  der  Momente  ist  namentlich  dami  sehr  einfach  (und  meistens 
schneller  zum  Ziele  führend  als  die  Aufzeichnung  des  Seilpolygons)  wenn  der  Balken 
A'B'  symmetrisch  belastet  wird  und  die  «r-Kräfte  in  gleichen  Abständen  X  wirken. 
Man  beachte  dann  das  im  §  33  des  ersten  Bandes  gelehrte  Verfahren  und  berechne 
zueist  die  Verhältnisse  M^^ '  X.*) 

2kthienbeispieL  Für  den  auf  Seite  107  (Mg.  88)  untersuchten  Fachwerk- 
balken wurde  erhalten: 

«r,==  0,0975;    «?,  =  0,1830;    1^8  =  0,1030;    «'4  =  0/2575;    /r,  =  0,1310, 

und   zwar  entsprechen  diese  Werte  den  180-facheit  Längenänderungen  der  Stäbe. 
Die  w  wui-den  mittels  der  Gleichungen  (8)  und  (9)  berechnet,  weshalb  nach  (22): 


y\m  = 


_M^m_  X(3/^.^|X) 


180 


180 


und  mit  X  =  2000 


100 


!!•.=  -g    (J/w.«    X)  Millimeter. 


§  3.    Die  Bic^imgiJinie.                                           121 

Die  Bereclmung  der  Querkräfte  Q  iind  der  (M.  ]  \)  p^chielit  nun  nach  fol- 
gendem Ansatz; 

0,^i  «7,  =0,0655                        (K».,  1  X)=  g.  =0,7065 

+  0,2575  =  H-4                                       +  0,6090  =  Q, 

0(^0,3230 

+  0,1030  =  «^ 
Q,  =  0,4260 
+  0,1830  =  -r. 

(itf..,U)=           1,3155 

+  0,4260=  ft 

(.U...  ]i)=           1,7415 

+  0,3230=  ft 

ft  =  0,6090 
+  0,0975  =  w, 

(.U;,.«|M^           2,0645 

+  0,0656=0. 

0,  =  0,7065 

(.V,.,|l)=           2,1300 

-f    ,\,    '<>    ,fi    '•/    w     I      !  * 


Hierauf  erhält  r 


1   (da  8, 


B«.  107. 

=  0  und  B„  =  0  ist, 


100 


0,7065  =  736— 


100 


vergl.  Fig.  106)  die  Durch- 
•  1.8155  =  14,6—; 


S,=  19,35--;     \  =  22,9— ;     S,  =  23,7--; 
dieiielben  stimmen  mit  den  in  Fig,  88  durch  Zeichnung  eimitteilen  Ventchiebungen 
nbeMdn. 

50.  Antgiaben.  Die  toi- 
g«Ddeii  Beispiele  zeigen  die 
Anwendung  der  in  Nr.  45 
bis  48  entwictelten  Gesetze 
auf  die  Ermittlung  der  Bie- 
gnngslinien  der  wichtigsten 
statisch  bestinuntea  Trager. 
Die  Form  der  Lösungen 
wählen  wir  so,  daß  auch 
die  rechnerische  Bestimmung 
der  Durchbiegungen  er- 
ledigt wird,  indem  wii-  au- 
geben, in  welcher  Weise  die 
BicgangsUnien  am  zweck- 
mäßigsten als  Momenten- 
linien gedeutet  werden. 

Wir  setzen  voraus,  daß  Kg.  108. 

die    Werte   w    mittels   der 

Gleichung  (3)  oder  mit  Hilfe  von  (6)  bis  (17)  berechnet  worden  sind. 
Wird  Gleichung  (4)  angewendet,  so  liefern  die  folgenden  Regeln  die 
i^fachen  Durchbiegungen. 
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1.  Beispiel»    Gesucht  sind  die  Durchie^ungen  8,,  h^ des 

in  Fig.  108  dargestellten  Freiirägers, 

Man  zeichne  das  Seilpolygon  der  gedachten  Kräfte  ic\  bis  w^ 
(welche  in  Kg.  108  negativ,  also  nach  oben  gerichtet  angenommen 
wurden)  und  mache  die  erste  Seite  desselben  zur  Schlußlinie.  Der  neben 
5^  stehende  Pfeil  gibt  die  Richtung  der  positiven  Verschiebungen  an. 
Die  schraffierte  Biegungsfläche  läßt  sich  als  Momentenfläche  eines 
Balkens  AB  deuten,  der  bei  B  eingespannt,  sonst  aber  frei  und  mit 
^^n  «^t,  .  •  •  belastet  ist  Hat  man  also  die  Momente  Jf^^,  M^,  .  .  . 
dieses  Balkens  berechnet,  so  findet  man: 

2.  Beispiel.  Gesucht  sind  die  senkrechten  Verschiebungen  der 
Knotenpunkte  der  imteren  Gurtung  des  in  der  Kg.  109  abgebildeten 
Fachwerkbalkens  mit  überstehenden  Enden.  Ob  A  oder  B  auf  einer 
wagerechten  Bahn  verschiebbar  ist,  ist  gleichgültig. 

Man  bestimme  (durch  Zeich- 
nung oder  Rechnung)  die  Mo- 
mentenlinie (f  A' ^B'B'  eines 
bei  C  und  B'  frei  aufliegenden 
Balkens,  auf  welchen  die  Lasten 
«/',,  w^^  :  ,  ,  (die  in  Kg.  109 
teils  positiv,  also  abwärts  wir- 
kend, teils  negativ,  mithin  auf- 
wärts gerichtet,  angenommen 
wurden)  wirken,  bringe  hierauf 
die  Auflagersenkrechten  in  A' 
und  B'  mit  der  Momentlinie 
zum  Schnitte  tmd  lege  durch 
diese  beiden  Punkte  die  Schluß- 
linie. Die  in  der  Kgur  schraffierte  Käche  i.st  die  verlangte  Biegungs- 
fläche. Beispielsweise  sind  die  Senkungen  der  Knotenpunkte  0  und  6 
gleich  8q  bezw.  85. 

3.  Beispiel.  Es  soll  die  Biegungsfläche  der  oberen  Gurtung 
des  Öerfter  sehen  Balkens  in  Kg.  110  ermittelt  werden.  Die  Vertei- 
lung der  auf  wagerechteu  Bahnen  beweglichen  Auflagergelenke  ist 
gleichgültig. 

Nach  Berechnung  der  i/',  welche  teils  positiv,  teils  negativ  aus- 
fallen, werden  die  folgenden  Momentenlinien  aufgetragen: 

C'NB'  für  den  einfachen  Balken  C'B'  mit  den  Lasten  u\  bis  iTj, 


B'LE' 
E'RF' 


•'') 


V 


D'E' 
E'F' 


*^ 


?? 


si 


V 


?? 


w 


r: 


IS   11 


«15- 
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Hierauf  werden  die  Senkrechten  durch  die  Punkte  A  und  B  mit  der 
Momentenlinie  D'LE'  in  A'  und  B'  zum  Schnitte  gebracht,  die 
Strecken: 


A  J."  =  8'  =  Senkung  des  Punktes  A^ 

r>'  ü'' %'f  r> 


3J 


J? 


?3 


abgetragen  und  schließlich  der  durch  A  und  B  gehende  Linienzug 
C'D"E"F\  dessen  Ecken  senkrecht  unter  D  und  E  liegen,  einge- 
zeichnet 


Fig.  110. 

Die  Fläche  zwischen  diesem  linienzuge  und  den  Momentenlinien 
ist  die  gesuchte  Biegungsfläche. 

Bei  starren  Stützen  A^  und  B^  sind  8'  und  8"  beziehungsweise 
gleich  den  Längenänderungen  der  Vertikalen  AA^  und  BB^.  Erleiden 
diese  Stäbe  Verkürzungen,  so  liegen  A"  und  B"  oberhalb  A'  und  B\ 
sonst  unterhalb. 

d.  Beispiel*  Gesucht  ist  die  Biegungslinie  für  die  obere  Gur- 
tung des  in  Fig.  111  dargestellten  Fachwerkbogens  mit  drei  Gelenken. 
Die  Werte  w^  bis  w^  und  w^  bis  w^  seien  nach  Nr.  46  mit  Hilfe 
der  Winkeländerungen  A^  berechnet  worden.  Ist  auch  w^  bekannt,  so 
läßt  sich  die  Momentenlinie  des  durch  die  Lasten  w  beanspruchten  ein- 
fachen Balkens  A'B'  ermitteln,  worauf  die  Durchbiegungen  8«  =  -3/..«, 
gegeben  sind.  Um  tv^  berechnen  zu  können,  muß  man  die  Winkel- 
änderung A^^  haben,  und  diese  läßt  sich  wie  folgt  bestimmen. 

Nach  Gleich.  (4),  Seite  98  ist  die  durch  die  Änderungen  der 
Winkel  ^  und  der  Spannungen  c  in  den  Gurtstäben  bedingte  Ände- 
rung A/  der  Stützweite  AB  zunächst  für  den  Fall  ^  =  0: 
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und  man  erhält  somit,  bei  gegebener  Yerschiebung  i/,  für  4^^  den  Wert: 


Bei  starren  Stützen   ist  ii^O.     Sind  die  Kämpfer  A  und  B   durch 
eine  Zugstange  vom  Querschnitte  F^  verbunden,  so  ist  4i  gleicb   der 


Verlängerung  dieser  den  Horizontalschub  H 
Hl 


;  Bogens  aufnehmenden 


Stange; 


1  folgt  dann  A^  = 


Sollen  Temperaturanderungen  be- 


rücksichtigt werden,    so  M;ind    die  Spannungen   a    In  Gleich,  (24)    zu 
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ersetzen    durch    die  Werte    a^+sjBf«,    während   für   A/   der  Wert 

Hl 

^^  -{'  st^l   einzuführen   ist    Hierbei  bedeutet   t^   die   Temperatur- 

änderung  für  den  Stab  s„  der  oberen  Gurtung  und  tQ  die  Temperatur- 
änderung für  die  Stange  AB. 

Will  man  die  Biegungslinie  ermitteln,  ohne  die  Winkeländerungen 
zu  berechnen,  so  bestimmt  man  w^  bis  w^  (Eig.^112)  und  w^  bis  w^^ 
mit  Hilfe  der  in  Nr.  47  entwickelten  Formeln  und  wendet  dann  die 
Beziehung: 


IS 


14 


M  =  :2y„w^  +  y^Wj  +  :^y^w^  +  2  A'd^*) 

1  .  S  1 

an.     Man  erhält: 

e  19  14 

M  —  ^y^w„  —  ^y^iv^  —  2  A'd« 


w^  = 


Vi 


ZahlenbeispieL  (Figuren  auf  Tafel  2.)  Es  soll  die  Biegungs- 
linie der  unteren  Gurtung  des  in  Fig.  113  abgebildeten  Fachwerkbogens 
mit  drei  Gelenken  für  den  Fall  bestimmt  werden,  daß  auf  den  Träger 
nur  eine  im  Scheitelgelenk  angreifende  Einzellast  1000*^  wirkt 

Sämtliche  Stäbe  sind  aus  Winkeleisen  zusammengesetzt;  die  In- 
halte ihrer  Querschnitte  (ohne  Abzug  für  Metlöcher)  sind  in  der 
folgenden  Tabelle,  sowie  in  Fig.  113  zusammengestellt  worden. 


Form 
des 
1     Quer- 
schnitts 

Winkeleisensorte 

Inhalt 
des 
Quer- 
schnitts 

Obere  Gurtiing 

nr 

JL 

nr 

80 .  80 .  10- 

30«"" 

Untere      „ 

90  •  90 .  11  „ 

74  „ 

Endvertikale 

nr 

90.90.11  „ 

37  „ 

Vertikale  bei  (1) 

nr 

80 .  80 .  10  „ 

30  „ 

„    ;(2)  (3)  (4) 

nr 

60 .  60  •  10  „ 

22  „ 

Ite  Diagonale 

nr 

90.90-11  „ 

37  „ 

2*«  und  6*®  Diagonale 

nr   1   80.80.10,, 

30  „ 

3te  Diagonale 

nr      70 .  70 .  10  „ 

26  „ 

Ate 

nr      60 .  60 .  10  „ 

22  „ 

♦)  Die  Stäbe  ^1,  6—7,  7—8  und 

135,  werfen  hier  zweckmäßig  mit  rf,,  rf,, 

^3,  ^14  bezeiclinet. 
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Die  in  die  linke  Hälfte  des  Trägemetzes  (Fig.  113)  eingeschriebenen 
Zahlen  geben  die  Spannkräfte  (in  kilogr,)  an;  dieselben  können  u.  a. 
sehr  schnell  mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes  erhalten 
werden.  [Der  vorliegende  Träger  wurde  im  ersten  Bande,  §  45  und 
§  46,  für  verschiedene  Belastungsweisen  untersucht  Die  in  Kg.  113 
angegebenen  Spannkräfte  stimmen  mit  den  früher  mit  S^  bezeichneten 
überein  und  sind  —  in  Tonnen  ausgedrückt  —  in  der  Tabelle  am  An- 
fang von  §  46,  Band  I,  enthalten.  Die  dort  fehlende  Spannkraft  im 
ersten  Stabe  des  Untergurts  findet  man,  indem  man  den  Horizontalschub 
II=181b'^  mit  der  Sekante  des  Stabneigungswinkels  multipliziert;  es 
ergibt  sich  der  Druck:  1875 1^^  =  2081*«'.] 

Die  schwarzen  Zahlen  in  der  rechten  Hälfte  des  Trägemetzes 
(Kg.  113)  bedeuten  die  Stablängen  (in  cm\  während  Fig.  114  eine 
übersichtliche  Zusammenstellung  der  10000-fachen  Längenänderungen 
(aufgetragen  im  Maßstabe  1 :  40)  bietet  Diese  Werte  sind  f ür  jE7  = 
1800000*^  f.  d.  qcm  (Schweißeisen)  berechnet  worden,  und  es  ergab 
sich  beispielsweise  für  den  ersten  Stab  der  oberen  Gurtung: 

10000 Ao  -  10000.0,0,  _       10000.315.300  _   ,   „5^ 
10000  Ao, j^^ H 1800000.30"^  ~  +  ^^'^ 


=  +  175 


für  die  Diagonale  des  ersten  Feldes: 

.  nn/^/^  .  ^        10000 .  D^d,  10000 .  509  •  485 

10000  Arf,=  -- ^^-^^-  = 1800000.37=-^^-^ 

=  —  371- 

imd  für  die  Endvertikale: 

1  AAnn  A I         10000  .  V,h,         .    10000 .  400  •  525         ,   ^,  . 
10000  AAo  = ^  «  «  =  +  ______  =  +  31,5 

=  +  316'^. 
Nach  Berechnung  dieser  Längenänderungen  wiu"den  die  10000-facheii 
Werte  A'w,  A'd  (vergl.  Seite  108)  durch  Zeichnung  ermittelt.  Für  den 
ersten  Stab  der  unteren  Gurtung  wurde  z.  B.  der  durch  eine  kräftig 
ausgezogene,  mit  dem  fraglichen  Stabe  zusammenfallende  Linie  dar- 
gestellte Wert  10000  A'w  =  —  577**"  gefunden,  für  die  erste  Diagonale: 
10000  A'rf  =  —  600*^.  Die  Gewichte  w  wurden  mittels  Gleichung  (10), 
Seite  109,  bestimmt,  da  die  Füllungsglieder  die  in  der  Fig.  91  dar- 
gestellte Anordnung  haben.  Es  ist  im  vorliegenden  Falle  A'o  =  Ao 
und  b^  =  a„^  vergl.  Fig.  91,  also: 

^ m  =  y-  (—  Ao«  -f-  AV«+  i  +  \'d^  —  A'd«+ ,  —  a,.|  +  aj. 

Die  10000-fachen  Werte  a   sind  ebenfalls   in  der  Fig.   114    an- 
gegeben*).    Man  erhält  (mit  Weglassung  des  Faktors  10000) 

*)  Die  Strecke,  welche  03  darstellt,  wurde  —  weil  sehr  klein  —  nicht  ein- 
gezeichnet. 
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fr,  =  ^^  [— 175  —  600  —  600  +  477— 400+201 


[—  372  —  633  —  477  +  300—201  +  77 

—  529  —  663  —  300—104—  77—  11 

—  473  —  616  +  104  —  601+  11—   53 


=  —  0,29 
=  -  0,49 
=  —  0,89 
=  — 1,15 


•'^4 — tVtt 

2:  A  w  =  —  (577  +  600  +  633  +  663  +  616)  •  2  =  —  6178. 

Da  nun  im  vorliegenden  Falle: 

4 

M  =  2^yw  +  y^w^  +  S  A'w  =  0 


y,M?,=—  417,6 
y,if,  =  — 1254,4 
ygWg  =  — 2990,4 
y4ir4  =  — 4416,0 


2  yf«'=  — 9078,4 


ist,  so  folgt 


w^  = 


(Si/w')2  + 


21  w 


2/ö 


_       9078,4  ■  2  +  6178  _ 

-  "^ 4ÖÖÖ ~  +  ^'^®- 


Die  Ordinaten  S^,  &2?  •  •  •  ^^^  gesuchten  Biegungslinie  sollen  zu- 
nächst berechnet  und  zu  diesem  Zwecke  als  Biegungsmomente  eines 
mit  H\.  w^,  .  .  .  belasteten  einfachen  Balkens  gedeutet  werden.  Für 
die  AVeite  {M^  \  X)  erhält  man  dann  folgenden  Ansatz: 


Q5  =  \  '^'5  =  3,04 
— 1,15  =  u\ 

Q~=  +  1,89 

—  0,89  =  ir^ 

c>8="-ri,oo 

—  0,49  =3 

Q^  =  +  0,5l 

—  0,29  =  u\ 

(?i  =  +  0,22 


(34., 


2 


\)=Q,  =  0,22 

+  0,51  =  <?» 
X)  =       +  0,73 

+ 1,00  =  ^» 
X)  =       + 1,73 

+  1,89  =0^ 

X)  =       -f  3,62 

+  3,04  =  Q, 


X)  =       +  6,66 


Da  nun  in  die  Formel  für  w  die  10000-&chen  Längenänderungen 
eingeführt  wurden,  so  ergibt  sich: 

M,^  _  X  {M^J,\)  _  3000  ( Jf_  1  X) 
lÖOOO  ~      lOÖOO      ""        lOÖOO 


»-  = 


also: 


8g  =  0,3  •  0,73  =  0,219 
h^  =  0,3 . 3,62  =  1,086 


8i  ==  0,3  •  0,22  =  0,066—: 
8,  =  0,3 . 1,73  =  0,519'-; 
85  =  0,3  •  6,66  =  1,998-". 

Will   man   diese  Werte   durch  Zeichnung   finden   und  zwar  im 

Maßstabe  25 : 1,  so  ist  für  das  Seilpolygon  der  (rewiehte  w  die  Pol- 

114 
v,»Y^- •  "öF- =  Q-    anzunehmen,    weil    der   Läugenmaßstab 

der  Trägerzeichnmig  =  1 :  300  ist.  Die  Werte  w  und  die  Polweite 
sind  Zahlen,  für  welche  in  Fig.  113  der  Maßstab  1  =  12""  gewählt 
wurde. 
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Nach  Erniittliing  der  Biegmigslinie  der  unteren  Gurtung  ist  die- 
jenige der  oberen  Gurtung  dui'ch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  sich 
der  Abstand  zweier  senkrecht  übereinander  gelegenen  Knotenpunkte  m 
um  die  Strecke  AA^  ändert.  Für  den  oberen  Knotenpunkt  2  ergibt 
sich  hiemach  eine  senkrechte  Verschiebung  von  0,219  —  AÄj  =  0,219 
—  0,012  =  0,207-^.  In  Fig.  113  sind  die  auf  zwei  SteUen  abgenm- 
deten  Werte  der  Durchbiegungen  zusammengestellt  worden. 

51.  Vollständige  Bestlinnmng  der  VersohiebungeiL  Durch  Auf- 
zeichnung einer  Biegungslinie  erhält  man  zunächst  nur  die  Projek- 
tionen der  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  auf  eine  feste  Richtung, 
nicht  aber  diese  Verschiebungen  selbst  Wird  also  die  vollständige 
Bestimmung  der  Formänderung  eines  Fachwerks  verlangt,  und  will  man 

diese  Aufgabe  mit  Hilfe  des  Seilpolygons 
lösen,  so  muß  man  xwei  Biegungslinien 
zeichnen.  Wurde  hierbei  der  Träger  ein- 
mal auf  ein  Achsenkreuz  (Xj,  y^\  dann 
auf  die  Achsen  (a:,,  y^)  bezogen,  Fig.  115, 
und  sind  mm^  und  mrn^  die  für  den 
Knoten  m  erhaltenen  Ordinaten  der  für 
die  Sichtungen  y^  imd  y^  ermittelten 
Biegungslinien,  so  ist  die  Verschiebung 
Fig.  115.  mm'    des   Punktes   m   bestimmt   (furch 

m^m' J^tn^m^  m^m  \_m^m.'  Es  möge 
aber  noch  eine  andere  Dai-stellungsweise  der  Verschiebungen  (die 
meistens  den  Vorzug  verdienen  wird)  gezeigt  werden,  darin  bestehend, 
daß  nach  Auftragung  eiiier  Biegungslinie  das  im  §  2  gelehrte  Stabzug- 
verfahren zu  Hilfe  genommen  wird.  In  Fig.  116  ist  dieser  Weg  er- 
läutert worden. 

Gegeben  seien  die  Verschiebungen  Ai/  des  auf  ein  rechtwinkliges 
Achsenkreuz  (x,  y)  bezogenen  Stabzuges  0 — 1 — 2 — 3 —  ....:  außer- 
dem sei  die  Verschiebung  Ax  irgendeines  Knotens  bekannt  Es  werde 
die  vollständige  Darstellung  der  Verschiebungen  sämtlicher  Knoten 
gefordert. 

AB  sei  die  Sclilnißlinie  der  Bieguugslinie  0"1"2"3" Die 

Punkte  0",  1",  2"  ...  projiziere  man  duich  Parallelen  zu  AB  auf  eine 
zur  i/-Achse  parallele  Gerade,  welche  von  der  Schlußlinie  in  A  ge- 
schnitten werde,  und  ziehe  dui'ch  A  und  durch  die  Projektionen  0'", 
1'",  2'"  ...  der  Punkte  0",  1",  2",  ...  Parallelen  5^^,  ^o?  ^i»5«?  •  •  •  • 
zur  X-Achse.  Auf  der  (/^  nehme  man  den  Pol  0  des  verlangten  Ver- 
schiebungsplanes beliebig  an  imd  bestimme  nun  zunächst  die  Verschie- 
bung desjenigen  Knotens,  dessen  Ax  bekannt  ist 

In  Fig.  116  wurde  Ax^  als  gegeben  angenommen  und  der  Sti-ahl 
02',  welcher  die  Verschiebung  des  Punktes  2  nach  Größe,  Richtimg 
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und  Sinn  darstellt,  eingezeichnet;  sein  Endpunkt  2'  liegt  auf  der  Ge- 
raden g^  (weil  die  Projektion  von  02'  auf  die  Kichtung  y  gleich  A//^ 
sein  muß)  und  im  (negativ  vorausgesetzten)  Abstände  b^x^  von  der 
dui'ch  0  parallel  zur  y-Achse  gezogenen  Geraden  00\ 


■fJC 


.r/ 


Fig.  116. 

Trägt  man  nun  an  2'  die  dem  Stabe  s^  parallele  Strecke  A2  an, 
welche  gleich  der  Änderung  der  Länge  s^  ist  imd  den  Sinn  2 — 1 
oder  1 — 2  erhält,  je  nachdem  der  Stab  s,  gedehnt  oder  verkürzt 
wird,  und  errichtet  man  im  Endpunkte  von  A2  auf  A2  ein  Lot  (p,), 
welches  die  Gerade  ^^  in  1'  schneidet,  so  gibt  der  Polstrahl  Ol'  nach 
Größe,  Richtung  und  Sinn  die  Verschiebung  des  Knotenpunktes  1  an, 
wie  ohne  weiteres  aus  dem  im  §  2  gelehrten  Stabzugverfahren  hervor- 
geht Auf  dieselbe  Weise  wurde  die  Lage  des  Punktes  0'  bestimmt 
und  —  wieder  von  2'  aus  —  der  Reihe  nach  3',  4',  5',  6'  festgelegt. 
In  Fig.  116  ist  vorausgesetzt  worden,  daß  alle  Stäbe  mit  Ausnahme 
von  «5  Verkürzungen  erleiden. 

"Will  man  die  Ax  durch  Rechnung  bestimmen,  so  differenziere  man  die  (Gleichung 

und  ersetze  das  Differentialzeichen  durch  das  Zeichen  A.    Man  erhält: 

2«„A5«,  =  2  (j-«,-i  —  x^  (Ax„_i  —  ^x^)  +  2  (ym^\  —  ^m)  (Ai/«,-i  —  lyj) 
und  hieraus 

^Xm~\  —  ^Xm  =  ^8m  SCC  ß«,  —  (A^^-i  —  Al/m)  tg  ßm, 

WO  ß«,  den  Neigungswinkel  des  Stabes  Sm  gegen  die  ir- Achse  bedeutet.  Kennt  man 
also  einen  der  beiden  Werte  Axm~i  und  ^Xm-,  so  kann  man  auch  den  anderen  an- 
geben, 80  daß  es  mögüch  ist,  mit  Hilfe  der  vorstehenden  Formel  imd  mittels  des  in 
Nr.  49  zur  Bestimmung  der  Äy  entwickelten  Verfahrens  sämtliche  Seitenverschie- 
bongen  Ax,  äy  eines  Stabznges  durch  Rechnwig  zu  finden,  sobald  ein  Wert  Aa; 
Mflller-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1.  9 
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und  zwei  Werte  äy  bekannt  sind.  Ein  anderes  rechnerisches  Verfahren  läßt  sich 
leicht  durch  Projizieren  des  im  §  2  eingeführten,  durch  Aneinanderreihung  der  A^ 
und  p  entstandenen  Linienzuges  auf  zwei  rechtwinklige  Achsen  x  und  y  ableiten. 

62.  Einfohrong  stellvertretender  Stabzflge.  Die  in  der  Fig.  116 
gezeigte  Darstellungsweise  der  Verschiebungen  wird  besonders  übersicht- 
lich, sobald  sämtliche  As  =  0  sind,  weü  der  Verschiebungsplan  dann 
aus  einem  Linienzuge  0'1'2'  .  .  .  .  besteht,  dessen  Eckpunkte  0',1% 
2',  ....  in  den  Geraden  g^^  g^^  ?2?  •  •  •  •  liegen,  und  dessen  Seiten 
0' — 1',  1' — 2',  .  •  •  •  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Stabrichtungen 
0 — 1,  1 — 2,  ....  sind.*)  Auch  ist  zu  beachten,  daß  sich  im  Falle 
des  Verschwindens  der  A«  für  die  Gewichte  w  (nach  Gleich.  3,  S.  101) 
die  von  der  Lage  des  Äcksenkreuxes  x,  y  unabhängigen  Werte 

ergeben,  imd  es  liegt  daher  der  Gedanke  sehr  nahe,  daß  es  zuweUen 
vorteilhaft  sein  dürfte,  den  elastischen  Stabzug  behufs  Darstellung  der 

Verschiebungen  seiuer 
fil^  /\\  Knotenpunkte     durch 

einen  aus  starren  Glie- 
dern bestehenden  zu 
ersetzen.**) 

Zu  einem  solchen 
stellvertretenden  Stab- 
xuge  gelangt  man,  in- 
dem man  zwischen  je 
zwei  aufeinander  fol- 
genden Knotenpunk- 
ten m  —  1,  m  einen 
neuen  Knoten  m^  an- 
nimmt und  diesen  so- 
wohl mit  m  —  1  als 
auch  mit  m  durch 
starre  (in  Fig.  117  ge- 
strichelt angegebene)  Stäbe  verbindet  Der  neue  Eandwinkel  bei  m  sei 
a^  =  X  +  w«.  +  >^+n  der  Eandwinkel  bei  m^  sei  t«.   Die  Änderungen 


Fig.  117. 


*)  Vergl.  auch  Seite  97,  Fig.  79.    Dort  wurde  dieses  Gesetz  bereits  auf  anderem 
Wege  abgeleitet 

*♦)  Der  Umstand,  daß  Wm  =  ^^m  von  der  Lage  des  AchsenJo^uzes  (x,  y)  unab- 
hängig ist,  vereinfacht  auch  die  Anwendung  zweier  Biegungslinien.  Schließen  die 
beiden  Bichtungen,  welche  den  Gewichten  w  zugeschrieben  werden  sollen,  den 
Winkel  4>  ein,  so  denke  man  das  Kräftepolygon  nach  Aufzeichnung  der  ersten 
Biegungalinie  um  4>  gedreht,  um  einzusehen,  daß  jede  Seite  des  zweiten  Seilpolygons 
mit  der  entsprechenden  Seite  der  ersten  Biegungslinie  den  Winkel  4>  hUden  muß. 
Mit  Rücksicht  auf  die  käuflichen  Winkelbrettchen  wird  man  für  +  einen  der  Winkel: 
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Ton  t^  und  tt^  sind: 

At«  =  — ^  (colg  X«  +  cotg  o  J 

Betrachtet  man  die  At  und  Aa  als  Kräfte,  welche  in  der  Richtung  r 
wirken,  und  verbindet  man  dieselben  durch  ein  Seilpolygon  mit  der 
Polweite  Eins,  so  ist  dieses  Seilpolygon  die  Biegungslinie  des  aus 
starren  Gliedern  bestehenden  Stabzuges  für  die  Richtung  r,  und  das 
eingeschriebene  Polygon,  dessen  Ecken  den  Knoten  . . .  (w — 2),  (m — 1), 
f/i,  (w  -j-  1)  ...  entsprechen,  ist  die  Biegungslinie  des  elastischen  Stab- 
zages . . .  (w — 2)  (m — 1)  m  (m-|-l)  .  .  . 

Die  Punkte  m^  wird  man  so  annehmen,  daß  die  Kotangenteu  der 
Winkel  x  und  o  runde  Zahlen  sind.  Wählt  man  z.  B.  o«  =  x^  =  45°, 
so  erhalt  man  sehr  einfach: 

At,  =  2 — -  und  Aa«=AX 7- r^    ) 

Hat  die  Elastizitätsziffer  E  für  alle  Stäbe  denselben  Wert,  so 
ersetze  man  die  Gewichte  At  und  Aa  durch  die  Gewichte  J^At  bezw. 
EAcL  und  die  Polweite  1  durch  die  Polweite  E,  SoUen  dann  Tem- 
peraturänderungen unberücksichtigt  bleiben,  so  treten  in  den  vorstehen- 
den Formeln  an  die  Stelle  der  Yerlängerungsverhältnisse  ^sjs  die  Span- 
nungen a,    Ist  6>  =  x  =  45'',  so  erhalt  man: 

^AT^  =  2a^,     ^Aa^  =  ^AX  — <y.  — cy«+,.**) 


90*,  60*,  46'',  90*  wählen.  Auf  weitere  Beziehungen  zwischen  den  beiden  BiQgongs- 
limen  gehen  wir  nicht  ein,  da  sich  der  linienzug  0'r2'3'  .  .  .  ebenfalls  schnell 
zeichnen  läflt  und  die  Verschiebungen  sofort  nach  Größe  und  Richtung  liefert,  so 
dafi  man  die  Zusammensetzung  der  Seitenverschiebungen  (nach  Eig.  115)  spart 

*)  Es  ist  darauf  zu  achten,  daß  keiner  der  hinzugefügten  starren  Stäbe  die 
Richtung  r  erhalten  darf,  wenn  außer  der  Biegungslinie  noch  die  vollständige  Dar- 
steüimg  der  Verschiebungen  mit  Hilfe  des  Linienzuges  0'1'2'  .  .  .  (Fig.  116)  ohne 
jede  weitere  Zwischenrechnung  erfolgen  soll.  Diese  Zwischenrechnung,  welche,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  in  der  Ermittlung  des  Wertes  p  für  jeden  in  die  Richtung  r 
fallenden  Stab  bestehen  würde,  ist  zwar  nicht  schwierig,  immerhin  aber  mnstSnd- 
licher  als  die  Annahme  besonderer  Winkel  u  und  x  für  diese  Stelle  des  Stabzogee. 
l^Hid  nur  die  Biegungslinie  für  die  Richtung  r  verlangt,  so  dürfen  Stäbe  von  der 
Richtung  r  vorkommen,  denn  es  entsprechen  dann  den  beiden  Endpunkten  solcher 
Stabe  im  Sinne  r  gleichgi'oße  Verschiebungen.  Zu  beachten  ist  auch,  daß  die  Ge- 
wichte Ar  und  Aa  in  der  Reihenfolge  .  .  .  Atm-i,  Aom-i,  At«,,  Aqc«,,  Atm+I) 
Aou-M  •  •  •  durch  das  Seilpolygon  verbunden  w^eixlen  müssen. 

**)  Vergl.  S.  102.    Dem  Einfluß  von  Tempecaturänderungen  t  kann  man  auch 
Rechnung  tragen,  indem  man  a  ersetzt  durch  9  -|-  tEt 
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Für   die    in   der  Fig.  118  angegebene  Lage    der   eingeschalteten 
Punkte  Wo  ergibt  sich: 

At^  = ^  -  (cotg  x^  +  cotg  oj) 

Aa^  =  AX  +  -~  cotg  x^  +  -^-  cotg  o^+ >. 

Welche  der  beiden  Anordnungen  (Fig.  117  oder  Fig.  118)  gewählt 
wird,   ist   für    das  Ergebnis   gleichgültig.     Man  strebe  zur  Erzielung 

übersichtlicher  Kräftepolygone  nach 


nt' 


m-t. 


9n.it 


Fig.  118. 


Möglichkeit  gleiche  Vorzeichen  der 
Gewichte  iv  an.  Z.  B.  wird  maii 
bei  einfachen  Balkenbrücken  in  der 
Regel  für  die  Aa  der  oberen  und 
auch  der  unteren  Gurtung  positive 
Werte  erhalten  und  sich  infolge- 
dessen bei  Untersuchung  einer 
oberen  Gurtung  für  die  in  Fig.  118 
gegebene  Anordnung  entscheiden, 
weil  die  As  und  a  der  Obergurtstäbe  negativ  sind.  Bei  einer  unteren 
Gurtung  wii'd  besser  nach  Fig.  117  verfahren. 

Eine  andere  Behandlungsweise  des  stellverti-etenden  Stabzuges 
schließt  sich  der  auf  Seite  104  bis  112  gelösten  Aufgabe  an:  die  Ge- 
wichte w^  zu  bestimmen,  ohne  vorher  die  Winkeländerungen  A^  zu 
berechnen.  Dieses  Verfahren  kommt  natürlich  nur  dann  in  Frage, 
wenn  die  Winkeländerungen  nicht  ohnehin  zu  anderen  Zwecken*)  an- 
gegeben werden  müssen;  dasselbe  möge  an  dem  in  Fig.  119  darge- 
stellten Beispiele  erläutert  werden. 

Gesucht  sei  die  Biegungslinie  (für  die  Richtung  r)  der  Gurtung 
.  .  .  {yn — 1)  m  (7?^-}-l)  . .  .  eines  einfachen  Dreiecfcnetzes.  Die  den  ein- 
geschalteten Knoten  tWq  entsprechenden  Gewichte  At«  werden  T\de  vor- 
hin berechnet,  das  Gewicht  w^  für  einen  Knoten  m  der  Gurtung  hin- 
gegen nach  der  auf  Seite  105  bewiesenen  Gleichung: 

Hierin  bedeutet  jjl  die  Spannkraft  welche  in  einem  Stabe  des  in  Kg. 
119'    herausgetragenen  Fachwerkteiles  infolge  der  drei  unter  sich  im 

leichgewichte  befindlichen  parallelen  äußeren  Kräfte-,  — ,  1 1 — ?j 

entsteht  und  As  die  Längenänderung  des  Stabes  für  denjenigen  Be- 
lastungszustand, für  welchen  die  Biegungslinie  gesucht  wird,  e  und  e' 
sind   die   gegenseitigen  Abstände  jener  3  Kräfte,  deren  Kichtuiig.  ge- 


( 


*)  Z.  B.  Bestimmung  von  Kebenspannungen.    Vergl.  auch  Seite  96. 
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legentlich  der  frühereu  Ableitung  der  Gleichung  ir^  =  2|JLAs  parallel 
den  w  vorausgesetzt  wurde,  jetzt  aber  willkürlich  gewählt  werden  darf, 
weil  ja  die  Größe  der  ?r  eines  aus  staiTen  Gliedern  bestehenden  Stab- 
zuges  unabhängig  von  der  Richtung  r  ist  Die  Summe  2  erstreckt 
sieh  über  die  in  der  Kg.  119^  mit  den  Ziffern  1,  2,  3,  ...  6,  7  be- 
zeichneten Stäbe,  deren  Spannkräfte  (i  in  Fig.  119^'  mittels  eines 
Cremonaschen  Exäfteplanes  dargestellt  wurden.  Für  die  Fachwerkstäbe 
3  und  5  ergaben  sich  Zugkräfte  (i,  für  die  übrigen  Druckkräfte.  Sind 
also  die  L&igenänderungen  der  Stäbe  1,  2,  3  .  .  .  beziehungsweise 
=  A^.  A,,  A3,  .  .  .  so  folgt: 


'»V     m^f 


m-i 


m^t 


Fig.  119. 


Es  wird  sich  empfehlen,  die  Richtung  der  Kraft  —  so  zu  wählen,  daß 

e  einen  festen,  durch  eine  runde  Zahl  ausdrückbaren  Weit  annimmt. 
Bei  Ermittlung  der  verschiedenen  ?r  sind  also  vei^schiedene  Kraft- 
richtungen anzimehmen. 

Eine   tvichUge  Anwendung  der  stellvertretenden  Stabzüge  findet 
sieh  in  Nr,  75. 


Vbungsaufgtiben  zu  den  §§  1  bis  3. 

l.  Aufgabe.  Es  soll  die  Änderung  Ai^t  des  Randwinkels  S^  des  in  Fig.  120 
dai-gestellten  Fachwerks  mit  Hilfe  eines  TT7//fo^s(hen  Vei-schiebimgsplanes  bestimmt 
werden. 

iJisung.  Man  nehme  den  Punkt  a  und  die  Kiehtung  des  Stabes  ab  als  fest- 
liegend an,  ermittle  nach  Nr.  32  (S.  58)  der  Reihe  nach  die  Verschiebungen  Oh\ 
Oc\  Oä%  Oe*  der  Pimkte  6,  r,  e/,  c  und  denke  hierauf  die  Vei-schiebung  von  n 
nacsh  dem  Stabzugverfahren  bestimmt.  Man  erkennt  dann,  daß  das  Lot  von  e'  auf 
A7  gleich  »7  Aäfc  ist  und  findet 


Aä6  = 


if', 


Der  Drehungssinn  von  s^  gegen  s^  ist  in  der  Figui*  durch  einen  Pfeil  imgegebeu 
worden;  hiemach  ist  A5>*  positiv.  Wir  setzten  voraus,  daß  die  Stäbe  2,  4,  5  gedehnt, 
die  übrigen  verkürzt  werden. 
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'^'  Aufjgabe.  Behuie  Darstellung  der  Biegungslinie  der  oberen  Gturtung  in» 
in  Fig.  121  abgebildeten  Fachwerks  soll  das  Gewicht  tr^  mit  Hilfe  eines  'WilUotscben 
rtanes  dargestellt  werden  und  zwar  ohne  gesonderte  Ermittlung  von-  AS». 


Lötuni/.  31an  füge  die  zu  ic»  pai'allolcn  starren  l>eliebig  langen  Stal«  8  und  11 
hinzu,  ferner  die  starren  Stäbe  9  und  10.  Dann  ist  (wenn  die  Polweite  1  gewfihit 
wird)  Wi  =  Aai.  welcher  Wert  nun  auf  die  soeben  gezeigte  Weise  bestimmt  wird. 
Man  nehme  hioi'1>ei  Oo  und  die  Bichtung  des  Stabes  9  als  festliegend  nn. 

3.  Aufgabe.     Mit  Bezugnahme   auf   Fig.  121    beweise   man.   daß,   sobald 

die  Pol  weite  =  ^  gewählt  wiiij    imd  ^^  "jn"  '*''   ^'^  Gewicht  ir»  nach  der 

Formel 

wt  =  cotg  d,  (0  —  o,)')  +  colg  o,  (a,  —  o,)  +  ootg  a,  (o,  -  o.)  +  cotgo« (o,  —  oj 
+  cotg  «,  (o,  —  a.)  +  eotg  a,  (ff,  —  5.)  +  cotg  a,  (ff,  —  o,)  +  CO^  «i  (0  —  a,) 
berechnet  wurden  darf. 

LöKunff.  Man  gelangt  zur  voi-stehenden  Formel  ohne  weiteres,  indem  man 
nach  Gl.  (2)  Seite  90  die  Änderungen  der  DreiecLswinkel ,  ans  denen  sich  «,  zn- 
sammensetzt,  bestimmt  und  dieselben  addiert.  Die  Multiplikationen  mit  cotg  werden 
zweckmäßig    zeicbnciisch   ausgefühit.     Man   kijnnte    auch    den  Ausdruck  nach  den 

Spannungen  o  ordnen.    Der  KinfluG  von  o,  auf  tr»  ist  daim  ^n,  — ^,  wo«|dieUngc 

,  das  I/>t  von  b  auf  2  bedeutet.     Wie  stellt  man  den  Einflufl 
von  b  ausgehenden  Stabes  z.  B.  den  von  o,  am  bequemsten  dar? 

4,  Aufgabe.  Gesucht  sei  die  Biegungslinie  (für  die  Richtung  r)  eines 
Stabiuges,  dessen  4«  imd  iä  gegeben  sind;  einzelne  Stäbe  haben  aber  die  Rich- 
tung r. 

•)  Zur  besseren  Übersicht  wui-den  die  S]Kmiiimgen  0  der  Stäbe  8  und  11  mit 
aufgeführt. 


des  Stabes  2  und  r 
der  Spannung  eines 


Übungsaufgaben  zu  den  §§  1  bis  3. 
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Lösung^  Fällt  8m  mit  der  Richtung  r  zusammen,  so  schalte  man  nach  Fig.  122 
zwischen  m — 1  und  m  mittels  starrer  Stäbe,  welche  mit  Sm  Winkel  von  46*  ein- 
schließen, einen  neuen  Knoten  m^  ein,  de.ssen  Gewicht  Wm^=i  —  2 


jcm-i  xmd  Wm  erhält  man: 


8, 


ist     Für 


tk8. 


tCm~l  =  A^m-l  H fCm  =  A  5«  + 


8, 


8m 


Fig.  122. 


Ist  \8m  positiv,  so  ist  iCmQ  im  Sinne  ( — r)  anzunehmen.  Figur  122  setzt  also  voraus, 
daß  der  Stab  ««,  gedrückt  wird.  Zu  beachten  ist,  daß  die  Gewichte  in  der  Reihen- 
folge iCm-u  tTiHoi  t^M  durch  das  Seilpolygon  verbunden  werden  müssen  wie  dies  in 
Fig.  122  angedeutet  ist. 

S»  Aufgabe»  Es  soll  der  Y erschiebungsplan  für  die  untere  Gurtung  0 — 2 — 4 — 6 
des  in  der  Fig.  123  dargestellten  Trägers  mit  Hilfe  eines  stellvertretenden,  aus  starren 
Gliedern  bestehenden  Stabzuges 
0—1  —  2—3  —  4—5—6  gezeich- 
net werden. 

Die  Lösung  besteht  darin,  daß 
zuerst  nach  Nr.  52  die  Biegungs- 
linie für  die  zur  Bahn  des  beweg- 
lichen Auflagers  rechtwinklige  Rich- 
tung r  gezeichnet  wird,  weil  dann 
die  Schlußlinie  0"6"  sofort  gegeben 
ist  Hierauf  wird  der  Linienzug 
6'5'4'3'2'1'0'  nach  Nr.  51  be- 
stimmt Die  Strahlen  00',  02', 
04'  stellen  nach  Größe,  Richtung 
und  Sinn  die  Verschiebungen  der 
Punkte  0,  2,  4  dar.  —  Von  den 
drei  für  diesen  Träger  in  diesem 
Buche  mitgeteilten  Verfahren  (vergl. 
Fig.  38,  105,  123)  ist  das  erste  im 


Fig.  123. 


allgemeinen  das  einfachste.    Die  liösung  in  Fig.  105  verdient  den  Vorzug,  sobald 
die  lotrechten  Verschiebungen  5  durch  Rechnung  bestimmt  werden  sollen  und  die 
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zuletzt  angegebene  (Fig.  123)  wird  vorteilhaft,   sobald  die  Winkeländerungen  noch 
zu  anderen  Zwecken  (z.  B.  zur  Ermittlung  von  Nebenspannungen)  gebraucht  werden. 

6m  Aufgabe,  Ein  Fachwerk  sei  in  der  Weise  erzeugt,  daß  zu  einem  Stab- 
dreieck abc  zwei  neue  Stäbe  gefügt  werden,  die  in  einem  neuen  Knoten  d  mit- 
einander verbunden  sind,  hierauf  an  zwei  beliebige  Knoten  dieses  Stabgebildes 
wieder  zwei  Stäbe  n^t  einem  Knoten  e  angeschlossen  werden  u.  s.  f.  Es  soUen  die 
Winkeländerungen  dieses  Fachwerks  berechnet  werden. 


Fig.  124.  Fig.  125. 

Die  Lösung  stützt  sich  auf  die  Gleichung 

A«i  =  Ä  A tti  +  As,  cos  0,  -f-  A 5,  cos  a, , 

welche  einen  besonderen  Fall  der  auf  S.  98  für  A/  abgeleiteten  Formel  darstellt, 
und  durch  welche  die  Ändenmg  der  Seitenlänge  «,  eines  Dreiecks  (Fig.  125)  be- 
stimmt ist,  sobald  die  Änderungen  des  Gegenwinkels  und  der  beiden  anderen  Drei- 
eckseiten bekannt  sind. 

Liegt  beispielsweise  das  Fachwerk  in  Fig.  124  vor,  so  berechnet  man  auf  die  in 
Nr,  40  gezeigte  Welse  die  Winkeländerungen  der  Dreiecke  acb  und  ahd  und  drückt 
hierauf  die  Ändei*ung  der  Entfemimg  cd  durch  die  Längenänderungen  Aoc  und  Aad 
der  Seiten  ac  und  ad  und  durch  die  Winkeländerung  A(rarf)  =  A  (ra6)  —  A(dab) 
aus.  Jetzt  bestimmt  man  die  Winkeländenmgen  der  Dreiecke  acrf,  cdb  und  cde^ 
drückt  ^eb  durch  Acc,  AcÄ  und  A(ec6)  aas,  u.  s.  w. 

Auf  diesem  Wege  lassen  sich  z.«  B.  sämtliche  Winkeländerungen  der  in  den 
Figuren  49  und  50  abgebildeten  Fach  werke  bei-echnen,  wie  denn  überhaupt  leicht 
einzusehen'  ist,  daß  sich  mit  Hilfe  der  Formel  für  A^j  imd  mittels  der  in  Nr.  37 
und  38  durchgeführten  allgemeineren  Untersuchungen  die  in  den  §§  2  und  3  an- 
gegebenen Darstellimgs weisen  auf  ähnliche  Art  erweitem  las.sen,  wie  dies  im  §  1 
mit  dem.  von  Williot  ursprünglich  auch  nur  für  einen  sehr  einfachen  Fall  gegebenen 
Verfahren  geschehen  ist. 

§  4. 

Einflufilinien  und  Einflufizahlen  für  elastische  Verschiebungen. 

53.  —  Mit  Hilfe  der  in  den  vorigen  Paragi'apheii  gelehrten  Ver- 
fahren ist  man  imstande,  die  Formändeiomg  eines  statisch  bestimmten, 
irgendwie  belasteten  Fachwerks  festzustellen.  Es  bedürfen  aber  diese 
TJntersnchungen  noch  einer  Ergänzung  für  den  Fall,  daß  der  Einfluß 
der  am  Fachwerk  angi-eif enden  Lasten  P^,  P^,  ...  auf  irgendeine  der 
die  Formänderung  bestimmenden  Größen  gesondert  angegeben  werden 
soll,  etwa  zu  dem  Zweck,   die  Grenzwerte  dieser  Größe  (für  welche 
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natürlich  das  Gesetz  von  der  Zusaimnenzählung  der  einzelnen  Wirkungen 
gelten  muß)  zu  ennitteln.  Zwar  könnte  man  diese  Aufgabe  in  der  Weise 
behandeln,  daß  man  das  Fachwerk  .zuerst  nur  mit  Pj  belastet,  dann 
nur  mit  P,  u.  s.  w.  und  für  jeden  dieser  Fälle  einen  Verschiebungsplan 
zeichnet;  doch  ist  dieses  Verfahren  so  umständlich,  daß  die  Aufsuchung 
einer  anderen  Lösung  geboten  erscheint  Die  Handhabe  hierzu  bietet 
der  MaxweUsche  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  elastischen  Form- 
änderungen (S.  31),  dessen  Anwendung  zimächst  an  zwei  Beispielen 
gezeigt  werden  soll. 

1.  Aufgabe*  Gesucht  ist  die  Einflußlinie  für  die  Senkung  8« 
des  Knotenpunktes  m  eines  durch  lotrechte  Lasten  P  beanspruchten 
Fachwerkträgers. 

Man  nehme  das  gewichtslose  Fachwerk  nur  mit  einer  in  m  an- 
greifenden lotrechten  Kraft  Eins  belastet  an,  ermittle  die  hierbei  ent- 
stehenden Spannkräfte  S 
und  Längenänderungen 
l8  und  bestimme  (nach 
einem  der  in  §§  1 — 3 
angegebenen  Verfahren) 
die  diesen  As  entspre- 
chende Biegungslinie 
derjenigen  Gurtung  (bei- 
spielsweise ACB\  an 
welcher  die  Lasten  P 
angreifen  sollen.  Ist  nun 
die  bei  k  gemessene 
Ordinate  dieser  Biegungslinie  =  1^4,  so  verschiebt  die  in  m  angreifende 
Last  Eins  den  Knoten  k  im  lotrechten  Sinne  um  iQfc,  und  es  wird  des- 
halb (nach  dem  Maxwellschen  Satze)  eine  in  k  angreifende  Last  Eins 
den  Knotenpunkt  m  ebenfalls  um  t\^  vei-schieben.  Hieraus  folgt  aber, 
daß  die  gezeichnete  Biegungslinie  die  Einflußlinie  für  8^  ist. 

Die  Lasten  Pi,  P2,.P3,  denen  die  Ordinaten  ir]i,  Tjg,  tjj  entsprechen, 
verursachen  beispielsweise  bei  m  die  Senkung 

8m  =  Pi^ii  +  P^^i  +  Ps^Qs- 
BeispieL  In  Fig.  113  aiif  Tafel  2  wurden  die  senkrechten  Verschiebungen  der 
Knotenpunkte  eines  Bogenträgers  mit  drei  Gelenken  für  den  Fall  aufgetragen,  daß 
im  Scheitelgelenk  eine  Last  1'=  lOOO'v  wirkt.  Die  für  die  untere  und  obere  Gurtung 
erhaltenen  Biegungslinien  sind  daher  die  Einflußlinien  für  die  lotrechte  Verschiebung  Ä 
des  Scheitelgelenks;  mit  Hilfe  der  ersteren  kann  der  Einfluß  von  Lasten  festgestellt 
werden,  welche  in  den  unteren  Knotenpunkten  angreifen,  mittels  der  zweiten  der 
Einfloß  der  Belastung  der  oberen  Knoten.  Ist  die  oben  angreifende  Verkehrslast: 
p  =  0,665«  f.  d.  Meter  und  pX  =  0,665. 3,0  =  2«  f.  d.  Knotenpunkt,  so  folgt  für 
volle  Belastung  (also  mit  Vernachlässigung  der  kleinen  negativen  Beitragsstrecken  an 
den  Trägerenden) 

5^«  =  p\  [2,00  4-  2  (1,10  +  0,52  +  0,21  +  0,04)]  =  11,5—. 


Fig.  126. 
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^  .^...riH...frJ 


Von  der  ständigen  Behistung  pX  =  0,37  •3,0  =  1,11*  eines  Feldes  möge  der 
Teil  ^»X  =  0,27  (Gewicht  der  Hälfte  eines  Feldes  des  Hauptträgers)  an  der  unteren 
Ourtung  angreifend  angenommen  werden,  der  Teil  ^r^X  =  0,84'  an  der  oberen  Gurtung. 
Die  Durchbiegimg  infolge  der  ständigen  -Belastung  beträgt  dann: 

5,  =  g^\  [2,00  +  2  (1,09  +  0,52  +  0,22  +  0,07)] 
+  flToX  [2,00  +  2  (1,10  +  0,52  +  0,21  +  0,04  -^^)\  =  6,4  — . 

2.  Aufgabe*  Ein  Fachwerk  sei  niit  beliebig  gerichteteu  Kräften 
Pi,  Pg,  .  .  .  belastet  Gesucht  sei  die  Projektion  8^  der  Yerschiebung 
eines  Knotens  C  auf  eine  feste  Richtung  r.  Der  Einfluß  jeder  Last  P 
soll  gesondert  angegeben  werden. 

Man  zeichne  den  Yerschiebungsplau  für  den  Fall,  daß  auf  das 
Fachwerk  nur  eine  Last  P^  =  1  wirkt,  welche  in  C  angreift  und  die 
Richtung  r  hat  Für  irgendeinen  Knoten  ?w  ergebe  dieser  Plan  die 
Verschiebung  in'm\  deren  Projektion  auf  die  Richtung  von  P^  mit 
±  h^r  bezeichnet  werden  möge,**)  wobei  das  obere  oder  untere  Yor- 

zeichen  gelten  soll,   je 
i/L  nachdem  der  Sinn  jener 

Projektion  mit  dem 
Sinne  von  P^  übereüi- 
stimmt  oder  nicht 

Nun  ist  aber  nach  dem 
Maxwellschen  Satze  die 
gesuchte  Yerschiebung 
hrmt  welche  Punkt  C 
in  der  Richtung  r  und 
infolge  von  P^  =:  1  er- 
fährt, ebenso  groß  wie  die  bereits  dargestellte  Yerschiebung  5^^,  welche 
der  Punkt  m  in  der  Richtung  P^  und  infolge  von  P^  =  1  erleidet,  und 
daraus  folgt,  daß  der  Einfluß  von  P^  auf  die  Yerschiebung  h^  gleich 
Pm^mr  Ist.  Auf  dlc  glcichc  Weise  findet  man  die  Einflüsse  der  Lasten 
Pj,  Pg,  .  .  . ,  so  daß  man  schließlich 

erhält  Die  Größen  S^^,  Sg^,  .  .  .  nennen  wdr  kurz  die  den  einzelnen 
Lasten  P^^  P^  .  ,  ,  entsprechenden  Ei7iflußx<üden;  sie  ergeben  sich 
sämtlich  aus  dem  für  P^  =  1  gezeichneten  Yerschiebungsplane. 

54.  —  Das  in  den  vorstehenden  Beispielen  angewandte  Yerfahren 
ist  ein  allgemeines  und  fühii  auch  daim  zum  Ziele,  wenn  die  S  nicht 
Verschiebungen  und  die  P  nicht  Eiuzellasten  bedeuten,  sondern  diese 
Buchstaben  zur  Bezeichnung  der  auf  Seite  30  erklärten  Begriffe  ,,  Weg 

*)  Die  Knotenpunkte  an  den  Trägerenden  sind  nur  mit  -^ff^^  belastet. 
**)  Xacli  der  auf  Seite  31  eiugefülirteu  Bezeichnungsweise. 


Fig.  127. 
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Belastung^^  und  „Iklcustung^^  dieneiL     Stets  wird  man   die  dar- 
zustellende Größe 

mittels  des  llaxwellschen  Satzes  umformen  in 

und  dann  die  Einflußzahlen  8,^,  8^^,  ....  8^^,  ....  einem  füi-  den 
Zustand    P^  =  1    gezeichneten  Yersehiebungsplane    (an    dessen   Stelle 
häufig  eine  Bieguugslinie  treten  darf)  entnehmen.    Es  verdient  hervor- 
gehoben  zu  werden,    daß   diese  Regel  auch   für  statisch  tinbestimmte  ' 
thchtverke  gilt. 

S  5. 

Das  statisch  uobestimmte  Fachwerk. 

a.  Berechnung  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Grüben  mittels  des 

Maxwellschen  Satzes. 

55.  —  Wir  haben  bereits  in  der  Einleitung  gezeigt,  daß  die  Be- 
rechnung eines  statisch  unbestimmten  Fachwerks  in  die  Lösung  zweier 
Au^ben  zerfällt  Erstens  sind  die  Spannkräfte  der  Stäbe  und  die 
Htützenwiderstände  mittels  der  Gleichgewichtsbedingimgen  durch  die 
gegebenen  Lasten  P  und  gewisse  statisch  nicht  bestimmbare  Größen  X 
auszudrücken,  und  zweitens  sind  die  Größen  X  mit  Hufe  von  Gleichungen 
zu  bei-echnen,  welche  man  erhält,  indem  man  die  Formveränderung 
des  statisch  bestimmten  Fachwerks,  in  welches  das  unbestimmte  im 
Falle  des  Verschwindens  sämtlicher  Größen  X  übergeht,  gemssen  Be- 
<iingnngen  unterwirft 

Der  einzuschlagende  Weg  ist  meistens  sehr  leicht  zu  finden,  wie 
die  folgenden  Aufgaben  zeigen  werden,  bei  deren  Lösung  wir  von  den 
in  der  Einleitung  angestellten  allgemeineren  Untersuchungen  zunächst 
nur  den  Maxwellschen  Satz  zu  HiKe  nehmen,  während  wir  uns  im 
übrigen  lediglich  auf  die  §§  1 — 3  stützen.  Denn  es  kommt  uns  be- 
sonders darauf  an,  zu  zeigen,  daß  die  Bereclmung  eines  gegebenen 
statisch  unbestinnnten  Fachw^erks  für  denjenigen  eine  sehr  leichte  Auf- ' 
gäbe  ist  welcher  sich  mit  der  Dai-stellung  der  Formänderung  statisch 
bestimmter  Fachwerke  vertraut  gemacht  hat  imd  das  von  uns  kurz 
als  Maxwellscher  Satz  bezeichnete  allgemeine  Gesetz  kennt*)     Später 

*)  Die  Untersuchung?  von  Faehwerken.  welche  erst  entworfen  werden  sollen, 
ist  nur  insofern  umständli(;her,  als  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  von  den 
zunächst  imbekannten  Stabquerschnitten  abhängen.  Im  allgemeinen  wird  mau  <He 
Querschnittsgrößen  zuerst  schätzungsweise  annehmen,  hierauf  die  X  und  S  ermittehi. 
<üe  erforderlichen  Querschnitte  bestimmen  und  im  Falle  größerer  Unterechiede 
zwischen  den  gerechneten  und  den  geschätzten  Querschnitten  das  ganze  Verfahi'en 
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werden  wir  auch  die  übrigen  in  der  Einleitung  angegebenen  Terfahren 
verwerten. 

56.  üntersnohimg  eines  über  zwei  Öffimngen  gestreckten  Balken» 
ACJB,  Fig.  128,  welcher  durch  lotrechte  Lasten  P  beansprucht  wird. 

Der  naheliegendste  Rechnungsgang  ist  der  folgende.  Wäre  der 
Widerstand  X  der  Mittelstütze  bekannt,  so  ließen  sich  die  in  Ä  und 
B  angreifenden  Stützendrücke  und  sämtliche  Spannkräfte  Ä  des  aus 
aneinandergereihten  Dreiecken  bestehenden  Fachwerks  angeben. 

Nimmt  man  zunächst  -X  =  0  an,  so  entsteht  ein  einfacher  Balken 


AB^  dessen  Stützen  widerstände  Jq  =  - 


SP6 


SPa 


™'^^=i.  +  4 


sind^ 


Fig.  128. 


Fig.  129. 


Fig.  130. 


imd  dessen  Spannkräfte  Sq  leicht  gefunden  werden  können,  beispiels- 
weise mittels  eines  Cre- 
^ '  monaschen  Ki*äfteplanes. 

Dieser  einfache  Balken 
wird  an  der  Stelle  C 
eine  lotrechte  Durch- 
biegung 80  erfahren, 
deren  Größe  sich  nach 
einem  der  in  den  §§  1 
bis  3  gezeigten  Verfah- 
ren ermittehi  läßt  (I)a& 
gestrichelte  Polygon  in 
Fig.  129  sei  die  Bie- 
gungslinie der  Gurtung 
AGB,)  Denkt  man  jetzt 
die  Kräfte  P  beseitigt 
und  belastet  den  ein- 
fachen Balken}  ^jB  nur 
mit  einer  in  C  angreifenden,  nach  oben  gerichteten  Last  JY,  so  wird 
der  Punkt  C  im  lotrechten  Sinne  um  h'X  gehoben,  wobei  8'  die  mit 
Hilfe  eines  zweiten  Vei*schiebungsplanes  zu  bestimmende  lotrechte 
Senkimg  bedeutet,  welche  C  erfährt,  sobald  der  einfache  Balken  AB 
'  nur  durch  eine  in  C  angreifende,  lotrechte,  abivärts  gerichtete  Last  von 
der  Größe  1  beansprucht  wird.  Sind  nun  die  Stützen  des  in  Mg.  128 
abgebildeten  Trägei-s  vollkommen  starr,  so  muß  die  lotrechte  Ver- 
schiebung von  C  gleich  Null  sein,  und  es  folgt  hieraus  die  Bedingung: 
80  —  5'Jt  =  0,  aus  welcher  sich 

wiederholen.  Vereinfachend  wirkt  hierbei  der  Umstand,  daß  der  Einfluß  der  Be- 
lastung auf  die  Größen  X  nur  von  dem  gegenseitigen  Verhältnis  der  Querschnitte 
abhängt.    Vergl.  auch  Nr.  74. 
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ergibt  Würde  sich,  bei  nachgebenden  Widerlagern,  Punkt  C  gegen 
die  relativ  festliegend  gedachte  Gerade  ^J5  in  lotrechter  Richtung  uni 
*^  nach  unten  verschieben,  so  wäre  X  aus  der  Gleichung  8^  —  h'X  =  h„ 
zu  berechnen.  Nach  Bestimmung  von  X  können  die  Spannkräfte  S 
in  den  Stäben  des  Balkens  ACB  mittels  der  Formel 

o  =  Sq  —  S  X 

gefanden  werden,  xmter  S'  die  Spannkraft  für  den  in  Mg.  130  dar- 
gestellten Belastungsfall  X=^  —  1  verstanden,  und  ganz  ebenso  erhält 
man  die  Stützenwiderstände: 

A  =  A^—ÄX,  B  =  B^—B'X, 

Den  Einfluß  von  Temperaturänderungen  wird  man  stets  gesondert 

bestimmen;  man  wird  also  die  Verschiebung  8^,  des  durch  die  Lasten  P 

beanspruchten  Balkens  AB  (Kg.  129)  unter  der  Yoraussetzung  ermit- 

8  s 
teln,  daß  die  Stäbe  die  Längenänderungen  Aäq  =  -=^  erfahren,  und 

schließüch  wird  man  mit  Hilfe  eines  dritten  Verschiebungsplanes  diejenige 
lotrechte  Verrückung  8«  feststellen,  welche  der  Punkt  6  des  ein&chen 
Balkens  AB  erfährt,  sobald  sich  die  Stablängen  um  As,  =  6ts  ändern. 
Der  entsprechende  Widerstand  der  Mittelstütze  ist  dann: 

8 

er  erzeugt  im  Träger  ACB  (Mg.  128)  die  Spannkräfte:  S,  =  —  S'X,, 
Im  Ealle  gleichmäßiger  Erwärmung  sämtlicher  Stäbe  ist  8«  =  0,  sobald 
die  drei  Punkte  A,  B^  C  in  derselben  Wagerechten  liegen. 

Unsere  Aufgabe  ist  hiermit  gelöst.  Die  Auflösung  leidet  aber 
noch  an  einer  Weitläufigkeit,  die  darin  besteht,  daß  8^  für  jeden  zu 
untersuchenden  Belastungsfall  von  neuem  bestimmt  werden  muß.  Diese 
Schwierigkeit  läßt  sich  nun  durch  Anwendung  des  Maxwellschen  Satzes 
leicht  heben.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  hj  die  dem  Knoten  vi 
entsprechende  Ordinate  der  in  Fig.  130  für  den  Zustand  X  =  —  1  ge- 
zeichneten Biegungslinie,  so  darf  man  schließen :  Eine  in  C  angreifende 
lotrechte  Last  Eins  senkt  den  Punkt  rn  um  8«',  und  es  wird  daher 
eine  in  m  angreifende  Last  Eins  den  Punkt  C  ebenfalls  um  8'  senken 
und  eine  Last  P«  wird  auf  die  Senkimg  8o  den  Einfluß  8^  =  P^hJ 
aasüben.    Daraus  folgt  aber 

8o=  Pi^i    +  -^2^8    "i~-   •  •  "h  ^m^m  +  •••*) 

und  es  ist  daher  der  Einfluß  der  Lasten  P  auf  X 

x=-^[p,8/+ AV+. .  •  +  ^«8« +  •  •  :\='l-r^p^h:. 

Man  darf  aussprechen: 


A^=l  .,, 


♦)  Vergl.  auch  iSeit(»  138. 
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Die  für  den  Zustand  X  =  —  1  gezeichnete  Biegungslinie  der  zur 
Aufnahme  der  Lasten  bestimmten  Gurtung  ist  die  Einflußlinie  für  X^ 
Der  Multiplikator  dieser  Linie  ist  =  1 1  8'. 

57.  üntersuohimg  eines  Fachwerkbogens  mit  E&mpfergelenken  und 
ohne  Soheitelgelenk,  Fig.  131.  Der  Träger  sei  durch  beliebig  gerichtete 
Lasten  P  beanspnicht.     Die  an  den  festen  Auflagergelenken  A  und  J? 

angreifenden  Widerstände 
seien  in  die  zur  Geraden 
AB  rechtwinkligen  Seiten- 
kräfte A  und  B  und  die 
in  die  Gerade  AB  fallen- 
den Seitenkräfte  C  imd  X 
zerlegt 

Wird  JY  =  0  ange- 
nommen, wird  also  das 
feste  Auflagergelenk  durdi 
ein  in  der  Richtung  AS 
bewegliches  Lager  ersetzt^ 
so  geht  das  Fachwerk  in 
ein  statisch  bestimmtes  über 
(Fig.  132).  Die  Auflager- 
kräfte Aq,  Bq^  Cq  und  die 
Spannkräfte  Sq  lassen  sich 
für  diesen  Zustand  leicht 
angeben. 

Um  X  zu  ermitteln, 
wird  das  erhaltene  statisch 
bestimmte  Fachwerk  mit 
einer  Kraft  X  =  —  1  be- 
lastet (Fig.  133),  weldie 
die    Spannkräfte    S'   imd 


j» 


Fig.  131-133. 
S'8 


Änderungen  (As)'=-^f=^  der  Stablängen  hervomift;    dann  wird  für 

diese  Angriffsweise  ein  Verschiebungsplan  gezeichnet 

Dieser  Plan  möge  für  den  Punkt  B  die  za  AB  parallele  Ver- 
schiebung B"B'=h'  liefern  und  für  irgendeinen  Knotenpunkt  m  die 
Verschiebung  m'm.    Bezeichnet  8^'  die  Projektion  der  Strecke  vfi'ra 
auf  die  Richtung  von  P^,  so  folgt: 

Eine  in  B  und  im  Sinne  AB  angreifende  Kjxrft  1  verschiebt  den 
Punkt  m  im  Sinne  von  P^  um  8^',  und  es  wird  deshalb  eine  in  m 
angreifende  Last  P^  =  1  eine  Verlängerung  der  Stützweite  AB^=l  um 
8,/  verursachen  und  eine  Last  P„  eine  Verlängenmg  um  P^hJ.    Da 
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nun  eine  von  B  nach  Ä  gerichtete  Kraft  -X  eine  Verkürzung  von  AB 
rnn  Xh'  herbeiführt,  so  beträgt  die  Änderung  von  /  im  ganzen: 

M  =  1P^hJ—Xh\ 

Hieraus  folgt  aber  für  das  Bogenfachwerk  in  Kg.  131  für  den  Fall 
unbeweglicher  Widerlager  (d.  h.  für  A/  =  0): 

^=-T' — 

Geben  die  Widerlager  nach  und  verschiebt  sich  hierbei  B  gegen  A 
um  8^,  so  ändert  sich  X  um  einen  Wert  AX,  der  durch  die  Gleichung 

K=:  —  ^Xh' 

gegeben  ist  Den  Einfluß  X^  einer  Temperaturänderung  findet  man, 
indem  man  die  Änderungen  \St  =  ets  der  Stablängen  berechnet,  die 
hierdurch  bedingte  Vergrößerung  8,  der  Strecke  AB  mit  Hilfe  eines 
Verschiebungsplanes  bestimmt  und  die  Bedingung  0  =  8<  —  Xth'  auf- 
stellt.   Es  ergibt  sich: 

\X  =  —  1^,    und  A^=l  ^' 


i'    '  8' 

Bei  gleichmäßiger  Erwärmung  ist  8(  =  e^2. 

Sobald  X  bekannt  ist,  können  sämtliche  Spannkräfte  S  des  Bogen- 
fachwerks  mittels  der  Formel 

S=So—S'X 

berechnet  werden.    Für  die  Stützen  widerstände  erhält  man:  A=^A,q 
B=B,,  (7=:Co  +  X 

58.  Der  Binder  eines  Freidaches  (Fig.  134)  sei  bei  B  und  C 
mittels  fester  Auflagergelenke  und  außerdem  noch  durch  eine  Stange 
AD  gestützt,  welche  bei  D  gelenkartig  mit  dem  Widerlager  ver- 
bunden ist 

Der  Träger  wird  statisch  bestimmt,  sobald  der  Stab  AD  (dessen 
Spannkraft  =  X  sei)  weggenommen  wird.  Für  diesen  Zustand  X  =  0 
werden  die  Spannkräfte  Sq  ermittelt  und  hierauf  wird  der  Verschiebungs- 
plan für  den  in  Fig.  136  dargestellten  Zustand  X=  —  1 ,  dem  die 
Spannkräfte  S'  entsprechen  mögen,  aufgezeichnet*)  Die  Verschiebung 
von  A  sei  dargestellt  durch  den  Polstrahl  0A\  diejenige  von  m  durch 
Om\  Die  Projektion  von  OA'  auf  die  Richtung  von  AD  sei  8'  (posi- 
tiv im  Sinne  der  in  Fig.  136  angenommenen  Kraft  1),  diejenige  von 
Om  auf  P^  sei  hj  (positiv  im  Sinne  von  PJ),  Dann  kann  wie  in 
der  vorigen  Aufgabe  mittels  des  MaxweUschen  Satzes  die  Beziehung 
gefunden  werden: 
•  AZ  =  SP^8J  —  Xh\ 

**)  Beispielsweise  nach  dem  in  Nr.  32  angegebenen  Verfahren. 
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wo  l   die  Länge   des  Stabes  AD  bedeutet.     Besitzt   dieser  »Stab  den 
Quei-schnitt  2?\  und    die  Elastizitätsziffer  JE'j,    so    ist  seine  durch  die 

Spannki^aft    X    hervorgebrachte    Längen- 
änderung: 


A/  = 


XI 


und    mau    erhält   schließlich   für  X   den 
Wert: 


Wird  noch  der  Einfluß  einer  Änderunjj^ 
der  Temperatur  gesucht,  so  bestimmt  man 
mit  Hilfe  eines  zweiten  Yerschiebungs- 
planes  die  von  den  Änderungen  ^s  =  tts 
hen-ühi^ende  gegenseitige  Yerschiebung  8, 
des  Punktepaares  -4,  D  und  stellt  die  Be- 
dingung auf: 

AZ  =  8,  — A',8', 

in  welche  für  A2  jetzt  der  Wert: 

einzusetzen  ist,  unter  t^  imd  t^  die  Aus- 
dehnungsziffer und  die  Temperaturänderung 
des  Stabes  AD  verstanden.    Man  findet: 

^         ht  —  t^til 
Jl,  = ^ 

50.  üntersnohimg  des  in  Flg.  137  dargestellten  Dachstnhls  einer 
dreisoUfflgen  Halle.  Bei  A  ist  ein  festes,  bei  B  ein  auf  wagerechter 
Bahn  bewegliches  Auflagergelenk  angeordnet.  CD  und  EF  sind  Säulen 
mit  Kopf-  und  Fußgelenken  (sogenannte  Pendelsäulen  oder  Schwing- 
stützen). Die  lotrecht  wirkenden  Widerstände  X^  und  X^  der  Säulen 
sollen  als  die  statisch  nicht  bestimmbai*en  Größen  eingeführt  werden; 
ihre  Angriffspimkte  erhalten  die  Ordnimgsbuchstaben  a  und  6. 

Den  Zustand  Jl,  =  0,  JTj  =  0  (den  wir  kurz  den  Zustand  Jt  =  0 
nennen  wollen)  zeigt  Fig.  138;  die  Zustände  JT,  =  —  1  ^^^^  Xt  =  —  1 
sind  in  den  Figuren  139  und  140  dargestellt  worden.  In  allen  drei 
Fällen  handelt  es  sich  um  die  Untersuchung  eines  einfachen  Fachwerk- 
balkens AB,,  die  Stützenwiderstände  und  die  Spannkräfte  (Sq^  S«,  <S*) 
Ijissen  sich  also  leicht  ermitteln.     Ist  dies  geschehen,  so  werden  die  von 


Fig.  134—136. 
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den  Spannkräften  S^  und  Ä^  sowie  von  Temperaturänderungen  t  her- 
vorgenifenen  Längenänderungen 

"^EF'     ^^~'EF'  ^*'~*^* 

berechnet   und  die  durch  diese  A«  verursachten  Verschiebungen  der 
Knotenpunkte  ermittelt. 


Fig,  137  u.  138. 


Fig.  139  u.  140. 


Der  erste  dieser  Pläne  liefert: 
8^«=  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P^*) 

"u0    *~~~  «?  «<  W"  ^j  ««  «%      ^\.0  — — 

v^0   — —  4«  ^^        C/        «^  •«  «*     -^^b 

Der  zweite  Plan  liefert: 
8.»  =  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P„ 


infolge  X, 
1**)..    ^. 


—  1 


X.= 


a 


X  =  — 


b    „ 


•  «     --Vfc 


infolge  Xj, 
1  „  -Xj 
1    ..     X, 


—  1 

—  1 

—  1. 

—  1 

—  1 

—  1. 


Der  dritte  Plan  endlich: 
5„,  =  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P„ 

öjf  ——  »«  ««      0      y  ,«  .^      -^'"•Ä* 


infolge  der  t 


*)  Abgeküi'zte  Ausdi-ucksweise  an  Stelle  von:  d«,«  =  l^ojektion  der  Verschie- 
bung von  m  auf  die  Kichtung  von  P«,,  positiv  im  Sinne  von  Äi.  Zu  beachten  ist, 
daß  der  zweite  Buchstabe  des  an  d  gesetzten  Doppelzeigers  stets  auf  die  Ursache 
der  Verschiebung  hinweisen  soU  und  mit  dem  Zeiger  der  Belastung  X  übereinstimmt. 
**)  Diese  Verschiebung  wiitl  also  positiv  gezählt  im  Sinne  der  in  a  (Fig.  1B9) 
angenommenen  Last  1. 

Mfiller-Breslan,  Graphische  Statik.   II.  1.  10 
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(Xaoli  flom  Maxwellschea  Satze  muß  sich  8«5  =  85,  herausstellen,  eine 
Bedingung,  die  zur  Prüfung  der  Zuverlässigkeit  der  Zeichnung  benutzt 
werden  kann.) 

Die  Gleichungen  zur  Bereclmung  der  X  ergeben  sich  nun  wie  folgt. 
Die  auf  das  Fach  werk  AB  wii-kenden  Belastungen  P^,  X^,  X^ 
werden  im  Verein  mit  Temperaturänderungen  t  und  etwaigen  anderen 
Ui'sachen  (z.  B.  Bewegungen  der  Widerlager  A  und  B)  die  Punkte 
a  und  b  im  Sinne  -X^  =  —  1  und  Jf^  =  —  1  um  Strecken  8.  und  8^ 
verschieben,  welche  geradlinige  Funktionen  der  P^  X„^  X^^  t  sind*) 
und  sich  auf  die  Fomi  bringen  lassen: 

8«  =  2P„8„^ X^haa  ^bKh  +  ^at  +  8«^, 

8*  =  2P^8a^  —  -X^„84«  —  ^6 8*»  4"  iit  +  8j^, 

wobei  die  Größen  8„^  und  8^^  den  Einfluß  jener  „anderen  Ursachen'* 
zum  Ausdruck  bringen.  Die  Koeffizienten  der  X  sind  bereits  vorhin 
erklärt  worden  (8««  ist  z.  B.  der  Weii,  den  8,  annimmt  wenn  nur  die 
TTi-sache  Jt„  =  —  1  wirkt)  und  ganz  ebenso  lassen  sich  die  8.^  und 
8ft^  deuten,  welche  bezw.  den  Einfluß  von  P^  =  l  auf  8,  und  8^ 
darstellen. 

Xun  ist  aber  nach  dem  Maxwellschen  Satze  die  Yerschiebung  8,^, 
welche  a  im  Sinne  ^Y„  =  —  1  und  infolge  der  Last  P«  =  1  erfährt, 
ebenso  groß  wie  die  Yei'schiebung  8«„  von  m  im  Sinne  von  P^  her- 
vorgerufen durch  X„  =  —  1,  und  in  gleicher  Weise  ergibt  sich 
8j^  =  8^^,  so  daß  obige  Gleichungen  übergehen  in 

8«  =  2  P^8«„  —  XJ>„„  —  X^hai  -f-  8„<  -f-  8„^ 
8*  =  2P^8^ft- —  X^hi,a  —  -^5844  -f-  8t,  4"  hi,„. 

Die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  8  sind  mit  Ausnahme  der 
h„„  und  8»^  durch  die  vorhin  angeführten  drei  Verschiebungspläne  be- 
reits bestimmt;  für  8«  und  8^  sind  die  lotrechten  Yerschiebimgen  der 
Stützpunkte  a  und  b  einzuführen. 

Setzen  wir  bei  A  und  B  starre  Widerlager  voraus,  nehmen  wir 
femer  an,  daß  weitere  Ursachen,  welche  „Störungsglieder"  8«^,  8^^  er- 
zeugen, nicht  vorhanden  sind,  so  ist  h„„  =  0,  \^  =  0.  Yemachlässigen 
wir  noch  die  Zusammendrückimg  der  Grundpfeiler  der  Säulen  und  des 
Baugrundes,  so  ist  8«  gleich  der  A'^erkürzung  der  durch  X^  auf  Druck 
beanspruchten  Säule  CD^  vermindert  um  tue  Yerlängenmg,  welche 
diese  Säule  infolge  der  Teniperaturerhöhimg  erfährt.**) 

*)  Diese  Eigenschaft  ifst  in  der  Einleitung  eröi-tert  worden;  sie  folgt  aber  auch 
ohne  weiteres  aus  den  Untersuchungen  in  den  §§  1 — 3;  denn  zwischen  den  auf 
fest<)  Richtimgen  projizierten  Verschiebungen  8  und  As  bestehen  nur  Beziehungen 
ersten  Grades,  ebenso  zwischen  den  A»  und  den  Lasten. 

**)  Es  ist  streng  darauf  zu  achten,  daß  bei  der  Untersuchung  des  Einflusses 
der  Bewegungen  der  Stützen  auf  die  Crlieder  Sav  und  d»»  nur  die  Widerlager  d^ 
statisch   liestimmton  Triiirers    (hier   der  einfalle  Balken  AB)  in  Betracht  kommen; 
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Es  ergibt  sich: 

worin  J?a,  F^,  t„^  e„  h„  beziehungsweise  die  Elastizitätsziffer,  den  Quer- 
schnitt, die  Temperaturerhöhung,  die  Ausdehnungsziffer  für  t  =  l^  imd 
die  Länge  der  Säule  CD  bedeuten;  imd  ebenso  folgt: 

b  —  ~jc^^         ^bh'h' 

Jetzt  können  die  Größen  X^,  X^  aus  den  beiden  für  8,  und  hf,  ab- 
geleiteten Gleichungen  berechnet  und  hierauf  die  Spannkräfte: 

S  =  Sq  SaX„ Oj  Aj 

bestimmt  werden. 

60.  Obungsanfgaben.  Der  im  voi^tehenden  Beispiele  eingeschlagene 
Weg  führt  bei  jedem  statisch  unbestimmten  Fachwerke,  welches  sich 
durch  Beseitigung  von  überzähligen  Stäben  und  Auflagerbedingungen 
in  ein  statisch  bestimmtes  verwandeln  läßt,  zum  Ziele.  Treten  mehrere 
statisch  nicht  bestinmibare  Größen  X„^  X^^  X^^  ...  auf,  so  erhält  man: 

8o  =  2P^8„„ X„haa ^bKb ^üKc ••••-[-  8a,  -f~  ^aw 

8»  =  S  P^imb -^«8fta Xf,it,b ^e\c •   •       •  "h  86<  +  8^^ 

8«,  =  2P^8„,  —  A„8fa  —  AftScft  —  X^i^g  — ....  -f-  8^1  -}-  hg^ 


0) 


Die  als  Koeffizienten  der  P  und  X  auftretenden  8  sind  bestimmt, 
sobald  die  den  Belastungszuständen  X„  =  —  1,  JV^  ==  —  1,  X^  =  — 1 ... 
entsprechenden  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  ermittelt  worden  sind. 
Die  8«^,  8^^,  8^^  .  .  .  werden  in  der  Kegel  =  0  gesetzt  Will  man 
sie  berücksichtigen,  so  beachte  man,  daI5  (nach  Seite  35)  i„„  =  —  Z/«, 
8j^  =  —  2/j,  .  .  .  ist,  wobei  Z/„  die  virtuelle  Arbeit  der  Stützenwider- 
stände des  statisch  bestimmten  Hauptnetzes  für  den  Belastungszustand 
X^  =  —  1  ist  Z/6  für  den  Zustand  Xj,  =  —  1,  u.  s.  w.  Die  8«,  8^, 
8« . . .  werden  schließlich  gewissen  Bedingungen  unterworfen  und  hierauf 
werden  die  Gleichungen  (I)  aufgelöst  Dem  Leser  tvird  empfohlen,  an 
dieser  Stelle  das  in  der  Einleitung  vorgeführte  Beispiel  noch  einmal 
an  der  Hand  des  Maxwellschen  Satzes  ditrchxugehen  und  danti  die  in 


die  Xa  imd  Xb  siiid  gewissermaßen  Lasten,  welche  auBer  den  P  auf  diesen  statisc^h. 
bestimmten  Träger  wirken.  Die  Bewegungen  der  überzähligen  Stützenpunkte  {C  und  E) 
werden  bei  Aufteilung  der  Bedingungen  berücksichtigt,  denen  die  Verschiebungen 
da  und  9»  schließlich  unterworfen  weiden.  Als  weitere  Ursachen  von  Störungs- 
gliedem  Saw  und  S»«»  kommen  in  Wirklichkeit  nur  noch  künstliche  Anspannungen 
und  unrichtige  Ablängungen  von  Stäben  in  Betracht;  diese  lassen  sich  aber  nach 
Seite  36  bei  Wahl  der  Temperaturen  t  berücksichtigen.  In  der  Regel  wei*den  die 
Glieder  d«»  und  ^^  gesti-ichen,  da  sie  sich  schwierig  schätzen  lassen.  Vergl.  auch 
Seite  22  den  letzten  Absatz. 

10* 
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den  Figuren  141  bis  145  abgebildeten  Fachwerke  in  derselben  Weise  xu 
behandeln.  Welche  Größen  als  statisch  nicht  bestimmbar  einzuführen 
sind,  ist  in  den  Figuren  angegeben  worden.  Feste  Auflagergelenke 
sind  mit  {ft)  bezeichnet. 


Fig.  142. 


Fig.  143. 


Fig.  144. 


Fig.  145. 

61.  Über  die  Wahl  der  GrSfien  X  In  der  Regel  wii-d  es  nicht 
schwer  fallen,  diejenigen  Spannkräfte  und  Stützenwiderstände  eines 
statisch  imbestimmten  Fachwerks  herauszufinden,  welche  zweckmäßig 
zu  den  mit  Hilfe  von  Elastizitätsgleichungen  zu  bestimmenden  Großen  J 
gewählt  werden.  Vor  allem  wird  man  danach  streben,  daß  das  statisch 
bestimmte  Fachwerk,  welches  durch  Beseitigung  der  als  übei*zäUig 
bezeichneten  Stäbe  imd  Auflagerbedingungen  gewonnen  wird,  möglichst 
einfach  ist.  So  leuchtet  z.  B.  ohne  weiteres  ein,  daß  die  in  Nr.  57 
durchgeführte  Verwandlung  des  Bogens  mit  zwei  festen  Gelenken  in 
ein  Fachwerk  mit  einem  festen  und  einem  beweglichen  Gelenke  zweck- 
mäßiger ist  als  die  Verwandlung  in  einen  Bogenträger  mit  drei  Gelenken, 
zu  w.elcher  man  durch  Wegnahme  eines  Guiistabes  gelangt  wäre;  denn 
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die  Darstellung  der  Formänderung  ist   für  diesen  Bogenträger  ,et\^'as 
umständlicher  als  für  das  Pachwerk  in  Fig.  182. 

Sodann  ist  hervorzuheben,  daß  nicht  jeder  Stab  und  jede  Auf- 
lagerbedingung eines  statisch  unbestinunten  Fachwerks  als  überzählig 
bezeichnet  werden  dürfen.  Wollte  man  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  146  ab- 
gebildeten sichelfömiigen  Bogenträger,  dessen  Gurtstäbe  EO  und  JF 
sich  in  einem  Punkte  C  der  Geraden  AB  schneiden,    die  Spannkraft 


f.^ 


Fig.  146. 


des  Schrägstabes  EF  zur  Größe  X  wählen,  so  würde  man  mit  Jl  =  0 
einen  Bogenträger  mit  einem  Gelenkviereck  erhalten,  der  zwar  im  all- 
gemeinen steif,  im  vorliegenden  Sonderfalle  aber  von  unendlich  kleiner 
Beweglichkeit  wäre,  da  die  drei  Pimkte  -4,  C,  B  in  dieselbe  Gerade 
faUen.  Daß  EF  ein  notwendiger  Stab  ist,  mithin  nicht  entfernt  werden 
darf,  erkennt  man  auch,  wenn  man  die  Spannkraft  D  des  Stabes  EF 
mittels  des  Kitterschen  Verfahrens  berechnet,  d.  h,  die  Summe  der  auf 
den  Drehpunkt  C  bezogenen  Momente  der  am  Trägerteile  links  vom 
Schnitte  tt  angreifenden  Kräfte  =  0  setzt.  Li  dieser  Gleichung  kommen 
außer  D  nui*  noch  die  Lasten  P^,  P^  und  der  Stützenwiderstand  A 
vor,  und  füi-  den  letzteren  findet  man  aus  der  Momentengleichurig  fifr 

SP6 
den  Punkt  B  den  Wert  ^== — -. — ,  so  daß  für  D  ein  nur  von  den 

Kräften  P  abhängiger  Ausdiiick  erhalten  wird,  der  nur  bei  ganz  be- 
stimmter Lastverteilung  verschwindet. 

Ein  besonders  lehrreiches  Beispiel  bietet  der  Ti*äger  in  Fig.  147*), 
welcher  drei  feste  Auflagergelenke  A,  P,  C  und  zwei  Mittelgelenke  D 
und  E  besitzt  und  einfach  statisch  unbestimmt  ist  Er  sei  so  geformt, 
daß  sich  die  (leraden  AD  und  CE  in  einem  Pimkte  F  der  Senkrechten 
durch  B  schneiden. 

Sind  die  Scheiben  I  und  11  unbelastet,  so  gehen  die  Widerstände 
der  Stützen  A  imd  C  beziehimgs weise  diuch  die  (relenke  D  und  E. 
Zerlegt  man  nun  den  Widei-stand  dei-  ^[ittelstiitze   in  die  senki-echtc 


*)  Vergl.  auch  Fig.  143,  Seite  148. 
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Seitenkraft  B  und  in  die  wagorechte  H^  und  belastet  die  Scheibe  III 
mit  einer  Kraft  P,  so  erhält  man  (mit  den  in  die  Kgur  eingetragenen 
Hebelarmen  h  und  r)  die  Gleichgewichtsbedingimg 

Hh  =  Pr 

und  erkennt,  daß  H  im  allgemeinen  nicht  =  0  gesetzt  werden  darf; 
imd  in  der  Tat  führt  die  Beseitigung  der  wagerechten  Stützung  des 
Punktes  B  zu  einem  Fachwerke,  welches  zwar  die  erforderliche  Anzahl 
von  Stäben  und  Auflagerbedingungen  besitzt,  trotzdem  aber  verschieblich 
ist,  wie  am  sichei-sten  und  einfachsten  mit  Hilfe  der  im  Band  I  Ab- 
schnitt XUI  eingeführten  Figur  F'  nachgewiesen  werden  kann.  Zu 
diesem  Zwecke  ersetzen  wir  zunächst  die  steifen  Scheiben  I,  H  mid  HI, 
deren  Gestalt  für  die  anzustellende  Untei-suchung  gleichgültig  ist,  durch 
einfacher  gefoimte,  nämlich  I  und  II  durch  je  einen  Stab  und  HI  durch 


,'  ■  \. 


cfifj 


satj 


KOJ 


Fig.  147. 


Fig.  148. 


ein  Dreieck  (Fig.  148);  sodann  verbinden  wir  jedes  feste  Auflager- 
gelenk durch  xwei  Stäbe  und  das  bewegliche  Auflagergelenk  durch 
einen  in  die  Richtung  des  Stützenwiderstandes  B  fallenden  Stab  mit 
dem  die  Gesamtheit  der  Widerlager  voi-stellenden  Dreiecke  HJK  imd 
erhalten  auf  diese  Weise  ein  sehr  leicht  zu  übersehendes  Fachwerk. 
Daß  sich  nun  für  dieses  Stabgebilde  eine  Figur  (jP')  zeichnen  läßt, 
welche  der  Fachwerksfigur  [F)  unähnlich  ist,  lehrt  ein  Blick  auf  die 
Abbildung  148*);  und  damit  ist  bewiesen,  daß  jenes  Fachwerk  be- 
weglich ist.  Die  Beweglichkeit  ist  allerdings  —  stane  Stäbe  voraus- 
gesetzt —  eine  unendlich  kleine,  der  Träger  ist  aber  infolgedessen 
unbrauchbar. 

Es  möge  schließlich  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  im  all- 
gemeinen ein  statisch  unbestimmtes  Fachwerk  mit  Hilfe  der  Figur  F* 
auf  Beweglichkeit  untersucht  werden  muß,  noch  ehe  auf  die  Frage, 
welche  Größen  mit  JY  zu  bezeichnen  sind,  eingegangen  wird;  denn  es 
kann  vorkommen,  daß  die  Beweglichkeit  nicht  ei'st  durch  Beseitigung 


*)  Die  Punkte  A',   C",  IT,  J\  K'  wurden  mit  den  entspi-eohenden  Punkten 
vi,  C,  H^  ./,  K  zasiunmeiifallend  angenommen. 
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von  Stäben  oder  Auflagerkräften  herbeigeführt  wird,  sondern  schon 
vorher  besteht  Beispiele  hierfür  bieten  die  Figuren  149  und  150. 
Erstere  stellt  ein  ebenes  Stabgebilde  von  endlicher  Beweglichkeit  vor, 
was  leicht  zu  erkennen  ist,  weil  das  Gebilde  aus  der  Form  a  in  die 
Form  b  gebracht  werden  kann,  und  letztere  zeigt  ein  ebenes  Fach- 
werk, welches  selbst  dann  von  unendlich  kleiner  Beweglichkeit  sein 
würde,  wenn  sämtliche  Stäbe  starr  wäi-en ;  denn  die  Scheibe  1 — 2 — 3 — 4 
kann  sich  so  lange  um  den  Punkt  C  in  welchem  die  Achsen  der  an 


fifj 


¥frj 


Fig.  149. 


Fig.  150. 


der  Scheibe  angreifenden  Stäbe  zusammentreffen,  drehen,  bis  jene 
Achsen  nicht  mehr  durch  einen  Pmikt  gehen,  was  nach  einer  uiH?ndlicli 
kleinen  Drehmig  der  Scheibe  der  Fall  sein  wird.  Bezüglicli  der  Stab- 
gebilde von  unendlich  kleiner  Beweglichkeit  verweisen  wir  noch  auf 
die  in  der  Einleitung,  Seite  37,  angestellten  Betrachtungen.  Dort  wairde 
gezeigt,  daß  bei  solchen  Fachwerken  die  Vernachlässigung  der  Längen- 
änderungen der  Stäbe  nicht  erlaubt  ist,  auch  hervorgehoben,  daß  der- 
artige Stabwerke  als  Träger  ungeeignet  sind. 

b.  Aufstellung  von  Elastizitätsgleichungen,  deren  jede  nur  eine  Unbekannte 

enthält. 

62.  Allgemeines.  Die  Elastizitätsbedingimgen  I  auf  Seite  149 
(s.  auch  Seite  35,  Gleich.  36)  lassen  sich  stets  so  umformen,  daß  in 
jeder  Bedingung  nur  eine  Unbekamite  X  vorkommt  welche  dann  ohne 
weiteres  aus  dieser  Gleichung  berechnet  werden  kann.  Um  dies  zu 
erreichen,  muß  man  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  so  wählen, 
daß  alle  diejenigen  Koeffizienten  8  der  X  vei'sehwinden,  welche  einen 
aus  zwei  verschiedenen  Buchstaben  gebildeten  Zeiger  haben,  nämlich: 

Saft  =  ^bai    Sao  =  8^«,    hf,„  =  8^*,    U.  S.  f. 

Es  ergeben  sich  dami  die  einfachen  Beziehungen: 

8«  =  2P^8„,  —  A'„8„a  +  8„,  -}- 
(II)  {  8,  =  2P^8„,  -  .Y,8,,  +  8,,  +  8,^ 
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Diese  Umformung  bezweckt  nicht  allein  die  Umgehung  der  an 
und  für  sich  einfachen  Aufgabe,  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten 
aufzulösen,  sondern  auch  die  Yermeidung  größerer  Fehler,  die  bei  An- 
wendung der  Bedingimgen  (I)  meistens  unausbleiblich  sind,  sobald  die 
Verschiebungen  8  auf  zeichnerischem  Wege  ermittelt  werden.  Liegt 
beispielsweise  ein  zweifach  statisch  unbestimmtes  Fachwerk  vor,  für 
welches  der  Einfluß  einer  Einzellast  P^  auf  die  Größen  X^  und  X^,  an- 
gegeben werden  soll,  so  hat  man  (wenn  8,  =  0  und  8^  =  0  sind): 

0  =  PJbma  —  X„h„„  —  X^\^ 
und  hieraus: 

^a   S^gSftt S^fcSg»  X^   8,H»8a„ — 8^,8^«, 

Pm  ^aa^hh  ^ah^  Pm  ^aJ^hh  S«** 

Man  erhält  also,  falls  die  Glieder,  aus  denen  die  vorstehenden  Brüche 
bestehen,,  positiv  sind,  die  JY :  P  als  Verhältnisse  von  Unterschieden 
imd  kann  schon  bei  geringcji  Zeichenfehlem  zu  ganz  imrichtigen  Er- 
gebnissen gelangen.  Wurden  z.  B.  für  Zahler  und  Nenner  von  -X« :  P^ 
die  Werte  151,87  —  149,12  =  2,75  und  223,81  —  220,58  =  3,23  anstatt 
der  genaueim:  151,58  —  149,34  =  2,24  und  224,67  —  220,68  =  3,99 
erhalten,  so  findet  man 

bekommt  also  trotz  der  geringen  Fehler  in  den  einzelnen  Zahlen  einen 
um  52®/o  zu  gi'oßen  Wert  X^ :  P^. 

Nach  den  Erfahrungen  des  Verfassers  empfiehlt  sich  die  Anwendung 
der  Gleichungen  (I)  bei  mehrfach  statisch  unbastimmten  Fachwerken  nnr 
dann,  wenn  die  Vorschiebungen  8  durch  Rechnimg  ermittelt  werden 
und  zwar  auf  mehrere  Dezimalstellen,  die  erst  nach  Bestimmung  der 
X  zum  Teil  abzuwerfen  sind.  Meistons  kommen  nur  parallele  Lasten 
in  Betracht  iJi  welchem  Falle  nur  die  Berechnung  von  Biegungslinien 
nach  dem  in  Nr.  49  gelehrten  Verfahren  verlangt  wird. 

Entscheidet  man  sich  aber  für  die  Anwendimg  von  Verscliiebungs- 
planen,  so  forme  man  die  Gleichungen  (1)  auf  die  im  folgenden  ge- 
lehrte Weise  in  (11)  um.  Dabei  wird  sich  zeigen,  daß  diese  Umwand- 
lung bei  Fachwerken  von  niediigerem  Grade  statischer  ünbestiimniheit 
(und  diese  konunen  ja  fast  allein  vor)  sehr  einfach  ist  Je  größer  diu 
Anzahl  der  X,  desto  umständlicher  wird  es,  die  Gleichungen  (11).  her- 
beizufühi-en. 

Vorausgeschickt  werde  noch,  daß  in  Nr.  63  bis  66  diö  X  ent- 
weder Einzelkiäfte  oder  Momente  von  an  starren  Scheiben  angreifenden 
Kräftepaaren  bedeuten.  Im  eisten  Falle  bezeichnet  das  zugehörige  8 
eine   Versclliebun^^    im   zweiten    einen  (im  Bogenmaß  ausgedrückten) 
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Drehungswinkei.  Ist  also  z.  B.  X„  eine  im  Punkte  a  angreifende 
Einzelkraft,  so  bedeutet  h„  die  Projektion  der  Yersohiebung  von  a 
auf  die  Richtung  ^Y„.  Stellt  X„  das  Moment  eines  an  einer  standen 
Scheibe  [a]  angreifenden  Kräftepaares  vor,  so  gibt  i„  den  Winkel 
an^  um  den  sich  die  Scheibe  [d]  dreht  Die  &.,  S»,  ...  werden  in 
entgegengesetztem  Sinne  positiv  gezählt  wie  die  zugehörigen  Größen  X 
Bezüglich  der  übrigen  Bezeichnungen  verweisen  wir  auf  Seite  34  (vergl. 
auch  Nr.  59).  Greifen  zwei  Einzelkräfte  X^  X,  an  demselben  Punkte 
an.  so  wählen  wir  für  diesen  den  Buchstaben  r  oder  $^  je  nachdem 
wir  den  Punkt  als  den  Angriffspunkt  von  A"^  oder  von  X,  besondei'S 
ins  Auge  fassen. 

SchUeßlich  machen  wii*  darauf  aufmerksam,  daß  in  den  folgenden 
Beispielen  bei  unverschieblichen  Widerlagern  mit  den  Größen  S,^,  S^^, . . . 
auch  stets  die  5„,  S^,  ...  verschwinden,  so  daß  sich  für  den  Einfluß 
der  Lasten  P  auf  die  Größen  X  die  Formeln  ergeben: 

l^iiij  -v-a  —  -  — ^  :    ^\i  —       -^  ;  .... 

und  für  den  Einfluß  von  Temperaturänderungen  die  Ausdrücke: 


5  7      — *•!  -        *  ,      .    .    -    . 

63.  Das  zweifach  statisoh  onbestimmto  Fachwerk.  Als  statiscli 
nicht  bestimmbare  Größen  lass^Q  sich  hier  stets  zwei  in  einem  und 
demselben  Punkte  angreifende  Einzelkräfte  A„ 
und  A\  einführen.  Die  Gleichungen  (11)  gelten, 
sobald  Sfca  =  8aft  =  0  ist.  Um  dies  zu  erreichen, 
wähle  man  die  Richtung  von  X„  willkürlich, 
bestimme  die  Verschiebung  aa^^  welche  a 
infolge  des  Belastimgszustandes  A„  =  —  1 
erleidet  und  nehme  X^  rechtwinklig  zu  aa^ 
an.  Dann  wirdS^.  =  0;  denn  es  bedeutet  i^„ 
die  Verschiebung,  welche  b  in  der  Richtung  A^ 
erfahrt  wenn  nur  die  Ursache  A«  =  —  1  wirkt 
Trägt  man  nun  den  Verschiebungsplan  für 
den  Zustand  A*  =  —  1  auf,  so  muß  sich  bei 

sorgfältiger  Zeichnung  für  den  Punkt  b  eine  zu  A„  rechtwinklige  Ver- 
schiebung bbi  ergeben;  denn  sobald  8^„=rO  ist,  muß  auch  S,j  =  0 
sein,  weil  S^,  =  5«»  i^t 

!•  B0tSpiBL  Der  lq  Fig.  152  dargestellte,  über  zwei  Öffnungen 
gespannte  Bogenträger,  welcher  bei  Ä  und  C  feste,  bei  B  ein  beweg- 
liches Auflagergelenk  besitzt,  ist  zweifach  statisch  unbestimmt  Als 
Größen  A  soUen  die  nach  festen  Richtungen  wirkenden  Seitenkräfte 
AT.  und  Aft   des   in   A   angreifenden    Stützenwiderstandes   eingefühil: 
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werden.  Im  Falle  X„  =  0  und  Xj,  —  0  geht  der  Träger  in  einen 
statisch  bestimmten  Balken  mit  den  Stützen  B  und  C  und  einem  aus- 
kragenden Arme  BÄ  über.  Für  diesen  Balken  wird  nach  willkürlicher 
Wahl  der  Richtung  von  Jt.  der  dem  Zustande  -Y„  =  —  1  entsprechende 
Verschiebungsplan  gezeichnet,  welcher  für  a  die  Verschiebung  aa^  und 
für  irgendeinen  Knoten  m  die  Verschiebung  7nm^  ergeben  möge.  Nun 
wird  Xf,  rechtwinklig  zu  aa^  angenommen  und  der  Verschiebungsplan 
für  Jtft  =  —  1  angetragen;  derselbe  liefert  für  den  Punkt  b  eine  zu 
Xa   rechtwinklige    Verschiebung   bb^    und   für   m   die   Verschiebung 


Fig.  152. 


wmg.  Nach  Bestimmung  der  in  die  Figur  152  eingetragenen  Projek- 
tionen haa^  S»»,  8^„,  8«^  (von  denen  8^„  negativ  ist)  erhält  man  den 
Einfluß  von  P«: 


Y  —  P       **    -    T  P 


^ml 


'aa 


hh 


Wird  sämtlichen  Stäben  die  gleiche  Temperaturänderung  t  zuge- 
schrieben, und  liegen  -4,  jB,  C  in  einer  zui-  Bahn  des  Lagers  B  paral- 
lelen Geraden,  so  erfährt  der  Endpunkt  A  des  Balkens  ABC  infolge  t 
eine  wagerechte  Verschiebung  von  der  Größe  ttl  (wo  l  =  AC)^  deren 
Projektionen  auf  die  Richtungen  von  X„  =  —  1  und  X^  =  —  1  be- 
ziehungsweise h„t  ^=&tl  imd  hj,,  :=  &tl  cos  9  sind  (wo  9  den  Neigungs- 
winkel von  Xi  gegen  die  Wagerechte  bedeutet)  und  es  ergibt  sich 
deshalb: 

,^    ^    ttl        ^    etl  cos  9 

Ö6ft 


'aa 
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Ä.  JBeinpiel.  Der  Fach  werkbogen  in  Fig.  153  ist  bei  A  und  /? 
fest  gelagert  tind  besitzt  einen  überzähligen  Stab  CD;  er  ist  also  zwei- 
fach statisch  unbestimmt.  Wir  verwandeln  das  feste  Gelenk  in  ein  be- 
wegliches, denken  uns  aus  dem  Stabe  CD  ein  Stück  EF  herausge- 
schnitten, führen  die  Punkte  E  und  F  in  der  Geraden  CD.  fügen  die 
starren  Stäbe  EO,  FG,  OH  und  AH  hinzu  und  brijigen  in  H  zwei 
Kräfte  X„  und  Jl^  an,  welche  wir  so  bestimmen,  daß  die  gegenseitige 
Verschiebung  des  Punktepaares  CD  ebenso  groß  wird  wde  die  Längen- 
änderung des  überzähligen  Stabes,  und  daß  femer  (unbewegliche  Wider- 
lager vorausgesetzt)  die  Verschiebung  des  Punktes  .4  den  Wert  Null 
anninmit  Dann  stimmen  die  Spannkräfte  der  Ti'äger  in  den  Figuren 
153  und  154    miteinander    überein.     Die  Spannkraft    des  Stabes  AH 


Fig.  153. 


Fig.  154. 


gibt  den  wagerechten  Widerstand  des  festen  Auflagergelenks  A  an. 
Zu  beachten  ist,  daß  OHj^  CD  und  /__  EOH=  L  ^(^S  sein  muß, 
damit  sich  für  die  Stäbe  CE  und  FD  gleich  große  Spannkräfte  ergeben; 
auch  empfiehlt  es  sich,  den  Stäben  CE  und  FD  Querschnitte  F\  F'' 
und  Temperaturänderungen  t\  t"  zuzuschreiben,  w^elche  zur  Folge  haben, 
daB  die  Summe  der  Längenänderungen  von  CE  und  FD  gleich  der 
Längenänderung   des   überzähligen  Stabes  CD  ist.    Entsprechen  dem 

letzteren  daher  die  Werte  F,  t  und  ist  CD  =  s,  CE=  s\  TD  =  s", 
so  muß  sein: 


F'  ^  F 


Tr=^-^  und  /  s  -|-  ^  s  =ts. 


Es  wird  dann  außer  der  Verschiebimg  des  Punktes  A  die  gegen- 
seitige Verscliiebimg  des  Punktepaares  EF  gleich  Null  gesetzt  und 
hiemus  8.  —  0,  8»  =  0  gefolgert  Wählt  man  nun  nach  willkürlicher 
Annahme  der  Richtung  von  X^  die  Kraft  Xj,  rechtwinklig  zu  der 
Verschiebung,  welche  a  infolge  von  Xa  =  —  1  erfährt,  so  gelten  wie 
vorhin  die  Gleichungen: 


X  =  P. 


'aa 


h 
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Fig.  löö  u.  156. 


Schreibt  mau  sämtlichen  Stäben  die  gleiche  Temperaturänderong  f 
zu  (mit  Ausnahme  der  Stäbe  CE  imd  FD^  für  welche  i'  beaeh.  t" 

anzunehmen  sind),  so  er- 
halt man  wie  im  vorigen 

Beispiele: 

ttl 
Y    =  1  -lll  • 

^.  ^  c^/cos9 

-^*<=  —  1-    ^ —    • 

Das  Minuszeichen  ist  er- 
forderlich, weil  Xf,  jetzt 
einen  anderen  Richtungs- 
pfeil besitzt. 

3.  BetspieU  Ti%er  nüt 
einem  festen  imd  drei  beweg- 
lichen Auflagergelenken,  Fig.  155. 
Das  Verfahren  ist  in  der  Ab- 
bildung angegeben  worden.  Die 
Stäbe  ^i:  und  CF  sind  recht- 
winklig zu  den  Bahnen  der  Auf- 
lager A  und  C;  ihre  Endpunkte 
E  und  F  werden  in  den  Rich- 
tungen ÄE  und  CF  geführt 

64  Das  dreiÜBkoli  statiBeh 
unbestimmte  Faohwerk.  Man 
schließe  an  das  statisch  bestimmte 
Fachwerk,  in  welches  das  unbe- 
stimmte infolge  Beseitigung  der 
überzähligen  Stäbe  und  Auflagei- 
bedingungen  übergeht,  anf  irgend- 
eine Weise  eine  starre  Scheibe 
an  und  belaste  diese  mit  einem 
Kräftepaare,  dessen  Moment 
=  X„  ist,  femer  mit  zwei  in 
demselben  Punkte  (6,  c)  an- 
greifenden Einzelkräften  X^  und 
X^,  Hierauf  nehme  man  die 
Werte  &a  (Drehungswinkel  der 
Scheibe),  S»  (Verschiebimg  von 
j^  ^^^  //  im  Sinne  X^  =  —  1)  nnd  h, 

(Verschiebung  von  c  im  Sinne 
jr^  =  —  1)  so  au,  daß  die  an  der  Scheibe  angreifenden  Kräfte  auf 
das  statisch  bestimmte  Fachwerk  genau  dieselbe  Wirkung  ausüben,  wie 


/p» 
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die  beseitigten  überzähligen  Glieder.  Wählt  man  nun  den  Pol,  um 
den  sich  die  Seheibe  infolge  des  Belastungsfalles  -X.  =  —  1  dreht,  zmn 
Angriffspunkte  von  X^  und  JC^,  so  erzielt  man,  da£  8».  =  0  und  8^.  =  0 
wird,  und  es  müssen  sich  dann  bei  sorgfältiger  Zeichnung  oder  Rech- 
nung die  Drehungswinkel  8«»  imd  8„^,  welche  die  Scheibe  infolge 
X^  =  —  1  und  Jl^=  —  1  erfährt,  ebenfalls  =  0  ergeben.  Nimmt  man 
schließlich,  bei  willkürlich  gewählter  Richtung  von  Jf^,  die  Richtung 
von  X^  rechtwinklig  zu  der  Verschiebung  an,  welche  der  Punkt  (6,  c) 
infolge  der  Ursache  Xf,  =  —  1  erfährt,  so  wird  8,^  =  0  und  damit  auch 
5^^  =  0,  und  es  gelten  dann  die  Gleichungen  (II). 

Im  Beispiel.  Liegt  der  in  Fig.  157  dargestellte,  in  der  Regel 
als  Faehwerkbogen  vnt  eingespannten  Enden  bezeichnete  Träger  von 
so  ersetzt  man  das  linke  Widerlager  durch  die  starre  Scheibe  ABL 
und  den  nach  Lage  und  Größe  vorläufig  unbekannten  Kämpferdruck  K 
durch  ein  Kräftepaar  mit  dem  Momente  X^  und  durch  zwei  nach 
festen  Richtungen  wirkende  Einzelkräfte  X^  und  -X,.  Hierauf  zeichnet 
man  den  Verschiebungsplan  für  den  Belastungszustand  Jt«  =  —  1, 
indem  man  in  Ä  und  B  zwei  entgogengesetzt  gleiche,  im  Abstände  e 

voneinander  wirkende,  parallele  Kräfte  von  der  Größe  —  annimmt,  be- 
stimmt die  Verschiebungen  AA^  imd  BB^  von  A  und  B  und  wählt 
hierauf  den  AngrifEspunkt  L  von  Xj,  und  X^  so,  daß  LA^AA^ 
und  LB^BB^  ist  Dann  ist  L  der  Drehpol  der  Scheibe  für  den 
Zustand^.  =  —  1;  es  ergibt  sich  8fca  =  0,  8e«  =  0  und  deshalb  auch 
*.»  =  0,  8.,  =  0. 

Die  Richtung  von  X^  wird  -«willkürlich  gewählt  und  die  Richtung 
von  X^  rechtwinklig  zu  der  Verschiebung  angenommen,  welche  L  infolge 
-X»  =  —  1  erfährt,  damit  8,^  =  8»^  ==  0  werde.  Schließlich  werden 
bei  starren  Widerlagern  die  Werte  8«,  8»  und  8^  =  0  gesetzt  und  die 
Gleidiungen  (ü)  auflöst  Für  den  Einfluß  von  P^. gelten  die  Glei- 
chang^i  ni,  für  denjenigen  von  f  die  Gleichungen  IV  (S.  154  u.  166). 

2.  Beispiel.  Soll  der  in  Mg.  158  abgebildete,  über  3  Öffnungen 
gespannte  Bogenträger  mit  den  festen  Auflagergelenken  A^  D  und  den 
bew^lichen  Auflagergelenken  5,  C  untersucht  werden,  so  ei'setze  man 
die  Stützen  A  und  C  auf  die  in  der  Figur  angegebene  Weise  durch 
eine  starre  Scheibe  AF  und  einen  zur  Bahn  des  Auflagers  C  recht- 
winkligen Stab  CF^  belaste  die  Scheibe  mit  einem  Kräftepaare  X„  und 
zwei  in  demselben  Punkte  L  angreifenden  Einzelkräften  Jt^,  X^  und 
verfahre  wie  bei  Lösung  der  vorigen  Aufgabe.  Behufs  Bestimmung 
des  Punktes  L  Ermittle  man  für  den  Zustand  -X„  =  —  1  die  Ver- 
schiebungen von  A  und  C,  hierauf  die  Verschiebung  von  F  und  trage 
AL  und  FL  rechtwinklig  zu  den  Bewegungsrichtungen  der  Punkte  A 
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bezieh,  F  ein.    Bei  stan-eu  Widerlagern  sind  5„,  S»  und  h,  gleicli  Null 

zu  setzen. 


Kig.  158. 


e&.  Daa  Tierfaeh  statiseb  nnlwttlinmte  Fuhwerk.  Man  lasse  die 
Kräfte  X„  JV^,  Jf,,  A'j  auf  eine  aus  zwei  starren  Scheiben  /,  //  und 
zwei  starren  Stäben  i*,  11'  gebildete  kinematische  Kette  (Pig.  159)  vdr- 
ken,  welche  niit  dem  statisch  bestimmten  Hauptsysteme  so  verbunden 
wird,  daß  sich  die  von  den  Ursachen  J\!.  =  —  1,  JV»  =  —  1,  Jl,  =  —  1, 
JVj  =  —  1  hervorgerufenen  Spannkräfte  S,,  S^.  S,,  8^  eindeutig  und 
auf  mögiichst  einfache  Weise  mittels  der  Gleichgewichtsbedingungen 
bestimmen  lassen.  Die  Scheibe  /  belaste  man  hierbei  mit  den  Einzel- 
kräften X,  und  X^\  die  Scheibe  II  mit  den  Einzelkräften  X,  und  Xg, 
Die  ganze  Anordnung  wähle  nian  so,  daß  man  die  Belastungszustände 
X,  =  —  1  luid  -Y»  =^  —  1  Toll-ständig  erledigen  kann,  ohne  die  Lage 
der  Seheibe  //  zu  kennen. 

Die  Lage  von  JV.  darf  willkürlich  angenommen  werden;  X^  muß 
durch  den  Pol  /.  gehen,  um  den  sich  die  Scheibe  /  infolge  der  Be- 
lastung ^,  =  —  1  dreht     Mtui  erreicht  dann:  8j,  =iS,i^O. 

Nach  Bestimmimg  der  Vei-schiehmigen  infolge  der  Ursache  X»= — 1, 
welche  für  die  Scheibe  /  den  Pol  7,  liefern  möge,  gebe  man  der  Scheibe  II 
eine  solche  Lage,  daß  die  Pole  //„  imd  77»,  um  welche  sich  77  bei 
Eintreten  der  Belastungszustände  -V„  ^=  —  1  und  X^^  —  1  dreht, 
zusammenfallen,  und  diesen  gemeinsdiaftUchen  (in  der  Fig.  159)  mit 
L  bezeichneten  Pol  wähle  man  z\mi  Angriffspunkte  der  Kräfte  -Y, 
»md  X4.  Dann  wii-d  nämlich  5,,  ^  0,  5,t!=0,  5^.  ^0,  5«  =  0  und 
infolgedessen  auch  S„  =  0,  8».  =  0,  8.j  =  0,  8»,  =  0.  Schließlich 
nehme  man  hei  willkürlicher  Wahl  der  Richtung  von  .Y,  die  Kraft 
Xt  rechtwinklig  zu  der  Yerschiebung  an,  welche  Punkt  L  infolge 
X  =  ~l  erfährt,  damit  5,,  =  8,^  =  0  wei-de.  Die  Gültigkeit  der 
Elastizitätsgleichungen  II  ist  liiemiit  erreicht 

')  Die  Kraft  -Y.  darf  auch  durch  ein  Kraftepaar  ei-setit  werden. 
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9  Füchwerk. 


159 


Die  La^  des  Punktes  L  bestimmt  man  am  schnellsten  mit  Hilfe 
des  iiii  I.  Bande  Abschnitt  TTTT  abgeleiteten  Satzes  von  den  drei 
Polen.  Die  Pole  (/- 1')  von  /  gegen  T  und  (/•  //)  von  I'  gegen  // 
fallen  mit  Gelenk  B  bezieh,  dem  Schnitipunkte  ron  AB  und  Cü  zu- 
sammen, Pol  il'IT)  mit  A  Die  durch  /,  und  (I-T),  femer  durch/, 
und  (7  /*)  gelegten  Geraden  sind  die  örter  der  Pole  /,'  und  //,  um 
welche  sich  i'  infolge  von  J^.  =  —  1  bezw.  JC,  =  —  1  dreht,  und 
welche  mit  (I'-II)  in  derselben  Geraden  hegen.  Da  nun  weiter  die 
3  Pole  (I-II),  /,,  //,  in  einer  Geraden  liegen  müssen,  desgleichen 
die  Pole  (/■//),  /»,  iJ^,  so  ergibt  sieh  die  folgende  Bestimmungsweise 
tler  gesuchten  Kette. 


Fig.  159. 

3Ian  nehme  {I-II)  in  der  Geraden  /„  —  /»  an,  wäMe  die  Lage 
des  Stabes  BC  nach  Belieben,  bestimme  die  Pole  /.'  und  //,  um  welche 
sidi  /'  infolge  X,  =  —  1  und  A\  =  —  1  dreht,  bringe  die  Geraden 
JJ —  /»'  und  J  B  in  {/'  TT)  zum  Schnitt  und  stelle  nun  die  (durch 
den  Punkt  T  ■  II  gehende)  Kichtimg  des  Stabes  CD,  dessen  Länge 
willkürlicli  ist,  fest  SchüelHich  findet  man  L  als  Schnittpunkt  der 
Geraden  /,' — //  und  /, —  /j. 

Seispiel.  In  Fig.  160  ist  das  beschi-iebene  Verfahren  auf  einen 
über  drei  Öffnungen  gespannten  Bogenträger  mit  den  festen  Gelenken 
A  und  E  und  den  auf  wagerechten  Geraden  beweglichen  Gelenken  £, 
C  und  D  angewendet  worden.  Die  Scheibe  /  wurde  mit  dem  Ki-afte- 
paare    X,    und    der    Einzelkraft  A\   belastet      Die  Einführung    eines 


160 
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Kräftepaares  X„  bietet  den  Vorteil,  daß  sich  die  Spannkräfte  S^  und 
Längenänderungen  A«,  für  den  Zustand  X«  =  —  1  angeben  lassen, 
ohne  daß  über  die  Länge  des  Stabes  CG  etwas  festgesetet  zu  werden 
braucht,  denn  wie  lang  auch  CQ  gewählt  wird,  stets  werden  durch 
die  Scheibe  /  infolge  Jt.  =  —  1  auf  die  Punkte  A  und  ( *  des  statisch 

bestimmten  Hauptsystems  zwei  entgegengesetzt  gleiche  lotrechte  Kräfte  - 

übertragen,  wobei  e  =s  dem  wagerechten  Abstände  ^C  ist  Hat  mau 
nun  für  diesen  Belastungazustand   die  Verschiebungen  der  Punkte  A 

und  C  ermittelt,  so  kann 
man  durch  eine  p&<- 
sende  Wahl  des  Punktes 
0  eine  bequemere  Lage 
des  Poles  erzielen,  um 
den  sich  7  dreht  und 
durch  den  dann  A'^ 
gehen  muß.  Ist  der  Be- 
lastungsfall X„=  —  1 
erledigt,  so  untersucht 
man  den  Zustand  X^  = 
—  1.  Hierbei  braucht 
man  die  Lagen  der  Stäbe 
r  und  IT  noch  nicht 
zu  kennen  und  wird 
diese  nachträglich  so 
wählen,  daß  der  An- 
griffspunkt L  (d.  i.  der 
Pol  IIa  ^uid  zugleich 
der  Pol  J/fc)  günstig  li^. 
wobei  zu  beachten  ist 
daß  man  den  Stab  DF 
auch  nach  Pig.  160  c 
durch  zwei  Stäbe  DJ 
und  FJ  ersetzen  dai-f, 
deren  gemeinsames  Gelenk  J  in  lotrechter  Richtung  geführt  wird.  Bei 
starren  Widerlageni  wird  schließlich  8«  =  0,  8^  =s  0,  8^  =  0,  8,  =  0 
gesetzt 

66.   Träger  von  höherem  Grade  statiseher  Unbestimmtheit.    Ist 

die  Anzahl  der  statisch  nicht  bestimmbai-en  Werte  X  größer  als  4,  so  ist 
es  möglich,  das  gesteckte  Ziel  durch  wiederholte  Lösung  der  in  Fig.  159 
behandelten  Aufgabe  zu  en*eichen:  die  Pole  //«  und  Ilf,  miteinander  ziu* 
üeckimg  zu  bringen.  Um  dies  au  einem  Beispiele  zu  zeigen,  denken 
wir  mis  den  Bogenti'äger  in  Fig.  160  rechts  von  E  noch  um  uiehrei-e 
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öffnangen  verlängert  imd  nehmen  an,  daß  über  sämtlichen  Mttelstützen 
bewegliche  Lager  mit  wagerechten  Bahnen  angeordnet  sind,  an  beiden 
Enden  hingegen  feste  Auflagergelenke.  Die  beweglichen  Auflager  seien 
beseitigt,  an  ihre  Stelle  mögen  lotrechte  Stäbe  treten,  an  welche  in 
Reicher  Weise  wie  an  die  Stäbe  CO  und  DF  noch  weitere  starre  Stäbe 
und  Scheiben  angereiht  werden  sollen.  Ebenso  wie  nun  die  Scheibe  II 
in  Abb.  160  an  den  Stab  DF  und  an  die  Scheibe  I  so  angeschlossen 
wurde,  daß  sich  //  infolge  der  beiden  Belastungszustände  JC«  =  —  1 
und  -X»  =  —  1  um  denselben  Pol  L  dreht,  denken  wir  uns  weitere 
Scheiben  ///,  IV^  V  hinzugefügt,  deren  Angahl  mit  derjenigen  der 
rechts  von  E  sich  anreihenden  Trägeröffnungen  übereinstimmt,  die 
sämtlich  mit  /  und  mit  je  einem  der  von  den  beseitigten  Stützpunkten 
ausgehenden  lotrechten  Stäben  so  verbunden  sind,  daß  jeder  Scheibe 
für  die  beiden  Belastungszustände  X^  =  —  1,  Jl^  =  —  1  derselbe  Dreh- 
pol entspricht,  und  zwar  falle  ///«  mit  ///»  in  M  zusammen,  IV^  mit 
IV^  m  N  usw.  Es  bleiben  dann  alle  etwa  noch  an  die  Punkte  L,  3f, 
iST, .  .  .  anzuschließenden  Stäbe  und  Scheiben  bei  Eintreten  jener  beiden 
Belastungszustände  in  Buhe,  und  es  folgt,  wenn  an  diesen  Gliedern 
Kräfte  JC„  JC,,  -X^,  .  .  .  angreifen:  8.a  =  8««  =  0,  8/a  =  8./  =  0,  .  .  . 
*«»  =  8»,  =  0,  hf^  =  8^^  =  0,  .  .  .  Gesetzt  nun,  es  sei  der  Träger  fünf- 
fach statisch  unbestimmt,  ein  Fall,  der  vorliegt,  wenn  rechts  von  E  in 
Eig.  160  noch  eine  Öffnung  hinzutritt  Dann  kommen  nur  die  Scheiben 
II  und  III  in  Betracht;  man  füge  die  in  einem  Gelenke  T  aneinander- 
hängenden  Glieder  LT  und  TM  hinzu,  bestimme  die  Pole  8,  und  Sj, 
um  welche  sich  die  Scheibe  S  =  TM  infolge  von  -X,  =  —  1  bezieh. 
-Xj  =  —  1  dreht  und  belaste  S  mit  einer  in  die  Gerade  S^Sj  fallenden 
Einzelkraft -Y,.  Dann  ergibt  sich  8,,  =  8^,  =  0  und  8,j  =  8rf,  =  0,  und 
es  gelten  die  Gleichungen  (5),  weil  sämtliche  8,  die  in  den  Gleichungen  (4) 
in  Yerbindung  mit  den  X  auftreten  und  deren  Zeiger  aus  zwei  un- 
gleichen Buchstaben  bestehen,  verschwinden. 

Wäre  der  Träger  sechsfach  statisch  unbestinmit,  so  würde  man  an 
die  Scheiben  77,  777,  IV  eine  Scheibe  S'  auf  irgendeine  Weise  so 
anzuschließen  haben,  daß  die  Drehpole  8/  und  8/  sich  decken,  und 
hierauf  würde  man  diesen  gemeinschaftlichen  Pol  zum  Angriffspunkte 
von  zwei  Einzelkräften  X,  und  Xf  wählen,  wobei  die  Richtung  von  Xf 
rechtwinklig  zu  der  Richtung  der  Verschiebung  sein  muß,  welche  der 
Angriffspunkt  dieser  Kraft  infolge  X^=.  —  1  erfähil  Die  Möglichkeit 
nun,  im  Falle  noch  höheren  Grades  statischer  Unbestimmtheit,  weitere 
Scheiben  8",  8"',  ...  so  anzureihen,  daß  8/'  mit  8/'  zusammenfällt, 
S/"  mit  8/"  u.  s.  w.  bildet  die  Handhabe  zur  planmäßigen  Ausbildung 
unseres  Verfahrens;  denn  alle  an  die  gemeinschaftlichen  Pole  ange- 
schlossenen folgenden  Siäbe  und  Scheiben  bleiben  nicht  nur  beim  Eiii- 

Mfiller-Breslau,  Graphische  Statik.  II.  1.  11 
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treten  der  Zustände  X^  =  —  1,  X»  =  —  1,  sondern  auch  in  den  Be- 
lastungsfällen -X^  =  —  1  und  -Xrf  =  —  1  in  Ruhe. 

67.  Ein  zweites  Verfahren  zur  Erzielnng  voneinander  unabhängiger 
Elastizitätsgleichnngen.  Wir  beginnen  mit  einem  einfachen  Beispiele. 
Es  Uege  das  in  Rg.  161  dargestellte  synmietrische  Fach  werk  vor.    Als 

statisch  unbestimmte  Größen  sollen 
zwei  Werte  -X.  und  Xt,  eingeführt 
werden,  die  mit  den  Stützenwider- 
ständen A  und  B  durch  die  Glei- 
chungen 

/^x  M  =  X  +  -^6 

w      [b=x,—x, 

verbunden  sind.  Die  Belastung*)  X^ 
=  —  1  erzeugt  dann  A  =  B  =  —  1 
imd  die  Belastung  Xi=^  —  1  bringt 
A  =  —  1,  ^=  +  1  hervor.  Im  ersten 
Falle  mögen  sich  die  Stützpunkte  A 
und  B  senken  um  S^.  =  8^«?  i^i  zwei- 
ten Falle  senkt  sich  A  um  8^»,  wäh- 
rend B  angehoben  wird  um  8^»  =  8^». 
Daß  die  Summe  SS.S^p  =  0  ist,  folgt 
ohne  weiteres  daraus,  daß  jedem  Gliede 
SaStf  der  linken  Hälfte  des  Tragwerks 
ein  gleich  großes,  aber  mit  dem  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  behaftetes 
Glied  der  rechten  Hälfte  entspricht 
Man  findet  dies  aber  auch  aus  der  Anwendung  des  Prinzips  der  vir- 
tuellen Verrückungen  auf  den  Belastungszustand  -X.  =  —  1  und  den 
Verschiebungszustand  Xf,  =  —  1,  welche  zu  der  Gleichung  führt 


A 

1 


R 


wmmm 


Nun  folgt: 


1  •  8^,  —  1 .  8^,  =  2  Ä.  5,  p  =  0. 


2P    8 

^•  =  — ; 1 


X.= 


aa 


^hh 


WO  8..  imd  8ft»  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind: 

„  =  2S.«p  =  1 .8^.  +  1 .  8,.=  28^. 
'»»  =  SiSfc*p  =  1 .8^^  +  1  -83»  =  28^j. 
Wenden  wir  uns  jetzt  zu  dem  unsymmetrisch  gebauten,  in  Fig.  162 
dargestellten  Tragwerke.    Die  Gleichungen  (1)  ersetzen  wir  durch  die 
allgemeineren  Ausdrücke 

f^\  \  Ax^  d^f^Xa  -j-  ttifrA^ 

*)  Die  Erkläning  des  Begi-iffs  Bela.stung  findet  mau  auf  Seite  31. 
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wo  tti.,  a,»,  ot,«,  (Xi5  Koeffizienten  sind,  über  die  wir  so  verfügen 
woDen,  daß  8.»  =  0  wird  und  im,  übrigen  möglichst  einfache  Zustände 
-X«  =  —  1  und  Jf » =  —  1  entstehen. 


^^«  ^tb 


y  V 


*'^^y//^','},/m 


Fig.  162. 


Fül'  den  Zustand  X«  =  1  ist 

Wir  wählen  ai«  =  1  und  nehmen  ot,«  so  groß  an,  daß  die  Mittelkiuft 
aus  a,.  und  a,.  durch  den  Schnittpunkt  der  Pfeilergurtungen  geht 
Bann  werden  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  der  Pfeilerwand 
gleich  Null.  Es  sind  diese  Kräfte  also  unabhängig  von  X«,  was  die 
Untersuchung  des  Pfeilers  jedenfalls  sehr  erleichtert  Nach  Aufzeich- 
nung des  Verschiebungsplanes  für  den  Zustand  Jf«  =  —  1,  welcher  für 
die  Stützpunkte  1  und  2  die  Senkungen  8,«  und  83.  liefert,  wenden 
wir  uns  zum  Zustande  ^i  =  —  1  imd  verfügen  über  ^,  =  a,fc  und 
At  =  o,»  so,  daß  8„5  =  0  wird. 

Aus 

folgt 

8.. 


8 


2a 


WO  ttift  beliebig  groß  (z.  B.  gleich  1)  angenommen  werden  dai-f. 

Für  X„  und  X^  erhält  man  nach  Darstellimg  des  Yei-schiebungs- 
zustandes  X*  =  —  1,  der  für  1  und  2  die  Senkungen  81»  und  8,»  liefern 
möge,  die  Werte 


X„  = 


2P„8^. 


8 


A'  = 


^J\K. 


na 


'»» 


wo 


S«a  =  2Ä„*p  =  aia8ia  -f-  «2082« 

\h  =  2*S4*p  =  aij8ifr  '\-  (Xa682i. 


11 
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Zweites  BeiepUl*  Untersuchung  des  in  Fig.  163  abgebildeten 
Bogenträgers  mit  drei  Öffnungen.  I)ie  Stützenwiderstände  A^^  A^^  A^ 
sollen  in  der  Form  dargestellt  werden: 

Ai  =  tti.-X.  +  ttu  JC»  +  cLi^K^ 
Ai  =  ot,.X«  +  cLth^t  +  aj,-X, 


7J 


Fig.  163. 


Die  Belastimgszustände  -X,  =  —  1,  -X*  =  —  1,  -X",  =  —  1  sind  in  der 
Figur  angegeben.  Die  wagerechte,  nach  rechts  positiv  gezählte  Ver- 
schiebung von  Punkt  1,  sowie  die  Senkungen  der  Punkte  2  imd  3 
infolge  dieser  drei  Belastungen  seien  der  Reihe  nach 


Oi6^     026,     Ost 
"ic?     öjj,,     Oje« 

Wir  denken  uns  zunächst  a,,,  aga,  a»«,  beliebig  groß  angenommen 
und  die  zugehörige  BieguQgslinie  gezeichnet  Hierauf  stellen  wir  die 
Bedingung  auf 

(I)  SiS^S^p  =  8a*  =  8i,ai6  +  ^2a^Ib  +  Sa.ttjft  =  0, 
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welche  gestattet,  einen  der  Wei-te  a^,  aj^,  a,»  zu  berechnen,  während 
die  anderen  zunächst  wieder  willkürlich  angenommen  werden  dürfen. 
Hierauf  schreiben  wir  noch  die  Bedingungen  an: 
(n)        2  SiS.g  =  85,  =  Suttj,  -}-  »„Oa,  +  Ssttt,,  =  0 

(in)  SS.S.p  =  8.,  =  i^aOL^.+  8,.a,,  +  83.0,,  =  0 
mid  erkennen,  daß  von  den  Werten  a,«,  a,<„  a^c  nur  ein  einziger  will- 
kürlich gewählt  werden  darf,  weil  zwei  Gleichungen  befriedigt  werden 
müssen.  Die  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  wird  erleichtert, 
wenn  dafür  gesorgt  wird,  daß  einer  der  drei  Werte  8,*,  82^,  83^  gleich 
Null  wird.     Dazu  benutzen  wir  die  Gleichung 

2iS»Äap  =  8j«  =  8|5ai^  +  8,»a,a  +  88ja,„  =  0 
und  setzen,  um  beispielsweise  8,»  =  0  zu  erhalten,  a,.  =  0  imd  aj«  =  0. 
Die  Lösung  der  Aufgabe  ist  dann  die  folgende: 


Fig.  164. 
Man  nehme  willkürlich  an: 

*!•?     Otjft,     tti»,     tts^,, 

setze  a,.  =  0,  otia  =  0,  berechne  aus  (I)  den  Werf 


sodann  aus  (II): 


schließlich  aus  (III): 


a,5 



tta» 

8.. 

«2. 
n. 

8.. 
8»' 

8.. 

08a 

«3  6 -i         ' 


80 
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Der  Bogen  sei  symmeiaisch.    Wir  setzen 

ttia  =  Ota»  =  ttsft  =  Oae  =  1 

und  finden,  wegen  8j„  =  82a  und  8,^  =  8,4, 

*i»  =  —  2---,    (x,o  =  —  a,e  =  —  1,    ai,  =  0. 

Diese  drei  Zustände  sind  in  Fig.  164  dargestellt  worden.    Es  er- 
geben sich  die  Werte 

5P?i  "^PS  "SP?^ 

Oaa  Oftfc  0„ 

WO 

a«  =  l-8ia,     85^  =  2826  —  2  ^"  816,     8^,  =  283,. 


Die  Stützemviderstände  sind 

-^1  =^  -A^  —  JCft 


282a 


81« 
A2  =  -lV^        -tV«, 

JOrÜtes  JBeispieL  Figur  165  zeigt  die  Lösung  für  einen  über 
vier  Öffnungen  gespannten,  vierfach  statisch  unbestimmten  sym- 
metrischen Bogenträger,     Es  wird  gefunden: 

Ol,  V     o,,  öj»     Ol,/ 

28„ 


A,  =  A'»  —  A' 


•  h 


2b 


-^4  =  X^  4"  ^"d? 

wo 


und 


A„  =  — ^^ ,     A6= u.  s.  w. 

0*» 


'aa 


8««=l-8ia,  8^5=182» 1  ^^ 81  i 


8„ 


8„  =  28..  -  2  |i^  8..  -  (2  -^1--  -  2  ^i-  •  -^)  8..,    8,,  =  28... 

Die  Richtigkeit  der  Lösung  ergibt  sich  aus  den  folgenden  Ansätzen, 
welche  nachweisen,  daß  die  Summen 

2S„S,p,  2Ä.S,p,  2S,S,p 

SS,Ä,p,  2S,S,p 

2Ä.A'.? 
sämtlich  gleich  Null  sind. 
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Für   den  Belastungszustand  Xj,  =  —  1   und   den  Verschiebungs- 
zustand X^  =  —  1  erhalten  wir: 


SSjS.p  =  1  •  82, 


Sa 


8.. 


»I.  =  0, 


hierauf  für  den  Belastungszustand  X,  =  —  1  und  den  Terschiebungs- 
zustand  Xt  =  —  1  nach  dem  Maxwellschen  Satze 

woraus  sich  die  Zeichenprobe  8|»  =  0  ergibt 


^?VZ  0 


iL-  ol*.lfl: 


Fig.  165. 


Durch  Verbindung  des  Belastungszustandes  -X«  =  —  1  niit  den 
Verschiebungszuständen  X^  =  —  1  und  -X»  =  —  1  erhalten  wii*  jetzt 
(wegen  84.  =  83«,  ^ih  —  ^^h  und  8,5  =  0) 


Ö2ft  ^       Ol, 

^S^S^g  =  28ai  —  2  -X — 8aj  =  0. 

026 


826     8 
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Die  Verbindung  der  Eräftezustände  -X«  =  —  1  und  ^»  =  —  1  mit 
dem  Verschiebungszustande  X,  =  —  1  liefert  die  Proben: 

25»5.p  =  1 .  »„  —  4^8,,  =  0. 


a: 


1« 


Es  müssen  also  8,^  und  Sj^  gleich  Null  sein. 

Daß  die  Summen  2S.Ä^p,  SS»S*p,  SÄ.S^p  gleich  NuU  sind,  folgt 
ohne  weiteres  aus  der  Symmetrie  der  Zustände  -X.  =  —  1,  Xi  =  —  1, 
X,=z  —  1  und  der  Antisymmetrie  des  Zustandes  Xa  =  —  1. 

Durch  Verbindung  der  Kräftezustände  Xa  =  —  1 ,  X»  =  —  1^ 
Xc  =  —  1  mit  dem  Yerschiebungszustande  X^  =  —  1  findet  man  die 
Proben: 

8,^  =  0  und  8,^  =  0, 

die  aber  wohl  selbstverständlich  sind. 


Fig.  166. 

Es  leuchtet  wohl  ein,  daß  wir  es  hier  mit  einem  allgemeinen,  stets 
zum  Ziele  führenden  Verfahren  zu  tun  haben.  Freilich  muß  auch  vor 
Einschlagen  dieses  Weges  geprüft  werden,  ob  es  nicht  besser  ist,  eine 
gi-ößere  Anzahl  von  Gleichungen  aufzulösen  und  dafür  einfachere 
Biegungslinien  und  Verschiebungspläne  einzutauschen. 

Führt  man  z.  B.  bei  dem  über  drei  Öffnungen  gespannten  Bogen- 
träger  (Fig.  166)  als  statisch  unbestimmte  Größen  außer  dem  Horizontal- 
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Schübe  X^  noch  die  Stützenmomente  A',  und  Xi,  ein,  so  erhält  man 
sehr  einfache  Zustände  X  =  —  1.  Das  statisch  bestimmte  Hauptsystem 
besteht  aus  drei  gelenkartig  miteinander  verbundenen  einfachen  Balken. 
Jede  der  beiden  Biegungslinien  für  Jf « =  —  1  und  X^  =  —  1  erstreckt 
sich  nur  über  zwei  Öffnungen.  Beim  symmetrischen  Träger  ist  die 
JL.-Iinie  das  Spiegelbild  der  JY^-Linie.  Femer  ist  im  Falle  der  Sym- 
metrie 

Kc  =  Kat    Kh  =  5»«- 
Man  erhält  dann  für  eine  Einzellast  die  Bedingungen 

X„haa  +  Aj8„j  +  ^c^ac  =  Pm^^ma 
Xaiah  +  X^h^^  +  -^fl8„fc  =  P«8«fc 
X„hac  +  X^hai  "f-  X^i„„=i  Pmf^mbi 

aus  denen  die  Gleichungen  folgen: 

(X,  +  X;)  (5..  +  5„,)  +  2X,K,  =  P^  (5^.  +  8^,) 

(^a  X^)  {h„„ 8„e)  =  Pm  (8«. 8^»). 

Die  geringe  Mühe,  welche  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  ver- 
ursacht wird,  wenn  es  sich  \un  eine  Vergleichung  mit  den  vorhin  an- 
gegebenen Lösungen  handelt,  reichlich  aufgewogen  durch  die  Zeit- 
ersparnis bei  der  Darstellung  der  Verschiebungspläne  für  die  Zustände 
X„  =  —  1  und  X„=.  —  1.  Dazu  konunt  noch,  wie  wir  später  zeigen 
werden,  daß  sich  die  Einflußlinien  für  die  Stabkräfte  aus  den  Einfluß- 
linien für  die  Stützenmomente  besonders  bequem  herleiten  lassen. 


(J) 


c.   Anwendung  der  Elastizitätsgleichungen : 

^"s*r"6"p+x"s>s"".s"p+x""S5'"«p   +. . .  =i:p^Ä^"'+SiS:'"e/»— r 


welche  voraussetzen,  daß  sämtliche  Spannkräfte  S  und  (nach  festen 
Richtungen  wirkenden)  Stützenwiderstände  C  des  statisch  unbestimmten 
Fachwerks  auf  die  Form  gebracht  worden  sind: 

S=So  —  S'X'  —  S"  X"  —  S'"X'"  —  . . . 
C=  Co  —  C'X'  —  C''X"—C'"X'"  — . . ., 

wobei  -X',  X'\  X*"  ...  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  be- 
deuten. *) 

8m  ?  8«"?  •  •  •  sind  die  Verschiebungen,  welche  der  Angriffspunkt  /;/ 
einer  Last  1\  erfährt,  sobald  auf  das  Fachwerk  beziehungsweise  nur 
die  Ursache  X'  ==•  —  1  oder  nur  die  Ursache  X*'  =  —  1  u.  s.  w.  ^virkt. 


*)  Vergl.  Seite  25  bis  27. 
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wähi-end  L',  L",  .  .  .  die  virtuellen  Arbeiten  der  Stützenwiderstände 
C,  C"  .  .  .  bedeuten.  Alle  in  den  obigen  Gleichungen  enthaltenen, 
von  den  S\  S",  S"' .  .  .  abhängigen  Sunmienausdrücke  erstrecken  sich 
über  sämtliche  Stäbe  des  Fachwerks,  über  die  not^vendigen  und  über- 
zähligen.   Der  Wert  p  ist 

s 

Meistens  werden  die  Widerlager  starr  angenommen  und  die  viituellen 
Arbeiten  L  =  0  gesetzt 

In  der  Eegel  hat  man  es  mit  loti^echten  Lasten  zu  tun;  die  hj, 
hj\  hj'\  .  .  .  sind  dann  Ordinaten  von  Biegungslinien,  deren  Berech- 
nung sich  (nach  Nr.  49)  stets  auf  die  EnnitÜung  von  Aiigriffsmomenten 
einfacher  Balken  zurückführen  läßt.  Aber  auch  der  Einfluß  schräj:; 
gerichteter,  nicht  paralleler  Ki'äfte  P  kann  auf  dem  am  Schluß  von 
Nr.  51  angegebenen  Wege  leicht  durch  Rechnung  erledigt  werden, 
nachdem  die  den  Zuständen  X'  =  —  1,  -X"  =  —  1,  ...  entsprechen- 
den Biegungslinien  für  irgendeine  Yei'schiebungsrichtung  bestimmt 
worden  sind.  Wenn  wir  also  in  den  folgenden  Beispielen  durchweg 
lotrechte  Lasten  annehmen,  so  geschieht  dies  nur  der  kürzeren  Dar- 
stellungsweise wegen.    Vergl.  auch  Nr.  75. 

67.  üntersnolinng  eines  über  drei  Öffnungen  gespannten  Bogen- 
trägers,  Fig.  167,  mit  Scheitelgelenken  in  den  Seitenöffnungen,  festen 
Kämpfergelenken  und  wagerechten  Gleitlagern  über  den  Mittelpfeilem. 

Der  Träger  ist  einfach  statisch  unbestimmt;  als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größe  wird  zweckmäßig  der  Horizontalschub  X  eingefühi-t. 
Die  Spannki-äfte  S  sollen  in  der  Form 

S  =  Oq  —  O   -A. 

dargestellt  werden.  Wird  X  =  0  gesetzt,  so  geht  der  Bogen  in  einen 
ffßrfcerschen  Balken  über,  dessen  Spannkräfte  S^  sich  leicht  bestimmen 
lassen.  S'  bedeutet  den  Wert,  welchen  S  anninmit,  sobald  X  =  —  1 
gemacht  wird.  Diesen  Belastungszustand  zeigt  Fig.  168.  In  A  und  B 
greifen  die  wagerechten,  nach  außen  gerichteten  Kräfte  1  an;  außer- 
dem müssen  —  damit  sich  die  Bogenteile  AE  und  BF  nicht  um  die 
Gelenke  E  und  F  drehen  —  die  lotrechten,    nach  unten  gerichteten 

2A 

Ki'äfte  — ,  -  angebracht  werden.    Letztere  bedingen  bei  C  und  D  gleich 

große,  nach  oben  wirkende  Widerstände. 

Nachdem  die  Spannkräfte  S'  für  sämtliche  Stäbe  bestimmt  worden 
sind  (beispielsweise  mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes),  kann 
X  mit  Hilfe  der  Elastizitätsbedingung 
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berechnet  werden.    Ain  besten  bestimmt  man  geti*ennt: 


den  Einfluß  einer  Last  P: 


Temperatiiränderuug 


A'  = 


a;  = 


PS' 

2S'"2p 


von  Yersehiebungen  der  Stützen  AA==  —  -v,"c>'2 

^ /o     p 


Fig.  167. 


Fig.  168. 


Rg.  169. 


Die  Werte  X^  und  AX  können  bereits  nach  Ermittlung  der  S 
ausgerechnet  werden.  L'  bedeutet  die  Wrtuelle  Arbeit  der  an  den 
Stützpunkten  Ä^  B^  C^  D  angreifenden  äußeren  Kräften  des  Zustandes 
^  =  —  1.  Wird  z.  B.  der  Einfluß  einer  Vergrößerung  der  Stützweite 
AB  um  AZ  gesucht,  ferner  der  Einfluß  von  Senkungen  der  Punkte  C 
und  D  um  Strecken  t)'  und  •»]",  so  hat  man  zu  setzen: 

9h 
L'  =  lA/-7-(V  +  V'), 

weil  den  in  A  und  B  angreifenden  wagereehten  Kräften  1  die  positive 
virtuelle  Arbeit  1  •  A  Z  entspricht  und  den  nach  oben  gerichteten  Kräften 

—j—  die  negative  Arbeit  I —        t] ^— tj    I- 

Zui*  Bestimmung  von  JY  infolge  von  P  muß  —  da  P  an  der  oberen 
Gurtung  angreift  —  die  Biegungslinie  dieser  oberen  Giuiimg  ermittelt 
werden,  und  zwar  für  den  Zustand  -X  =  —  1.     Entscheidet  man  sich 
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beispielsweise  für  den  in  Xr.  46  (Seite  100)  angegebenen  Weg,  so  be- 

rechne  man  die  von  den  Spannungen  a'  =  -z=-  abhängigen  Änderungen 

A' j'  der  Bandwinkel  ^,  schreibe  den  Knoten  1,  2,  3  ...  die  Gewichte 
u\  =  A'^i,  ic^  =  ^'^2?  ^^'8  =  ^'%)  ...  zu  (denn  die  obere  Gurtung 
ist  wagerecht  und  es  verschwinden  in  Gleich.  3,  Seite  101  die  Glieder 
mit  As)  und  verfahre  im  übrigen  nach  Beispiel  3  auf  Seite  123.  In 
Kg.  169  wurden  die  Gewichte  v\^  tr^^  w^^^  w^^  positiv,  die  anderen 
w  negativ  vorausgesetzt 

Die  Linienzüge  Ä'LE\  E'C'RD'F'  und  F'TB'  sind  die  Momen- 
tenkurven einfacher  Balken  A'E\  E'F'  und  F'B^  welche  beziehungs- 
weise belastet  sind  mit  ii\^  w^^  mit  w^  bis  Wy^^  und  mit  u\^^  w^^. 
Der  Schlußlinienzug  A"E'  F^'B"  ist  bestimmt  durch  die  Längenände- 
rungen der  Vertikalen  AA^^  CC^^  DDq  und  BBq\  es  ist  nämlich: 

JT=ÄXZ;;  rrr  =  ÄCCo;  D^D'^KDD^x  B^'  =  IBBo. 

Diese  Vertikalen  werden  gedrückt,  und  es  liegen  daher  die  Punkte 
A'\  C'\  D'\  B"  oberhalb  A\  C\  D\  B*)  Die  in  Kg.  169  schraffiert© 
Mache  ist  die  gesuchte  Biegungsfläche  und  gleichzeitig. Einflußfläche 
für  X  (mit  dem  Multiplikator  l:SS"*p);  der  mittlere  Teil  derselben 
ist  negativ,  weshalb  Lasten,  die  in  den  Eiioten  6  bis  8  angreifen,  einen 
negativen  Horizontalschub  X  hervorbringen. 

Hinzuzufügen  bleibt,  daß  der  für  Xt  abgeleitete  Ausdruck  sich  für 
den  in  der  Regel  vorausgesetzten  Fall  einer  gleichmäßigen  Erwärmung 
des  Bogens  noch  vereinfachen  läßt  Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir 
den  Stablängen  s  des  bei  B  auf  wagerechter  Bahn  verschiebbar  ge- 
dachten Bogens  die  verschwindend  kleinen  Änderungen  ^s  =  os  zu^ 
wobei  6)  für  alle  Stäbe  gleich  sein  soll,  und  wenden  auf  diesen  Ver- 
schiebungszustand und  auf  den  Belastungszustand  X=^  —  1  das  Gesetz 
der  virtuellen  Verschiebungen  an.  Wir  erhalten  dann,  da  sich  l=l^-\-2lj^ 
um  A/  =  (.)Z  ändert,  die  Beziehung 

l.oZ  =  2iS"o5,  d.h.  ^S's  =  l 
imd  finden  nun  (falls  neben  t  auch  e  einen  festen  Wert  besitzt) 

_  &t^Sj^  _    etl 
'■"   S5'«p  ~Ts^' 

68.  Kette,  versteift  dnroh  einen  Gerberschen  Balken.  Wir  knüpfen 
an  die  im  ersten  Bande  (§  49)  dui'chgeführte  Untersuchung  an,  welche 
lehrte,  daß  eine  über  beüebig  viele  Öffnungen  gespannte  Kette  mit 
durchgehendem  Versteifungsbalken  ein  statisch  bestimmtes  Tragwerk 
ist,    sobald  der  Versteifungsbalken  ebensoviel  Mittelgelenke  erhält  als 


*)  "Wir   erinnern   daran,   daß   wir   die   lotrechten  Verschiebungen   stets  nach 
unfen  positiv  zählen. 
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die  Brücke  Öffaungen  besitzt,  und  die  Mittelgelenke  so  verteilt  sind, 
daB  nach  Weglassung  irgendeines  derselben  (welches  wir  kurz  das 
Gelenk  O'  nennen  wollen)  der  Versteifungsbalken  ein  Grerberscher 
wird.*)  Wir  zeigten  auch,  daß  nach  Bestimmung  des  Horizontal- 
zuges  H  der  Kette  die  Spannkräfte  Z  der  Hängestangen  sich  mittels 
des  Gesetzes  leicht  angeben  lassen,  daß  die  Eette  das  Seilpolygon  der 
Kräfte  Z  ist,  womit  dann  alle  am  Balken  angreifenden  Kräfte  bestimmt 
sind;  und  schließlich  ermittelten  wir  jET,  indem  wir  das  Angriffsmoment 
für  den  Balkenquerschnitt  O'  gleich  Null  setzten.  Fehlt  nun  das  Ge- 
lenk 0\  wird  also  die  Kette  durch  einen  Gerberschen  Balken  versteift, 
so  entsteht  ein  einfach  statisch  unbestimmtes  Tragwerk,  als  dessen 
statisch  nicht  bestimmbare  Größe  X  am  zweckmä.ßigsten  der  Horizon- 
talzug der  Kette  gewählt  wird.  Zur  Berechnung  von  X  dienen,  wenn 
sämtliche  Spannkräfte*^  auf  die  Form 

S=S^  —  S'X 
gebracht  werden,  die  Formeln: 

Ph' 

Einfluß  einer  Einzellast:  -S^  =  ^^tf^«— **) 

,,     Temperaturänderung:  X^  = 


,,       von  Verschiebungen  der  Stützen:  AJt  =  — ^"o^ä   * 

Das  Verfahren  möge  an  dem  in  Fig.  170  abgebildeten  Träger  er- 
läutert werden.  Der  Versteifungsbalken  besitzt  hier  zwei  in  der  Mittel- 
öffnung liegende  Gelenke  G  und  J.  Um  den  Belastungszustand  X^=  —  1 
zu  erhalten,  denke  man  in  den  Kettengliedern  Drücke  S^\  S,',  S^\  . . . 
erzeugt,  denen  ein  HorizontaLschub  von  der  Größe  Eins  entspricht 
Fig.  170b  gibt  an,  wie  diese  Kräfte  und  die  zugehörigen  Drücke 
S^\  iSjo',  Sn',  .  .  .,  in  den  Hängestangen  dargestellt  werden  können, 
wobei  es  genügte,  die  linke  Trägerhälfte  zu  behandeln.  Die  Drücke 
^9'i  ^10?  '^111  •  •  •  bilden  die  Belastungen  des  Versteifungsbalkens,  dessen 
Stützenwiderstände  A\  B\  C\  D'  nach  Abschnitt  VI,  Band  I,  zu  be- 
stimmen sind,  worauf  die  Spannkräfte  S'  der  Stäbe  des  Balkens  mit 
Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes  gezeichnet  werden  können.    Ist 

dies  geschehen,  so  werden  die  Spannimgen  a  =z—  oder  die  Längen- 

S's 
ändenmgen  (As)'  =  sämtlicher   Balkenstäbe    berechnet,    hierauf 


*)  Wie  beim  Gerberechen  Balken  die  Gelenke  über  die  verschiedenen  Öffnungen 
zu  verteilen  sind,  lehrt  Abschnitt  VI  von  Band  I. 

**)  Es  handelt  sich  hier  nur  um  diejenigen  Lasten,  welche  nach  Ausfühnmg 
der  Versteifung  der  Kette  aufgebracht  wei-den,  in  der  Regel  also  nur  um  die  be- 
wegliche Belastung.    Vergl.  Band  I,  §  49. 
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nach  Xr,  46  oder  Nr.  47  die  Gewichte  «■  ermittelt  und  die  in  Fig.  170d 
sthiaffierte  Biegimgsfläche  der  Guitung  A^Df,  bestimmt    Dieselbe  ist 

die  EinflußQache  für  X  (Multiplikator^  ^-„vj — )  und  wird  begrenzt 

durch  die  Momentenlinien  A'B'G',  G'LJ',  J'C'D'  der  mit  den  ent- 
sprechenden Gewichten  w  belasteten  einfachen  Balken  A'G'.  Q'J', 
J'D'  und  den  Schlußlinienzug  A'G"J"D',  welcher  bestimmt  ist  durch 
die  Verkürzungen  Ji"B'  und  C"C"  der  Vertikalen  B^D  und  C^C.*) 
Zu  beachten  ist,  daß  sich  der  Ausdruck  25"'p  auf  sämtliche  Stäbe 
des  Tragwerks  (Balkcnstabe,  Hängestangen,  Glieder  der  Tragketteu  und 
Rückhaltketten)  bezieht 


Bei  der  Berechnung  von  X,  wird  meistens  angenommen,  daß  sich 
die  dem  spannungslosen  Anfangszustande  entsprechenden  Temperaturen 
sämtlicher  Stäbe  um  den  gleichen  Betrag  (  ändern.  Es  stellt  sich  dann 
heraus,  daß  der  Einfluß  der  Temperaturänderungen  der  Balkenstäbe 
lind  Hängestangen  ein  verhältnismäßig  sehr  geringer  ist,  und  daß  es 
genügt,  im  Zähler  des  für  X,  erhaltenen  Ausdruckes  nur  die  Glieder 
der  Tragketten  imd  Rückhaltketten  zu  berücksichtigen.     Für  ein  unter 


*)  Die  Vertikalen  A^Ä  und  D^D  des   in  der  Pig.  170  abgebildeten  Träger? 
sind  für  den  Belastongszustond  X^  —  1  spannungslos;  ihre  Längenändenuigen  »nd 


§  5.    Djis  statisch  unbestimmte  Fachwerk.  175 

a  gegen  die  Wagerechte  geneigtes  Glied  der  Tragkette  erhält  man 
i'?'=  —  1  •  sec  a,  und  für  die  Glieder  der  Bückhaltketten  ergeben 
sich  z.  B.  bei  der  in  Kg.  171  veranschaulichten  Anordnung  die  Werte 
*S''=  —  1  sec a'.     Daraus  folgt  dann: 

X,  =  —  ^^ä-js«  sec  a+  2  (s.  +  Sa)  sec  a)  V 

worin  s^  =  KKy^  und  St,^=K^K^.    Die  Summe  Ssseca  erstreckt  sich 
nur  über  die  Glieder  der  Tragkette.    Infolge  eiaer  Erhöhung  der  Tem- 
peratur wird  der  Horizontalzug  der  Kette 
verkleinert  jrXseeoL 

Verschiebungen  der  Widerlager  blei-  ""Z^^?S%     ^'"*^ 

ben  meistens  unberücksichtigt,  obgleich  >^K^^  t 

lÄngenänderungen  schlanker  ilittelpfeüer  /a^^K 

und  ein  Nachgeben  der  Verankerungen 

von    merklichem    Einfluß    auf    X    sein 

« 

können.    Es  senke  sich  z.  B.  der  Stütz- 
punkt E  um  Tfji,  F  um  irjg,   auch  ver-  ^*S-  ^^^• 
schiebe  sich  der  Stützpunkt  K  im  Sinne 

KK^  um  Tig  und  der  entsprechende  Stützpunkt  des  rechten  Endpfeilers 
um  714 .  ^  ^^^  Punkten  E  und  K  greifen  beim  Eintreten  des  Zu- 
standes  -X  =  —  1  die  Stützenwiderstände  an: 

-E'=  1  (tg  a4-f-  ^  ag),  nach  abwärts  gerichtet 
jK"=  1  sec  a'  ,     „     oben  „      *) 

und  entsprechend  gleiche  Widerstände  wirken  bei  F  und  N, 
Die  virtuelle  Arbeit  dieser  Auflagerkräfte  ist: 

L'=(iea^  +  ^cL^)  ('^i  +  '»l2)  +  seca'(i|3  +  7iJ 
und  man  erhält  daher: 

^X  =  —  -^fjz  [(^  «4  +  *g  «ö)  ("^1  +  "^2)  +  sec  a  (iris  + 1] jj- 

69.  Kette,  über  eine  Öffnung  gespannt  und  dnroh  einen  Bogen- 
tr&ger  mit  2  Eampfergelenken  versteift,  Eig.  172.  Dieses  Tra^erk 
ist  zweifach  statisch  unbestimmt  Als  statisch  nicht  bestinmibare 
Größen  werden  zweckmäßig  der  Horizontalzug  X'  der  Kette  und  der 
Horizontalschub  X"  des  Bogens  eingeführt  Die  Spannkräfte  werden 
auf  die  Form  S=So  —  S'X'—  S"X"  gebracht 


*)  Wir  setzen  voraus,  daß  bei  Ki  und  K^  bewegliche  Lager  angeordnet  sind. 
Der  "Widerstand  des  auf  wagerechter  Bahn  geführten  Stützpunktes  K^  ist  lotrecht, 
der  "Widerstand  bei  Ki  halbiere  den  "Winkel  KKiK^.  Dann  wird  jedes  der  beiden 
Kettenglieder  iTÄi  und  KiK^  duich  eine  Spannkraft  X sec  a'  beansprucht,  wo  a' den 
Neigungswinkel  von  K^  K^  gegen  die  "Wagerechte  bedeutet  In  K  greift  also  ein  von 
Kg  nach  K^  gerichteter  Widerstand  ^seca'  an  und  im  Falle  X=  —  1  ein  von  A^ 
nach  K^  gerichteter  von  der  Größe  1  sec  a\ 
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Rg.  175  zeigt  den  einfachen  Balken  u4J5,  in  welchen  das  Fach- 
werk  im  Falle  X'=0  und  X"=0  übergeht,  während  die  Figuren 
173  und  174  diesen  Balken  im  Belastungszustande  X'=  —  1  bezw. 
X"=  —  1  darstellen. 


Fig.  172. 


Fig.  173. 


Fig.  174. 


Fig.  175. 


Bei  Eintreten  des  Zustandes  -.Y'=  —  1  gieifen  am  Balken  AB 
die  lotrechten  Lasten  S/^  iSg',  .  . .  an  (d.  h.  die  Drücke  in  den  Hänge- 
stangen, welche  genau  so  bestimmt  werden  wie  im  vorigen  Beispiele), 
und  im  Belastungsfalle  X"=  —  1  befindet  sich  der  Balken  unter 
dem  Einflüsse  zweier  wagerechter  Ki-äfte  1.  Nach  Berechnung  der 
den  Spannkräften  S'  und  S"  entsprechenden  Knotenpunktsgewichte  //' 
und  w"  werden  die  Biegungslinien  (8'  und  5")  als  Momentenlinien 
einfacher  Balken  AB  ermittelt*)  und  schließlich  die  Elastizitäts- 
gleichungen aufgelöst: 

JY'2S'«p  -f  X"2S'S"p  =  Ph'  -f-  2S'e/5  —  L' 
^'2  S"S'p  +  J["S  S"«p   =  P5"+  2  S''ets  —  L'\ 

*)  In  Fig.  173  und  174  wiinlen  die  Längenäiideningen  der  Endständer  ^l^i^ 
und  BB^  vernachlässigt. 
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Man  erhält  den  Einfluß  der  Belastung 

A''  =  P(o"8'— G>8") 
X'=P(g>'5"— G>8') 

iV=  SS'«p  .  2S"«p  —  (SS'S"p)^ 
femer  den  Einfluß  einer  Temperaturänderung: 

X:'  =  i^'^S^Bts  —  o^S'^ts 
und  den  Einfluß  einer  Bewegung  der  Stützen: 

AX'  =  —  o"L'-\-  wZ/" 
AwX"=  —  o'L"-\-  iüL\ 

Die  von  S'  abhängigen  Summenausdrücke  erstrecken  sich  über 
die  Stäbe  des  Bogens,  die  Hängestangen^  die  Tragkette  und  die  Eückr 
haltketten,  die  von  S"  abhängigen  nur  über  den  Bogen,  da  für  die 
Kettenglieder  und  Hängestangen  iS"=0  ist 

Wird  eine  gleichmäßige  Temperaturänderung  angenommen,  so  darf 
man,  wie  im  vorigen  Beispiele, 

S  S'e  ^5  =  2«  sec  a  +  2s'  sec  a 

setzen,  worin  sich  2«  sec  a  nur  über  die  Glieder  der  Tragkette  er- 
streckt und  s'  die  Länge  einer  Rückhaltkette  (bis  zur  Ankerplatte 
gemessen!)  bedeutet  Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  ßückhaltkette 
entweder  geradlinig  oder,  wenn  gebrochen,  derart  mit  Zwischenstützen 
versehen  ist,  daß  die  Spannkraft  in  der  ganzen  Kette  gleich  groß  ist 
Vergl.  Fig.  171.  Weiter  darf  man  (ähnlich  wie  beim  ersten  Beispiel, 
Rg.  167) 

2S"e^5  =  e« 
setzen. 

Sollen  A^'  und  A  Jt"  unter  der  Voraussetzung  berechnet  werden, 
daß  sich  die  Stützpunkte  C  und  D  um  Tfji  beziehungsweise  tj^  senken, 
daß  femer  die  Ankerplatten  links  und  rechts  in  der  Richtung  der  Rück- 
haltketten um  -»Ij  beziehungsweise  114  nachgeben  und  /  sich  um  A/ 
ändert,  so  hat  man  zu  setzen: 

r  =  1 .  (tg  ao  +  tg  a')  (yi^  +  1^2)  +  1 '  s^c  a  (yi^  +  iij 
i"=  1 .  A/  (vergl.  das  vorige  Beispiel). 

70.  Übungsaufgaben.  Die  durch  einen  einfachen  Balken  versteifte 
Kette  in  Rg.  176  ist  einfach  statisch  unbestimmt  Kennt  man  den 
Horizontalzug  -Z,  so  kann  man  die  Spannkräfte  in  den  Hängestangen 
mittels  der  Bedingung  finden,  daß  die  Kette  das  Seilpolygon  dieser 
Kräfte  ist 

Malier-Breslau,  Graphische  Statik.   11.  1.  12 
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Eigiir  177  stellt  ein  dreifach  statisch  iinbestiniintes  Hängewerk 
(System  Ordish-Lefeuvre)  dar.  Sind  die  Spannkräfte  X\  X'\  X'"  der 
lotrechten  Hängestangen  bekannt,  so  sind  die  in  den  Tragketten  AC^ 
CD^  EB^  ED^  -4D,    DB  und   in   den   Rückhaltketten   aujftretenden 


Fig.  180. 


Fig.  181. 


Kräfte  gegeben.  Die  durch  eine  gestrichelte  Linie  angedeutete  Kette 
hat  nur  das  Gewicht  der  Tragketten  aufzunehmen.  Bei  symmetrischer 
Anordnung  ist  die  Biegungslinie  für  -X'"=  —  1  das  Spiegelbild  der 
Biegungslinie  für  X'=  —  1. 

Ein  ähnliches  Hängewerk  zeigt  Figur  178;    dasselbe  ist  vierfach 
statisch   unbestimmt    Die  Belastungszustände  X'=  —  1,  X"=  —  1, 
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X"'=  —  1,  X""^=  —  1  des  Versteifimgsbalkens  sind  in  der  Figur 
dargestellt  worden;  es  ist  zu  beachten,  daß  am  festen  Auflager  A 
schräge  Widerstände  hervorgerufen  werden. 

Das  Balkenfachwerk  in  Kg.  179  besitzt  in  jedem  Felde  zwei  sich 
kreuzende  Diagonalen,  welche  aber  beide  imstande  sind,  Zug-  und 
Druckkräfte  zu  übertragen.  Hat  das  Fachwerk  also  n  Felder,  so  ist 
es  n-fach  statisch  unbestimmt  In  der  Figur  ist  der  Kräfteplan  für 
X"''=  —  1  vorgeführt  worden;  die  Wirkung  dieser  Kraft  erstreckt 
sich  nur  über  die  Stäbe  9,  10,  11,  12,  13,  und  es  treten  daher  nur 
zwei  Grewichte  w  auf,  nämlich  w^'"  und  w^"\  welche  am  besten  nach 
Nr.  47  Gleich.  10  berechnet  werden.  Man  erhält  für  w^"'  einen  posi- 
tiven, für  w^'"  einen  negativen  Wert  und  gelangt  daher  zu  der  in  der 
Abbildung  angedeuteten  Biegungslinie  (8'").  Ebenso  werden  die  Zu- 
stände JSC'= — 1,  -X"=  —  1  usw.  untersucht 

Die  Figuren  180  und  181  zeigen  zweifach  statisch  unbestimmte 
Tragwerke,  welche  in  ähnlicher  Weise  behandelt  werden  wie  die  ver- 
steiften Kettenbrücken  in  Fig.  170,  172,  176. 

Wir  heben  zum  Schluß  noch  einmal  hervor,  daß  bei  Anwendung 
der  Gleichungen  Y  auf  Seite  163  die  Summe  S  sich  über  sämtliche 
Stäbe  erstreckt,  über  die  notwendigen  und  überzähligen.  So  entsprechen 
beispielsweise  dem  überzähligen  Stabe  des  ersten  Feldes  des  Trägers 
in  Fig.  179  die  Werte:  S'=  — 1;  «"=0;  S'"=0;  Ä""=0;  usw. 
dem  des  zweiten  Feldes:  S'=0;  S"=—  1;  S'"=0;  S""=0  usw. 
Man  vergL  auch  Seite  26  der  Einleitung. 


§6. 

Allgemeines  über  das  Auftragen  der  Einflufilinien. 

71.  Sind  die  Einflußlinien  für  die  Größen  X  eines  durch  parallele 
Lasten  P  beanspruchten  Fachwerks  nach  einem  der  in  Nr.  56  bis  69 
angegebenen  Verfahren  bestimmt  worden,  so  lassen  sich  die  Einflußlinien 
der  Spannkräfte  S  und  Stützenwiderstände  C  mittels  der  zwischen  den 
S^  C  und  X  bestehenden  Beziehungen  ersten  Grades  darstellen.  Soll 
beispielsweise  die  Einflußlinie  für  eine  Spannkraft 

S  =  Oq Sa  Aa  aSV  Aj  iS<,  A<,  .... 

angetragen  werden,  so  nehme  man  zuerst  sämtliche  A  =  0  an,  zeichne 
die  So -Linie  des  statisch  bestimmten  Hauptsystems  auf  die  im  L  Bande 
gezeigte  Weise  und  verkleinere  die  Ordinaten  derselben  um  die  Summe 
der  beziehungsweise  mit  S«,  S^,  S^,  ...  multiplizierten  entsprechenden 
Ordinaten  der  Einflußlinien  für  A„,  A^,  A^,  .  .  .  . ,  wobei  es  sich 
empfiehlt,  die  Multiplikation  mit  Hilfe  von  Winkeln  a,  ß,  y  •  •  •  •  ^^^s- 

12* 
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zuführen,  welche  der  Reilie  nach  durch 

tga=5.,    tgß  =  5,.    tg7  =  5„ 

bestimmt  sind.*) 

In  Fig.  182  ist  dieses  allgemeine  Verfahren  an  einem  Bogenträger 
mit  festen  Kämpfergelenken  (A,  B)  und  auf  wagerechter  Bahn  bew^- 
lichem  Auflagergelenke  C  erläutert  worden.  Als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größen  sind  eingeführt:  der  Horizoatalschub  X,  und  der 
Widerstand  A%  der  Mittelstütze.     Gesucht  sei  die  Einflußlinie  für  die 


Spannkraft  S  im  Stabe  i  —  k  der  oberen  Gurtung  Werden  X,  und 
Jt  =  0  gesetzt,  so  hegt  em  emfaeher  Balken  AB  vor,  imd  es  besteht 
deshalb    die  S^-Lmie   aus  znci  Geraden  AC  und  CB   welche    nach 

Fig.  182c  durch  Auftragung  von  ÄJ^  —  1  — ^  bestimmt  sind,  wobei 

»■„  das  Lot  vom  Knotenpunkt  w  auf  den  Stab  ik  bedeutet  Die  den 
Belastungszuständen  X„^  —  1  und  Xt=  —  1  entsprechenden  Spann- 
kräfte S„  und  5,  stellen  sich  hier  negativ  heraus,  während  X,  und 
Xt  nur  positive  Werte  besitzen;  das  Glied:  —  {S,X,  -\-  iS»A'»)  ist  also 
positiv;  addiert  mau  dasselbe  zu  dem  negativen  Werte  S^^  so  erhält 
man  für  P^\: 

S=  -So  —  8.X^—S,X,  =  Pi] 

und  gelangt  zu  der  in  der  Fig.  182c  voll  schraffierten  Einflußflache  für  S. 

Dieselbe  ermöglicht  für  jeden  Belastungszustand  die  Ermittiung  von 

S  =  SPt]. 

72.   Die  ziemlich  umfangreiche  Arbeit,  welche  die  Auftragung  der 

Eioflußlinien  für  samthche  Spannkräfte  ä'  eines  mehrfach  statisch  un- 


*)  Auch,  der  Proportional  Zirkel  leistet  gute  Dienste. 
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bestimmten  Fachwerks  verursacht,  läßt  sich  durch  Verwertung  dep 
zwischen  den  einzehien  Größen  S  stattfindenden  statischen  Beziehungen 
meistens  erheblich  abkürzen.  In  der  Regel  liegen  Pachwerke  vor,  die 
aus  aneinander  gereihten  Dreiecken  bestehen;  es  ist  dann  zu  empfehlen, 
die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstaben  durch  die  Gurtkräfte  auszudrücken. 
Bei  belasteter  oberer  Gurtung  betrachte  man  einen  unteren  Knoten- 
punkt m  (Fig.  183),  nehme  zuerst  CT«.,  =  -j-  1  und  U^+i  =  0  an  und 
bestimme  mit  Hilfe  des  in  Fig.  183  a  dargestellten  Kjäftepolygons  die 
entsprechenden  Spannkräfte:  —  >c^  (Druck)  und  +  x^+ ,  (Zug)  der  Wand- 
güeder  Z>„  und  jD„+,.  Ganz  ebenso  ermitüe  man  für  den  Zustand 
?7„.i  =  0  und  CT^^iSTs-f-l  die  Spannkräfte  +v^  und  — v«+i  jener 
Glieder,  um  hierauf  die  für  jeden  Belastungszustand  gültigen  Formeln 
zu  erhalten: 


m^lßme^J&tZ. 


Fig.  183. 


Fig.  184. 


Die  Einflußlinien  für  die  Klammerausdrücke  wollen  wir  kurz  die 
Einflußlinien  für  D^  beziehungsweise  D«+i  nennen  und  die  Faktoren 
v^  und  v^+,  als  Multiplikatoren  dieser  Linien  bezeichnen.  Die  D^-Linie 
erhält  man,  wenn  man  die  mit  y.^ :  v^  multiplizierte  f7«.rLinic  von  der 
£7"^+, -Linie  in  Abzug  bringt,  und  ganz  entsprechend  ergibt  sich  die 
Z)„+, -Linie.  Zur  Ausführung  der  Multiplikationen  mit  x«:v^  und 
>^+i-v«+i  benutze  man  Hüfswinkel  oder  den  ProportionalzirkeL 

Bei  belasteter  unterer  Gurtung  drücke  man  die  Spannkräfte  D 
durch  die  Spannkräfte  0  aus. 

Die  oben  für  Dm  und  2>m+i  abgeleiteten  Gleirhungen  gelten  auch  für  den  Fall 
belasteter  unterer  Gurtung,  so  lange  im  Knoten  w  keine  I-^ist  angreift.  Liegt  die  Last- 
einheit bei  w,  so  treten  rechts  noch  Glieder  p«  beziehungsweise  pm+i  hinzu,  die  der 
Fig.  184  c  zu  entnehmen  sind.  Hierauf  ist  zu  achten,  wenn  beide  Gurte  belastet  sind. 
Vergl.  auch  das  ähnliche  allgemeine  Verfahren  in  Band  I,  §  30,  Seite  242. 
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Sind  nicht  nur  die  Lasten,  sondern  überhaupt  alle  äußeren  Kräfte 
(also  auch  die  Stützenwiderstände)  einander  parallel,  ein  Fall,  der  bei 
Balken  auf  mehreren  Stützen,  sowie  bei  den  Versteifungsbalken  von 
Kettenbrücken  in  der  Regel  vorliegen  wird,  so  gehe  man,  falls  sämtliche 
Wandglieder  gegen  die  Richtung  der  Lasten  geneigt  sind  (Kg.  184), 
von  den  bereits  im  I.  Bande  benutzten  Gleichungen  aus: 

Dm  cos  9^  =  —  f/;,- 1  cos  Y^-'i  —  0^  cos  ß^ 
^«+1  cos  9«+i  =  —  Cr^+i  cos  Ym+i  —  0^  cos  ß^. 

Sind  dann  mittels  des  in  Nr.  71  beschriebenen  Verfahrens  die  Ein- 
flußlinien für  die  Ocosß  und  ?7cosy  gefunden  worden,  so  sind  auch 
die  Einflußlinien  für  die  D  cos  9  bestimmt 


Fig.  185. 


Fig.  186. 


Für  das  in  Fig.  185  dargestellte,  von  parallelen  äußeren  Kräften 
angegriffene  Fachwerk,  dessen  Stäbe  zum  Teil  in  die  Kraftrichtung 
fallen,  gelten  die  Beziehungen: 

if  *) 

—  0„  cos  ß^  =  +  f^-.+  i  cos  7^+1  =  -^ 

Iy^C0S9^  =  -- r 

"'m  i^m-X 

F^  =  %^  f  ^ . -^--1— ä  Last  am  Obeigurt 

A-     L  «».-I       «»-I  ««  J 

F.  =  ^'=±i|"-^-  _f=±l    A-±l1  Last  am  Untei^urt; 


*)  Mm  bedeutet  das  Angriffsmomeut  für  den  Knoten  m;  dasselbe  wird  in  der 
Form:  Mm^Mom  — M^X' —  AfJ'X"  — , , . .  dargestellt,  wenn  X\  X",  .  .  .  die 
statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  sind.  Die  Formeln  für  0,  D  und  V  sind  im 
I.  Bande,  §  34  u.  38,  abgeleitet  worden.  Die  Ausdrücke  für  die  V  wurden  oben  in 
anderer  Form  geschrieben  wie  fi-üher.  Die  Formeln  für  0  und  U  gelten  bei  beliebig 
gerichteten  äußeren  Kräften. 
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aus  denen  hervorgeht,  daß  es  zweckmäßig  sein  wird,  zunächst  die  Ein- 

M 

flußflächen  für  die  Werte  -,  -  daxzustellen,  um  in  dem  Unterschiede 

n 

M 
zweier  aufeinanderfolgender  -^ — Flächen  eine  D  cos  9 -Fläche  zu  er- 
halten. Auch  die  F^-Fläche  ist  durch  zwei  aufeinanderfolgende 
—r— Flächen,  von  denen  aber  die  eine  mit  einem  Höhenverhältnis  multi- 
pliziert werden  muß,  bestimmt;  femer  treten  bei  den  F- Flächen  Multi- 
plikatoren auf. 

Bei  gerader  Gurtung  wird  die  Ermittlung  der  Kräfte  V  wesentlich 
einfacher.  So  findet  man  z.  B.  für  den  in  Fig.  186  dargestellten  Fall 
einer  geraden  unteren  Gurtung  die  .Gleichgewichtsbedingung: 

und  hieraus: 

_  A^+^  ^  p_  _^^_^ /_  ^  _^  Pcos?.  siaa^Y 

smo«  sma„cos9^\  ^  sm\j;^       / 

Solange  die  über  den  Träger  wandernde  Lasteinheit  außerhalb 
der  Felder  \^  und  X;;+i  liegt,  unterscheidet  sich  die  Einflußfläche  für 
den  Klammerausdruck  von  der  D«  cos  9« -Fläche  nur  durch  das  Vor- 
zeichen;   an  der  Stelle  m  ist  zu  der  in  entgegengesetztem  Sinne  zu 

nehmenden  Ordinate  der  2)„cos9^-Linie  noch  der  Betrag: 7-— 

zu  addieren.    Ist  die  untere  Gurtung  rechtwinklig  zur  Richtung  der 

Lasten,  so  wird — —  =  tg  ©^. 

sm  a«  cos  9«      ^  ^ 

Besonders  einfach  wird  die  ganze  Untersuchung  für  Parallelträger, 
deren  äußere  Kräfte  rechtwinklig  zu  den  Gurtungen  sind.  Hier  kommt 
es  nur  darauf  an,  die  Momente  und  Querkräfte  zu  bestimmen,  aus  denen 
sich  dann  sämtliche  Stabkräfte  berechnen  lassen. 

Für  das  in  Fig.  187  dai^estellte  Fachwerk  ergibt  sich  z.  B.,  wenn 
Q^  die  Querkraft  für  das  m^^  Feld  bedeutet, 

—  O^A  =  +  £^-.+  iÄ  =  -3C;        D^  sin  9,  =  Q^ 
V^  =  —  Q^,  Last  oben, 
F^  =  —  Ö«+,,  Last  unten. 

Da  nun  ^^  =  — —  (Jf„  —  -äC-O  ist,  so  kann  man  nach  Ermitt- 

^■» 

Itmg  der  if-Flächen  jede  Ö>^-Eläche  als  den  Unterschied  zweier  auf- 
einanderfolgender Jf- Flächen  gewinnen,  oder  man  zeichnet  zuerst  die 
ÖX -Flächen  und  benutzt  hierauf  die  Beziehung 

um  aus  der  einen  Jf-FIäche  schrittweise  alle  übrigen  abzuleiten. 
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liegt  das  Eachwerk  in  Kg.  188  vor,  und  sind  m  —  1  und  w  +  1 
Knotenpunkte  der  belasteten  Gurtung,  femer  Q  die  Querkraft  für  das 
Feld  {m  —  1)  —  (w  +  1),  so  beachte  man  die  Beziehungen: 

D^  sin  9^  =  —  D^+i  sin  9^+,  =  +  Q, 


Rg.  187. 


73.  Auf  eine  sehr  übersichtliche  Weise  lassen  sich  die  Einfluß- 
flächen für  die  Spannkräfte  einfach  statisch  unbestimmter  Träger  ge- 
winnen; denn  hier  erscheint  S  in  der  Form 


S 


=  Sq  —  S'X  =  S'  l~, Xj^ 


und  es  ist  daher  mögüch,  wenn  S'  als  Multiplikator  herausgezogen  wird, 
jede  S-Fläche  als  den  Unterschied  der  ^-Fläche  und  einer  meistens 
von  nur  wenigen  Geraden  begrenzten  S^/S'-Fläche  (deren  Aufzeichnung 
ebenso  schnell  vor  sich  geht,  wie  die  der  5^ -Fläche)  darzustellen. 

Wir  werden  meistens  die  X  und  die  i\' =  S^jS'  (Figur  189a) 
von  derselben  Geraden  N'K  aus  auftragen  und  erhalten  dann  die  S- 
Fläche  (deren  Ordinaten  mit  y\  bezeichnet  werden  mögen)  gewisser- 
maßen auf  die  X-Linie  als  gebrochene  Null-Achse  bezogen.  Gibt  man 
aber  der  Einführung  einer  allen  49-Flächen  gemeinsamen  geraden  Null- 
linio  (die  bei  lotrechter  Belastung  meistens  wagerecht  gewählt  wird) 
den  Vorzug,  so  gelangt  man  zu  der  Darstellungsweise  in  Fig.  189  b,  in 
welcher  die  Ordinaten  ij'  von  der  -X-Linie  aus  aufgetragen  wurden, 
und  aus  welcher  ohne  weiteres  das  Gesetz  abgelesen  werden  kann,  daß 
innerhalb  eines  Gebietes,  in  welchem  die  So/5"-Linie  der  Fig.  189b)  ge- 
radlinig verläuft,  entsprechende  Seiten  der  Ä-Linie  und  X-Linie  sich  in 
Punkten  einer  Geraden  schneiden,  welche  durch  den  Nullpunkt  der 
So/Ä'-Iinie  geht  und  parallel  zu  P  ist*)    Auf  Grund  dieser  Eigenschaft 


*)  Die  *S-Iinie  ist  also  innerhalb  eines  von  einer  geraden  5o-Linie  beherrsohten 
Gebietes  affin  mit  der  X-Linie. 
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läßt  sich  die  «S-Idnie  aus  der  ^-Linie  ableiten,  sobald  eine  Ordinate 
und  die  Nullpunkte  der  S^/^^'-Linie  bekannt  sind.*) 


"» 


^AT 


Fig.  189. 


BdHpiel.  Für  den  in  Hg.  190  abgebildeten,  einfach  statisch 
unbestimmten  Bogenträger  sei  nach  dem  in  Nr.  67  beschriebenen  Ter- 
fahren  die  Einflußlinie  für  den  Horizontalschub  -X  ermittelt  und  von 
der  geraden  NuUinie  A'B'  aus  aufgetragen  worden.**)  Es  soll  die  Ein- 
flußfläche für  die  Spannkraft  0  des  dem  Knotenpunkte  m  gegenüber- 
liegenden Stabes  der  oberen  Gurtung  gezeichnet  werden. 

Den  Belastungszustand  JE!  =  —  1  zeigt  Kg.  193.  In  ^  und  B 
wurden  Kräfte  (Ä")  angebracht,  deren  wagerechte  nach  außen  gerichtete 
Seitenkräfte  von  der  Größe  1  sind  und  welche  durch  die  Gelenke  E 
imd  F  gehen  müssen,  damit  sich  die  Bogenteile  AE  und  BF  nicht 
um  E  beziehungsweise  F  drehen.  Sodann  wurden  die  einander  gleichen 
Kräfte  (C)  xmd  (D')  hinzugefügt,  welche  den  {K')  das  Gleichgewicht 
halten.  Der  aus  drei  Geraden  bestehende  Linienzug  -4,  C,,  Dj,  jB  ist 
das  Seilpolygon  (Mittelkraftspolygon)  der  Kräfte  K\  C",  D\  K\ 


*)  Wir  erinnern  hier  u.  a.  an  die  Ehmittiung  der  Nullpunlrte  der  Äo-Linien  mit 
Hilfe  von  Polbestimmungen  kinematischer  Ketten.    Band  I,  XIII.  Abschnitt 

**)  In  Figur  190  vernachlässigten  wir  die  dem  Zustande  X= —  1  entsprechenden 
Langenändemngen  der  von  den  Stützpun]rten  .4,  C^  D^  B  ausgehenden  lotrechten 
Füllungsstäbe.    Vergl.  Fig.  169,  Seite  171. 
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Ein  behufs  Bestünmuiig  der  Spannkraft  0'  durch  das  Fachwerk 
geführter  Schnitt  tt  trifft  die  Seilpolygonseite  C,D,,  welche  die  Lage 
der  Mittelkraft  {R)  der  links  von  //  wirksamen  äußeren  Kräfte  K'  und 
C  bestimmt    Mißt  man  also  den  lotrechten  Abstand  ^_  des  Punktes 


Fig.  190,  191,  192,  193. 


m  von  der  Seite  C\D,  und  envägt,  daß  die  wagerechte  Seitenkraft  von 
S  die  Größe  1  besitzt,  so  lautet  die  Rittersehe  Momentengleichung  für 
den  Drehpunkt  tu: 

OV.— l-jf,  =  0,  woraus  0'  =  +  l^, 

weshalb  schließlich 
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[Die  vorstehende  Beschreibung  der  Bestimmungsweise  der  Spann- 
kräfte S'  berücksichtigt  eine  beliebige  Neigung  der  vom  Schnitte  tt  ge- 
troffenen Seite  des  Mittelkraftspolygons;  sie  liefert  z.  B.  für  den  Ober- 
gurtstab des  ersten  Feldes:  0' =  —  1  — ,  für  den  Untergurtstab  des 

5**«*  Feldes:  Z7'  =  —  1  •  ^,  für  die  vom  Schnitte  tt  getroffene  Dia- 
gonale: !>'  =  —  1  •  -  — ,  wo  Ti  das  Lot  von  i  auf  D'  bedeutet] 

Im  Falle  X  =  0  geht  der  Träger  in  einen  Gerberschen  Balken 
über,  und  es  besteht  deshalb  (nach  Band  I,  §  40)  die  Einflußlinie  für 

^  Oo  aus  4  Geraden  A'E'\  E''C'm'\  m'D'F"  und  F"B'  (Kg.  191), 

deren  Nullpunkte  den  Auflagergelenken  entsprechen  und  deren  Schnitt- 
punkte in  den  Senkrechten  durch  J?,  w,  F  liegen.  Die  Gerade  D'm" 
muß  auf  der  Senkrechten  durch  C  die  Strecke: 


~  y^\     r^f~     y. 


abschneiden.     Bringt  man  nun  von  der  — ^  •  Oo-Fläche    die   -X-Fläche 

Um 

in  Abzug,  so  erhält  man  die  in  Fig.  191  durch  Schraffierung  hervor- 
gehobene 0-FIäche;  der  Multiplikator  derselben  ist  =  y^jr^-  Lotrechte 
Lasten  P  erzeugen: 

In  Fig.  192  ist  die  0-Fläche  noch  einmal,  auf  eine  wagerechte 
Nullinie  bezogen,  dargestellt  worden.  Nach  Auftragung  der  X-Iinie 
wurde  die  Gerade  D'm'  mit  der  Senkrechten  durch  C  in  «/  zum  Schnitt 


gebracht,  die  Strecke  JJ"  =  1  —^  abgetragen  und  mittels  der  Geraden 

J"D'  der  Punkt  7n"  der  0-Linie  bestimmt  'Zur  Festlegung  der  Punkte 
F"  und  JE"'  dienten  die  aus  dem  Verlauf  der  Oo-Iinie  (welche  man 
für  diesen  Zweck  nur  zu  skizzieren  braucht)  gefolgerten  Bedingungen, 
daß  sich  die  Geraden  m'F"  und  m'F'  in  einem  Punkte  der  Senk- 
rechten durch  2>'  schneiden  müssen  und  die  (in  xmserer  Figur  nicht 
ausgezogenen)  Geraden  m"E"  und  inE'  in  einem  Punkte  der  Senk- 
rechten durch  C\  und  schließlich  wurden  die  sechs  Zweige  der  0-Linie 
in  der  auf  Seite  185  beschriebenen  Weise  (vergl.  auch  Fig.  189)  aus 
den  entsprechenden  Zweigen  der  X-Linie  abgeleitet 

Die  Darstellungsweise  in  Fig.  191  ist  unbedingt  die  übersichtlichere 
und  verdient  stets  den  Torzug.  Nach  den  Erfahrungen,  welche  der 
Verfasser  bei  den  von  ihm  selbst  und  von  den  Hörern  seiner  Torträge 
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duTchgefülirten  Berechnungen  gesammelt  hat,  empfiehlt  sich  folgendes 
Torgehen. 

Man  verteile  die  Zeichnungen  im  allgemeinen'*')  auf  4  Blätter, 
welche  der  Reihe  nach  zur  Auftragung  der  Einflußlinien  für  die  Ober- 
gurtstäbe, Untergurtstäbe,  Diagonalen  und  Tertikaien  benutzt  werden. 
Auf  jedem  dieser  Blätter  bestimme  man  mit  Hilfe  einer  einzigen  X- 
liinie  nach  dem  in  Mg.  191  angewandten  Terfahren  die  Einflußlinien 
für  die  in  Frage  kommenden  Spannkräfte,  imd  trage  schließlich  jede 
EinflußUnie  von  eiper  besonderen,  geraden  Nullinie  aus  auf,  wobei 
die  Ordinaten  der  nach  Fig.  191  angefertigten  Zeichnung  zu  entnehmen 


/^.. — 


f^- 


Fig.  194. 

sind.  Nun  gebe  man  die  gefährlichsten  Zugstellungen  (welche  am 
besten  durch  Tersuche  bestimmt  werden)  an  und  schreibe  neben  jede 
Einflußlinie  die  folgenden  Werte: 

1.  den  Multiplikator  (den  wir  von  jetzt  an  stets  mit  (x  bezeichnen 
werden), 

2.  die  den  Lasten  P  entsprechenden  Werte  SPyj,  wobei  es  sich 
empfiehlt,  dui'ch  einen  an  das  Zeichen  2  gesetzten  Zeiger  +  oder 
—  anzudeuten,  daß  es  sich  um  den  Einfluß  der  auf  den  positiven 
öder  den  negativen  Beitragsstrecken  liegenden  Lasten  P  handelt, 

3.  diejenigen  Größen,  durch  welche  der  Einfluß  der  ständigen  Be- 
lastung  bestimmt   wird.    Bei   ungleichen   Feldweiten   ist  es  am 

zweckmäßigsten,  die  Inhalte  F  und  F  des  positiven  beziehungs- 

-»-  - 

weise  negativen  Teiles  der  Einflußfläche  zu  berechnen  und  die 
von  der  ständigen  Belastung  {g  für  die  Längeneinheit)  herrührende 

Spannkraft  Sg  mittels  der  Formel  Sg=g  (F — F)  zu  ermitteln, 

+       - 

wobei  die  unter  den  F  stehenden  +  und  —  nicht  Vorzeichen, 
sondern  nur  Zeiger  bedeuten.  Haben  sämtliche  Felder  die  gleiche 
Länge  X,  so  ist  die  Rechnung  mit  Knotenlasten  g\  vorzuziehen. 
Man  bestimme  dann  die  Summe  aller  positiven,  an  den  Knoten- 
punkten gemessenen  Ordinaten,  desgleichen  die  Summe  aller  nega- 
tiven Ordinaten,  bezeichne  diese  Summen  kurz  mit  2  und  2  und 

setze  schüeßüch  S^  =  ^rX  (S  —  2).  -^ 

+       — 

*)  Auf  Vereinfachungen,  die  sich  an  der  Hand  der  Betrachtungen  in  Nr.  72 
ergeben,  werden  wir  in  dem  von  den  wichtigsten  Ti*ägem  handelnden  Abschnitt  II 
hinweisen. 
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Auf  diese  Weise  erhält  man  sehr  tibersichtliche  Eräftepläne,  die 
von  jedermann  schnell  geprüft  werden  können. 

Die  Formeln  zur  Berechnung  der  Grenzwerte  der  Spannkräfte 
lauten  mit  den  vorstehenden  Bezeichnxmgen  und  mit  Berücksichtigung 
des  Einflusses  {St  =  ±  S'X^  =  ±  (xJT,)  einer  Erwärmung  beziehungs- 
weise Abkühlung: 

und  bei  gleichlangen  Feldern: 

^^^  {    ^.S  =  |x[-SPYi+5rX(S-S)-X]. 

Es  ist  darauf  zu  achten,  daß  die  neben  die  Einflußlinien  zu  schreiben- 
den: |JL,  SPy],  2Py\^  -P,  -P,  2,  2  die  absoluten  Werte  der  fraglichen 

,+  -  +    -    +    - 

Größen  vorstellen. 

Ähnlich  verfahre  man  bei  mehrfach  statisch  unbestimmten  Fach- 
werken. Den  Maßstab  für  die  Einflußlinien  (den  man  für  die  Gurt- 
kräfte und  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  im  allgemeinen  ver- 
schieden annehmen  muß)  wähle  man  nicht  zu  groß,  damit  man  mög- 
lichst viele  Ordinaten  mit  dem  Zirkel  addieren  kann.    Bei  Bestimmung 

der  SPy)  und  2Py)  beachte    man  das  auf  Seite  120  des  I.  Bandes 
+  - 

Gesagte. 

Bei  gleichförmiger  Terkehrslast  p  erhält  man  (mit  der  Bezeichnung 


(3) 


^nS=ii[gF—^F  —  Xi^, 

wofür  man  bei  gleichlangen  Feldern  auch  setzen  darf:*) 

Noch  sei  hervorgehoben,  daß  es  manchmal  zweckmäßig  ist,  den 
Einfluß  S,  der  ständigen  Belastung  nach  Ermittlung  von  X,  gesondert 
mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes  zu  bestimmen,  und  im  Falle 
gleichförmiger  Verkehrslast  die  folgenden  für  alle  Träger  von  unver- 

*)  Band  I,  Seite  118. 
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änderlicher  Gliederung  und  Stützungsart  (vergL  Seite  6  u.  7)  geltenden 
Beziehungen  zu  benutzen. 

Die  Spannkraft  ,^S  entsteht,  wenn  die  positiven  Beitragsstrecken 
mit  q,  die  negativen  mit  g  belastet  werden,  und  die  Spannkraft  ^^S 
erhält  man^  wenn  man  die  positiven  Beitragsstrecken  mit  g  und  die 
negativen  mit  q  belastet  Die  ZusammenzäMung  beider  Belastungen 
führt  zur  gänzlichen  Belastung  des  Trägers  mit  q  -\-g.  Hat  man  nun 
Sg  in  der  Form 

(5)         S,  =  gCo 

dargestellt,  wo  Cq  den  "Wert  bedeutet,  den  S^  im  Falle  g=l  annehmen 
würde,  so  findet  man 

(6)         ^S  +  ^S  =  {q-\-g)C,, 

kann  also  nach  Berechnung  des  einen  Grenzwertes  ohne  weiteres  den 
anderen  angeben. 

Ist  die  Berechnung  von  ^„S  einfacher  als  die  von  ,^iS,  so  wird 
man  den  Einfluß  von  p  in  der  Form 

(7)         ^S,=pC\ 
ermitteln  imd  erhält  dann 

.S  =  gCo+pC, 

^S  =  qCQ—pC^ 

Probe:   ^S  +  ^S={g -^  q)  C^. 
Sollte  die  Berechnung  von  ,^S  die  einfachere  sein,  so  suche  man 

(9)         min8  =  — pC^ 
auf,  um  dann  zu  erhalten: 

/1AN  fminS  =  gCQ  ^C, 

^     ^         \  nu^S  =  qC,  +  pC,. 

Die  Gesetze  (6)  bis  (10)  gelten  nicht  nur  für  Spannkräfte,  sondern 
auch  für  die  nach  festen  Richtungen  gebildeten  Seitenkräfte  von  Stützen- 
widerständen, für  Angriffsmomente  und  Querkräfte;  sie  gestatten  in 
vielen  Fällen  eine  wesentliche  Abkürzung  der  Rechnung.  Zu  beachten 
ist,  daß  die  nach  den  Gleichungen  (8)  und  (10)  berechneten  Grenz- 
werte S  noch  um  den  Einfluß  St  einer  Temperaturänderung  zu  ver- 
größern sind. 

Annahmen,  behufs  Vereinfachung  der  Berechnung  von  neu  zu  entwerfenden 

statisch  unbestimmten  Trflgern. 

74.  Die  genaue  Berechnung  von  neu  zu  entwerfenden  statisch  un- 
bestimmten Fachwerken  wird  durch  den  Umstand  sehr  erschwert,  daß 
die  Größen  X  von  den  vorläufig  unbekannten  Stabquerschnitten  oder  — 
wenn  es  sich  nur  um  den  Einfluß  der  Belastung  handelt  —  von  dem 
gegenseitigen  Verhältnisse   dieser  Querschnitte  abhängen.     Es  müssen 


(8)        { 
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deshalb  im  aUgemeinen  die  Querscbnittflächen  zunächst  abgeschätzt 
und  hierauf  an  der  Hand  der  Ergebnisse  der  schärferen  Untersuchung 
geändert  werden.  Bei  wesentiichen  Abweichungen  zwischen  den  so 
erhaltenen  und  den  zuerst  angenommenen  Querschnitten  muß  die  ganze 
Bechnung  wiederholt  werden. 

In  vielen  wichtigen  Fällen  läßt  sich  nun  eine  Abkürzung  (ohne  daß 
die  Ergebnisse  der  Bechnung  an  Zuverlässigkeit  einbüßen)  dadurch 
erzielen,  daß  bei  der  Berechnung  der  Größen  X  die  Formänderungen 
der  Füllungsglieder  des  statisch  bestimmten  Hauptsystems  vernachlässigt 
und  hinsichtlich  der  Gurtungen  vereinfachende  Annahmen  (z.  B.  Ein- 
führung eines  gleichen  Querschnitts  für  die  Stäbe  einer  oder  auch  beider 
Gurtungen)  gemacht  werden. 

Es  liege   z.  B.   der  in  Nr.  67    untersuchte  Fachwerkbogen   vor. 

Behufa  Bestimmung  von  X  muß  für  den  Zustand  X  =  —  1,  welchem 

S's 
die  Längenänderungen  (äs)'  =  ^^rv  entsprechen,  ein  Williotscher  Ter- 

schiebungsplan  gezeichnet  werden.  Hierbei  weise  man  jedem  Füllungs- 
stabe zunächst  den  Wert  (£isy  =  0  zu,  was  zur  Folge  hat,  daß  einem 
zwei  Knoten  i  und  k  verbindenden  Wandgliede  tÄ  im  Verschiebungs- 
plane eine  zu  ik  rechtwinklige  Gerade  i'k'  entspricht,  imd  femer  nehme 

man  für  alle  Gurfcstäbe  gleich  große  "Werte  -=j;^  an.     Setzt  man  nun 

anstatt  £is'=-=^Y  so  liefert  der  Verschiebungsplan  die 

^jP- fachen  Knotenpunktsverschiebungen;  es  bleibt  aber  die  Gleichung 

SP  8  ' 

X  = r,-^^  bestehen,   da  in  Zähler  und  Nenner  die  in  gleichem 

0 

Maße  vergrößerten  Verschiebungen  hj  imd  h'  eingeführt  werden.  Hin- 
gegen ist  die  (einer  gleichmäßigen  Temperaturerhöhung  entsprechende) 

Formel  Xt  =  l-^-  zxi  ersetzen  durch  -ST,  =  — ^, •    Meistens  sind 

o  o 

die  Feldweiten  annähernd  gleich  imd  dann  empfiehlt  es  sich,  den  Wert 

-^7=^  für  alle  Gurtstäbe  gleich  groß  anzunehmen  und  mit  (A«)'  =  S' 

&EFtl 

zu  rechnen.     Der  Einfluß  von  t  ist  jetzt:  X,  = ^, Will  man 

so 

für  die  obere  und  die  untere  Gnrtung  verschieden  große  Querschnitte 

F^  und  F^  einführen  und  einem  Obergurtstabe  den  Wert  (Aä)'  =  S' 

F 
zuweisen,   so   muß   man  füi*  einen  Untergurtstab  (A5)'=S'-^-  an- 

e  FF  tl 

nehmen  und  -X|  = ^^ —  setzen.     Hervorzuheben   bleibt  aber,    daß 

so 

im  allgemeinen  unter  F^  imd  F^  nicht  die  mittleren  Querschnitte  der 
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oberen  und  unteren  Gurtung  zu  verstehen  sind  und  unter  s  nicht  eine 
mittlere  Stablänge,  sondern  daß  häufig  die  Längenänderungen  gewisser 
Stäbe  von  ganz  hervorragendem  Einflüsse  auf  die  Formänderung  des 
Fachwerkes  sind  und  die  Abmessungen  dieser  Stäbe  daher  besonders 
ins  Gewicht  fallen.  Erhält  z.  B.  der  betrachtete  Bogenträger  im  Scheitel 
eine  wesentlich  geringere  Höhe  wie  an  den  Kämpfern,  so  muß  man 
für  -P,,  F^  und  s  die  Gurtquerschnitte  und  die  Stablänge  im  Scheitel 
wählen. 

Indem  wir  hinsichtlich  der  bei  den  wichtigsten  Fachwerken  ein- 
zuführenden Annahmen  auf  den  folgenden  Abschnitt  verweisen,  heben 
wir  noch  hervor,  daß  die  dort  bevorzugte  Benutzung  der  Biegungslinien 
den  Vorteil  bietet,  bereits  bei  Berechnung  der  Werte  w  häufig  das 
besondere  Gewicht  einzelner  Stäbe  erkennen  zu  lassen.  Es  ist  dieser 
Weg  nach  den  Erfahrungen  des  Verfassers  unbedingt  dann  vorzuziehen, 
wenn  nur  Lasten  gleicher  Richtung  in  Betracht  kommen,  wenn  es  sich 
also  beispielsweise  um  den  besonders  wichtigen  Fall  lotrechter  Lasten 
handelt 

In  der  Regel  greifen  die  Lasten  P  in  den  Knotenpunkten  des 
statisch  bestimmten  Hauptsystems  an,  und  dieses  Hauptsystem  ist 
meistens  ein  einfaches  Dreiecknetz.  Werden  die  Gleichungen  (V)  auf 
Seite  163  angewendet,  so  handelt  es  sich  zunächst  darum,  die  den 
Belastungszuständen  X'  =  —  1,  X"  =  —  1,  .  .  .  entsprechenden  Bie- 
gungslinien (5',  S"  .  .  .)  dieses  Dreiecknetzes  zu  bestimmen. 

Bezeichnet  nun  MJ  das  durch  die  Ursache  X'  =  —  1  hervor- 
gerufene Angriffsmoment  für  den  Knotenpunkt  m,  so  ergibt  sich  für 
den  dem   Punkte  m  gegenüberliegenden  Gurtstab  s^   die   Spannkraft 

—  M' 

SJ  =  -f — —^  wobei  r^  die  Länge  des  Lotes  von  ?n  auf  s^  bedeutet 

Das  obere  Vorzeichen  bezieht  sich  auf  die  obere,  das  untere  auf  die 
untere  Gurtung.    Das  Gewicht  wj  des  Knotens  m  ist  (nach  Nr.  47) 

(1)        ^^,  =  +  ^-  =  T   ^^tI    =  + 


r^         ^  EF^r^         '    EF^rJ 

und  ebenso  erhält  man  für  die  Zustände  X"  =  —  1,  X"'  =  —  1,  .  .  . 
die  Gewichte 


EF^rJ  '       ^^-    -  EF^rJ 

Hat  E  für  alle  Stäbe  denselben  Wert,  so  multipliziere  man  die  w\ 
w'\  ,  . .  mit  E,  Außerdem  empfiehlt  sich  stets  noch  die  Multiplikation 
mit  einer  vorläufig  beliebigen  Querschnittsgröße  F„  (die  aber  für  alle 
w  gleich  genommen  werden  muß),  womit  sich  dann 

f2)        u,'-^^^^'-        w"- -^^^'-   ^'  ■ 
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ei^bt  Legt  man  diese  Gewichte  der  Berechnung  der  Ordinaten  5'^ 
8",  .  .  .  der  den  Zuständen  X'  =  —  1,  X"  =  —  1, .  .  •  entsprechenden 
Biegungslinien  zugrunde,  so  muß 
man  alle  Glieder  der  Gleichungen  (V) 
(mit  Ausnahme  der  Glieder  2  P«5„', 
:SP^hJ'  .  .  .  .)  mit  EF,  multipU- 
zieren.  Auch  ist  zu  beachten,  daß 
eine  weitere  Multiplikation  mit  v  er- 
forderlich wird,  sobald  die  Werte 
w\  w"  . . .  aus  irgendeinem  Grunde 
mit  V  multipliziert  werden.*) 

Wendet  man  diese  Kegeln  bei- 
spielsweise auf  das  einfach  statisch 
unbestimmte  Fachwerk  an,  so  erhält 
man  zur  Berechnung  von  -X  die 
Gleichung: 

EF.i:=^PJbJ,—X^S'^8-^--\-EF,'^ztS's 

und  findet  hieraus  für  den  Einfluß  einer  Last  P,  für  den  Einfluß  von 
Temperaturänderungen  und  für  den  Einfluß  von  Terschiebungen  der 
Widerlager  der  Eeihe  nach  die  Werte: 

^      ^i:       ^       zEF.^S'is     .  ,.       —EFM 

-^  =  -^11.  "cn"  \       -^t  = 

(3) 


Fig.  196. 


SR' 


SR 


^X  = 


w 


wo   9i  =  S-S"*« 


F. 


—      —  • 


F 


Diese  Gleichungen  (2)   und   (3)  werden  wir   im   folgenden  Ab- 
schnitte vorzugsweise  anwenden. 


Verwertung  von  stellvertretenden,  aus  steifen  Gliedern  gebildeten  StabzUgen. 

75.  Bedeutet  X  die  Spannkraft  eines  Stabes  ik^  der  als  überzählig 
bezeichnet  werden  darf,  durch  dessen  Beseitigung  also  das  %-fach 
statisch  unbestimmt  angenommene  Fachwerk  seine  Steifigkeit  nicht 
verliert,  und  werden  alle  Spannkräfte  auf  die  Form 

(1)         5=@o  — ©'^' 
gebracht,  unter  ©^  und  ©'  die  den  Zuständen  X=^0  und  X^= —  1 


*)  Wäre*  z.  B.  das  Fachwerk  in  Fig.  195  ein  Parallelträger  von  der  Höhe  ä,  und 
hätten  sämtliche  Gnrtstäbe  die  gleiche  Länge  X,   so  wäre  -     —  -rx-  •    Man  würde 

dann  die  tr',  ir", .  •  •  •  J^t  v  =  -r—  multiplizieren  und  einfacher  tt7'=Jlf«,'  -r=^  u.  8.  w. 
setzen. 

MflUer-BreBlau,  Graphische  Statik.  IL  1.  13 
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entsprechenden  Werte  von  S  verstanden,  so  lautet  die  Arbeitsgleichung 
für  den  Zustand  X  =  —  1 : 

(2)  0  =  S©'Aä, 
wobei  vorausgesetzt  wird,  daß  Bewegungen  der  Widerlager  ausgeschlossen 
sind  und  die  Summe  in  (2)  auch  den  Stab  ii,  dem  @'=  —  1  ent- 
spricht, umschließt  Die  Einführung  von  As  =  Sp  =  (©q  —  ®'X)  p, 
wo  p  =  5 :  EF^  und  die  Beachtung  der  Gleichungen  (30)  auf  Seite  27 
liefert  den  Ausdruck 

W  -^—   2®'«p  ' 

in  welchem  hj  die  Tei'schiebung  bedeutet,  die  der  Angriffepunkt  m 
von  P«  im  Süme  von  P„  erfährt,  sobald  auf  das  nunmehr  (x  —  l)fach 
statisch  unbestimmte  Pachwerk  nur  die  Ursache  ^Y  =  —  1  wirkt*) 

Auf  Grund  dieses  Gesetzes  darf  die  Einflußlinie  für  jede  Stabkraft 
und  —  wie  ohne  weiteres  einleuchtet  —  auch  für  jeden  nach  einer 
festen  Richtung  wirkenden  Stützenwiderstand  als  BiegungsUnie  (deren 
Multiplikator  in  dem  hier  betrachteten  Falle  =  1 :  S©'*p  ist)  gedeutet 
werden,  wobei  nur  die  Einschränkung  besteht,  daß  das  Fachwerk  in- 
folge Beseitigung  des  fraglichen  Stabes  nicht  seine  Steifigkeit  und  in- 
folge Aufhebung  des  fraglichen  Stützenwiderstandes  nicht  seine  Stand- 
festigkeit einbüßt**)  Zu  beachten  ist  allerdings,  daß  die  Anwendung 
der  Gleichung  (3)  zur  Aufsuchung  der  X-Linie  die  Auftragung  der 
Biegungslinie  für  ein  durch  die  Ursache  X  =  —  1  belastetes  (x — l)fach 
statisch  unbestimmtes  Fachwerk  erheischt;  sie  bietet  nur  in  ganz  be- 
stimmten Fällen  (die  wir  bei  den  späteren  Anwendungen  behandeln 
wollen)  einen  Ersatz  für  den  früher  gewiesenen  Weg:  die  Einflußlinien 
für  X  passend  ausgewählte  Größen  X\  X'\  .  .  .  mit  Hilfe  von  x 
Biegungslinien  eines  statisch  bestimmten  Fachwerks  zu  ermitteln  und 
hierauf  die  Einflußlinien  aller  übrigen  Größen  mittels  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen zu  gewinnen. 

Trotzdem  ist  die  in  Gleichung  (3)  ausgesprochene  Deutung  jeder 
Einflußlinie  als  Biegungslinie  stets  von  Vorteil;  denn  sie  gestattet  eine 
unmittelbai'e  Verwertung  der  in  Nr.  51  behandelten  Beziehungen  zwischen 
den  vollständigen  Verschiebungsplänen  und  den  Biegungslinien  —  Ge- 
setze, die  uns  bei  Beachtung  des  in  Nr.  52  gelehrten  Kunstgriffs  der 
Einführung  von  stellvertretenden  steifen  Stabzügen  in  den  Stand  setzen, 
nach  Auftragung  der  Einflußlinien  für  eine  feste  Lastrichtung  schnell 
Figuren  zu  zeichnen,  welche  auch  die  Wirkimg  anders  gerichteter 
Kräfte  P  bestimmen. 


*)  Gleichung  (3)  hat  dieselbe  Form  wie  die  früher  für  das  einfach  statisch  im- 
bestimmte  Fachwerk  aufgestellte  Beziehung:  X=-      ,     ;  vergl.  S.  166  u.  167. 
**)  Vergl.  Nr.  61. 
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Zwei  Beispiele  werden  genügen,  dieses  Verfahren  zu  erläutern.  In 
Figur  196  handelt  es  sich  um  die  Ermittlung  des  rechtsseitigen  wage- 
rechten Stützenwiderstandes  H  eines  Bogenträgers  mit  festen  Kämpfer- 
gelenken.  Nach  Einschaltung  der  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  .  i .  U6  sei 
die  einer  lotrechten  Belastung  entsprechende  Einflußlinie  nach  einem 
der  früher  beschriebenen  Verfahren  aus  der  dem  Zustande  X  =  —  1 
entsprechenden  Biegungslinie  des  aus  starren  Oliedem  bestehenden  Stab- 
zuges 0-1-2-3-4-  .  .  .  -16  abgeleitet  und  der  besseren  Übersicht  wegen 
von  einer  wagerechten  Geraden  aus  aufgetragen.  Zieht  man  dann  durch 
die  Punkte  0,  1,  2,  .  . .  der  iY-Linie  wagerechte  Geraden  g^^  g^^  g^^  .  .  ., 


vv ^....^ng^^l  IHM  H  \^^  Is 


Fig.  1%. 


wählt  in  g^  einen  beliebigen  Pol  0^=0'  und  zeichnet  von  0'  aus  einen 
linienzug  0'  1'  2'  3' .  .  .  16',  dessen  Seiten  rechtwinklig  zu  den  ent- 
sprechenden Seiten  des  Stabzuges  0  1  2  3  ...  16  sind,  und  dessen  Eck- 
punkte in  den  Geraden  fi'n  5^2,  fl'sj  •  •  •  li^gö^^i  so  sind  die  Polstrahlen 
Ol',  02',  03', . . .  proportional  den  Verschiebungen,  welche  die  Punkte 
1',  2',  3',  ...  infolge  des  Belastungszustandes  H^=  —  1  erfahren,  und 
ihre  Richtungen  stimmen  (auch  dem  Sinne  nach)  mit  den  Verschiebungs- 
richtimgen  überein.  Greift  also  in  2  eine  Last  Pg  an  und  ist  Sg  die 
Projektion  des  Strahles  02'  auf  die  Richtung  von  Pg?  ^^  ist  der  Einfluß 


von  Pg  auf  H: 


H  =  Pg  ög . 


Mg.  197  zeigt  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  U  im  Unter- 
gurtstabe eines  Bogenti-ägers  der  eben  behandelten  Art,  setzt  aber  voraus, 
daß  die  Berechnung  des  Trägers  auf  Grund  der  Annahme  starrer 
Füllungsglieder  durchgefühii;  werden  darf.  Bei  Bestimmung  der  einer 
lotrechten  Belastung  entsprechenden  fl'-Linie  und  der  hieraus  nach  Nr.  73 
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abgeleiteten  U-IAnie  wird  dann  nur  die  Einschaltung  von  zwei  Knoten- 
punkten (1  und  9)  und  von  vier  starren  Stäben  erforderlich.*)  Der 
Linienzug  0'r2'3'.  .  .  9' 10'  muß  sich  bei  sorgfältiger  Ausführung 
der  Zeichnung  schließen,  weil  er  als  Yerschiebxmgsplan  für  den  Zu* 


Rg.  197. 


stand  27=  —  1  aufgefaßt  werden  kann  xmd  für  diesen  Belastungsfall 
die  Punkte  0  und  10  festliegen.  Die  Lasten  P^  und  P^  in  Kg.  197 
erzeugen,  wenn  die  U-lime  einen  Multiplikator  |jl  besitzt, 

Ä  =  Hl  (-P.^lj  +  A  h)- 

*)  Kommen  lotrechte  Füllungsstäbe  vor,  so  beachte  man  die  Lösung  der  Auf- 
gabe 4  auf  Seite  136. 
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II.  Abschnitt. 

Formeln,  Regeln  und  Beispiele  ffir  die  Berechnung 
der  wichtigsten  statisch  unbestimmten  Fachwerke. 

78.  Mit  Hilfe  der  im  §  5  enthaltenen  Untersuchungen  läßt  sich 
die  Berechnung  jedes  ebenen  statisch  unbestimmten  Fachwerks,  das 
durch  Kräfte  von  beliebiger  Richtung  beansprucht  wird,  durchführen. 
Zweck  des  vorliegenden  Abschnittes  ist  es  nun,  die  wichtigsten  Träger- 
arten etwas  eingehender  zu  untersuchen. 

§7- 

Der  Bogen  mit  zwei  Gelenken. 

a.  Bestimmung  des  Horizontalschubs. 

77.  Allgemeines  Verfahren.  Wirkt  auf  einen  Fachwerkbogen  mit 
2  Kämpfergelenken  und  ohne  Scheitelgelenk  eine  Einzellast  P  in  den 
Abständen  a  und  b  von  den  Auflagerlotrechten  (Fig.  198),  so  entstehen 
Stützenwiderstände,  deren  jede  sich  in  eine  lotrechte  Seitenkraft  A 
beziehungsweise  B  und  in  eine  Seitenkraft  H'  nach  der  Richtung  der 
Schlußlinie  AB  zerlegen  läßt  Die  wagerechte  Seitenki*aft  von  H' 
(d.  i.  der  Horixontalschub)  ist 

//  =  H'  cos  a, 

wobei  OL  den  Neigimgswinkel  der  Schlußlinie  bedeutet 

Die  Kräfte  A  und  B  stimmen  mit  den  Auflagerwiderständen  eines 
einfachen  Balkens  überein  und  sind 


l    '  l 

Die  statisch  nicht  bestimmbare  .  Kraft  H  ist  von  den  Längen- 
änderungen sämtlicher  Stäbe  abhängig  und  wird,  falls  die  Formände- 
rungen der  FüUungsstäbe  vernachlässigt  werden,  was  meistens  zulässig 
ist,  wie  folgt  ermittelt 
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Man  berechne  für  jeden  Gurtstab  die  Ausdrücke: 


(1) 


Smym 


F 

^-  und  x^  =  y^w^, 


wobei  s^  die  Länge  des  Gurtstabes  bedeutet, 

m  die  Ordnungsziffer  des  gegenüberliegenden  Knotenpunktes, 

r^  das  Lot  von  m  auf  5^, 

y^  den  lotrechten  Abstand  des  Punktes  m  von  der  Schlußlinie, 

F^  die  Querschnittsfläche  des  Stabes  5^, 

F^  eine  beliebige,  aber  für  alle  Stäbe  gleiche  Querschnittsfläche, 
welche  im  allgemeinen  gleich  dem  am  häufigsten  vorkommen- 
den Gurtquerschnitte  gesetzt  wird,  damit  möglichst  viele  der 
Verhältnisse  F,\F„  =  1  werden. 


Kg.  198. 


Rg.  199. 


Fig.  200. 


Nun  bestimme  man  (durch  ßechnimg  oder  Zeichnimg)  die  Biegungs- 
momente Jf^j,  M^^  .  .  .  Jlf»»,  .  .  .  für  einen  einfachen  (d.  h.  einen 
bei  A'  imd  B\  Kg.  199,  frei  aufliegenden)  Balken^  dessen  Stützpunkte 
lotrecht  unter  A  beziehungsweise  B  liegen,  und  auf  welchen  lotrechte, 
durch  die  entsprechenden  Knotenpunkte  des  Bogens  gehende  Lasten  w^^ 
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t£?2?  •  •  •  ^«t,  • . .  wirken,  worauf  man  für  eine  im  Knoten  k  des  Bogens 
angreifende  Last  P  den  Horizontalschab  erhalt 

(2)  ^        ^  ^•'* 


n.  =  p 


2  z« 


Darin  ist:  Sz«  =  ^o  +  ^i  +  ^2  +  •  •  •  "h  ^»•• 


«» 


Es  folgt  dieses  Verfahren  aus  Gleichung  (V)  S.  169.  Hiemach  wird  Hh=P  ^  o^,  , 


5 


WO  p  ^  -=-„  ,  femer  d'  die  Ordinate  der  Biegungslinie  für  den  Zustand  H=  —  1 
und  S*  die  Stabkraft  für  H=  —  l  ist.  Man  erhalt  für  einen  Stab  der  oberen  be- 
idehungsweise  unteren  Gurtung:  S'  = —  und  5'  =  +  -~ ,   so   daß  der  Nenner 


des  für  Hk  angegebenen  Bruches  nach  Multiplikation  mit  EFc  in  EFc'SS'* 


s 


EF 


F. 


F 


=  2^  übergeht    Die  8 '-Linie  darf  nach  Nr.  74  als  Momentenlinie 


eines  mit  den  Gerichten  tc^  = 


M^'s^       Fe 
r««         F^ 


belasteten  einfachen  Balkens  aufge- 


faßt werden,  wobei  Mm'  =  ym  das  Angriffsmoment  infolge  11=  —  1  ist.    Damit  er- 
geben sich  die  oben  angeführten  Gewichte  Wm» 

Die  auf  diese  Weise  berechneten  Werte  -ff,,  -S4,  ...  bestimmen 
in  Kgur  200  die  aus  Geraden  bestehende  Einflußlinie  für  den  Fall 
oben  angreifender  Lasten,  und  ganz  entsprechend  würden  H^j  -ff,,  ... 
die  Einflußlinie  für  imten  wirkende  Lasten  liefern.  Der  erstere  Fall 
liegt  in  der  Begel  vor,  und  es  ist  dann  meistens  zulässig,  auch  die 
ständige  Last  ausschließlich  auf  die  oberen  Knotenpunkte  zu  verteilen. 
Man  kommt  dann  mit  der  Einflußlinie  A"S"B"  in  Fig.  200  aus. 


Fig.  201. 

Will  man  die  //-Linie  durch  Zeichnung  bestimmen,  so  nehme  man 
die  Polweite  Wi^  des  die  Gewichte  w  verbindenden  Seilpolygons  so  an, 
daß  dessen  Ordinate  t\u  (Fig.  201)  den  Horizontalschub  Hj,  angibt 
Stellt  man  dann  die  Lasteinheit  durch  eine  Sti*ecke  c  dar,  so  erhält 
man  (wegen  M^j,  =  m^**»!*)  ^^^  Bedingung 
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Ä  = 


und  hieraus  folgt  die  Polweite 


"^fc: 


W^  = 


2% 


Drückt  man  bei  Berechnung  der  x„  alle  Abmessungen  in  Metern 
aus,  so  muß  man  auch  c  in  Metern  angeben.  Wird  beispielsweise  der 
Kräftemaßstab  50"""  =  1'  gewählt,  und  ist  die  Trägerzeichnung  im 
Maßstabe  1 :  75  gefertigt,  so  wird  die  Lasteinheit  durch  eine  Strecke 
von  der  Länge  c  =  75  •  0,050  =  3,75"*  dargestellt,  und  man  muß  dann 

*"   wählen.     ?/\  und  w^  enthalten  dieselbe  Einheit;    sie  sind, 


u\  = 


3,75 


wenn  die  Gleichung  (1)  angewandt  wird,  Zahlen  imd  bedingen  die  An- 
fertigung eines  besonderen  Zahlenmaßstabes.*) 

Man  könnte  auch  den  AiLsdruck  2;;:m=2^m<rM  als  das  auf  die  Achse  AB 
bezogene  Moment  von  Kräften  Wmi  welche  parallel  zu  AB  sind,  auffassen  und  mittels 
eines  Seilpolygona  bestimmen,  jedoch  führt  die  Berechnung  von  2^?»,  schneller  und 
übersichtlicher  zum  Ziele.  Ebenso  unzweckmäßig  wäre  es,  die  Gewichte  ?r„  durch 
Zeichnimg  zu  ermitteln. 

Hinsichtlich  der  Werte  w  und 
X  ist  noch  folgendes  zu  bemerken. 
Werden  die  Gurtungen  nach  Fig.  202 
am  Auflager  zusammengeführt,  so 
weise  man  den  Stab  s^  dem  lot- 
recht über  2  gelegenen  Punkte  1 
des  Stabes  s^  zu.  Bezeichnet  dann 
r^  die  Länge  das  Lotes  von  1  auf 
Äj,  so  findet  man  für  den  Punkt  2 
des  Balkens  ^J9  das  von  den  Stäben 
s^  und  Äjj  herrührende  Gewicht: 


Fig.  202. 


(3) 


w 


F^ 


2 


X^  — 


2/i*«i 


I   y^2_ 

\"  ^    2 


+ 


femer: 


Beim  Ständerfachzverk  in  Fig.  203  geben  wir  zwei  lotrecht  über- 
einandergelegenen  Knotenpunkten  dieselbe  Ordnungsziffer  und  bezeichnen 
die  lotrechten  Abstände  der  Knotenpunkte  von  der  Schlußlinie  mit 

y^^  für  den  unteren  Knoten  m  und  mit 
Vmo    „      „     oberen         ,,       m. 


*)  Infolge   von  Kürzungen   wird   die  Einheit  der  w*  und  w^  später  zuweilen 
eine  andere  werden. 
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H--^ 


— H 


Ferner  nennen  wir: 
h^  die  lotrechte  Trägerhöhe 
in  w, 
ßi«7  T«  ^^^  Neigungswinkel  des 
^ten  Stabes  der  oberen 
beziehungsweise  unteren 
Gurtung  gegen  die  Wage- 
rechte, 
\^  die     Weite     des    m*®" 

Feldes, 
Fo^  den  Querschnitt  desm^®" 

Obergurtstabes, 
F„„  den  Querschnitt  des  m^^^ 
Untergurtstabes, 
und  erhalten  für  den  oberen  Kiiotenpunkt  w,  welchem  der  (m  -|-  1)*® 
Stab  der  unteren  Gurtung  gegenüberliegt,  (aus  Gleich.  (1)  nach  einfacher 
Umformung): 


sec»Y^+, 


1    8       —    i«+i  xr» 
während  dem  unteren  Knoten  tn  entspricht: 

ymuf^m  ^^^^Q      _l^.  ^      y«»"     ^«»   00/^3  Q      _1J_  . 

-^  om  '^m  -^  om 


w;^  =  =^2-sec3ß. 


Durch  Zusammenfassimg  der  in  dieselbe  Lotrechte  fallenden  Ge- 
wichte w  ergibt  sich: 

1     /  3         ^c  3  ^*      ^ 

I  ^       {  3  3  ^c  2  8  ^*         ^ 


!^--::!ii:id!r^^/*^ 


Fig.  205. 

Bildet  der  Ständer  bei  m,  Fig,  204,  die  Grenze  zwischen  den  links- 
und  rechtssteigenden  Diagonalen,  so  liegen  dem  Knoten  m  zwei  Ober- 
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gnrtstäbe  gegenüber  und  man  erhalt: 

(5)  i^«  =  |=7U«sec»ß^-^-}-X«+,sec«ß^+,^^^ — );    x^  =  y^uW^. 

Ebenso  ergibt  sieh  für  den  Fall  in  Kg.  205: 

(6)  «<?«  =  |^J-(x«sec»T«^+X«+,sec»T«+,^-^  );    x«  =  y«.w«. 

liegt  die  Lotrechte  durch  einen  Knoten  r  rechts  von  r  -f-  1  (oder  links  Yon 
r  —  1)  —  vergl.  Rg.  99  auf  Seite  113  — ,  so  ist  bei  der  zeichnerischen  Bestimmung 
der  Momente  iC  zu  beachten,  daß  die  Gewichte  in  der  Beihenfolge  iCr—ii  ^ri  tCr+i 
durch  das  Seilpolygon  verbunden  werden  müssen.    Will  man  rechnen,  so  verteile 

man  im  Falle  — - —  angreifender  Belastung  sämtliche  Gewichte  ic  auf  die 


unten  unteren 

Knotenpunkte.    Auf  die  Punkte  r  —  1  und  r  -|-  1  würden  z.  B.  bei  Zerlegung  von  Wr 

die  Anteile:  —  Wr  t ^ —  und  -j-  Wr  1 1  —  -r — *-v^ — )  kommen.    Dieses  Verfahren 

Ar  —  Ar+l  v  Ar  —  Ar+1/ 

ist  zuweilen  auch  dann  zu  empfehlen,  wenn  r  zwischen  r  —  1  imd  r  -|-  1  liegt. 

78.  Einfloß  der  Temperatur.  Wächst  die  bei  der  Aufstellung  des 
Bogens  herrschende  Temperatur  überall  uni  den  gleichen  Betrag  t^  so 
ändert  sich  der  Horizontalschub  um 

(7)        H,  = ^^^ 

Meistens  genügt  es,  mit  ^  =  ±35**  Geis,  zu  rechnen.  Dann  ist 
für  Schmiedeeisen  und  Stahl  (mit  «JE'  =  240'  für  das  qm): 

IF 
(8)        n,  =  ±  8400  ^  —  sec » a  Tonnen, 

worin  die  Abmessungen  in  Metern  einzuführen  sind. 

Die  Formel  (7)  folgt  aus  Gleich.  (V),   Reite  169.     Danach  ist  Ä  =  -^^-^ 
'  Wendet  man  nun  das  Gesetz  der  virtuellen  Verschiebungen  auf 


HiXm 

den  Zustand  H=  r-  1  an,  und  führt  als  mögliche  Formänderungen  die  Änderungen 
A«  =  e^<9  der  Stablangen  ein,  ferner  die  ihnen  entsprechende  Änderung  e^/ sec  a  der 
"Weite  ÄB=  l  sec  a,  so  erhält  nian:  1  sec  a  •  tt  sec  a  =  'S  S'tts  und  gelangt  zur 
Formel  (7). 

79.  Der  Sichelträger,  Kg.  206.  Bei  der  Ermittlung  der  fl:-Linie 
sichelförmiger  Träger  empfiehlt  sich  die  Annahme  eines  überall  gleichen 
Gurtquerschnitts.  Man  verstehe  dann  unter  F^  den  Mittelwert  aller 
J^.  imd  F^  und  setze  die  in  den  Gleichimgen  (1),  (3),  (4)  auftretenden 
Querschnittsverhältnisse  =  1.  Haben  alle  Felder  gleiche  (oder  annähernd 
gleiche)  Weite,  so  weichen  bei  nicht  zu  großer  Pfeilhöhe  auch  die 
Längen  der  Qurtstäbe  wenig  voneinander  ab,  und  es  ist  dann  ratsam^ 
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für  s. 


-Fl 


einen  festen  Mittelwert  einzuführen  und  sämtliche  w  und  x 


durch  diesen  Wert  zu  dividieren.     Mau  setze  also  z.  B.  für  den  in 
Kg.  206  dargestellten  Träger 


(9) 


'm 


berechne  dann  aber  H^  mittels  der  Formel: 

(10) 


H,  =  ^'1^^^'JL  t*). 


X2x« 

ZahienbeUtpiele»  L  Die  EnotenpunMe  der  Gurtungen  des  in  Fig.  206  ab- 
gebildeten Sicbelträgers  liegen  in  Parabeln  von  4,0  bezieh.  2,Ö**  Pfeilhöhe.  Die  Stütz- 
weite ist  =  20"* ,  die  Feldweite  =  2"* .  Die  Ordinaten  y,  Strecken  r,  Gewichte  w  und 
Größen  x  sind  in  der  folgenden  Tabelle  angegeben.  Für  w^  bis  tr,o  und  %^  bis  x^o 
gelten  die  Gleich.  (9),  während  Wi  und  x^  nach  den  Gleich.  (5)  zu  berechnen  sind. 
Der  erste  üntergurtstab  ist  als  halber  Stab  behandelt  worden. 


tn 


Vm 


iCm  = 


Xm  =  ymW* 


Ausnahmefälle 


1 

0,475 

0,20 

2 

1,440 

0,52 

3 

1,276 

0,63 

4 

2,560 

0,94 

5 

1,875 

1,01 

6 

3,360 

1,26 

7 

2,275 

1,29 

8 

3,840 

1,45 

9 

2,475 

1,44 

10 

4,000 

1,525 

5,33 
3,21 
2,90 
1,84 
2,12 
1,37 
1,83 
1,19 
1,72 


7,67 
4,10 
7,42 
3,45 

7,11 
3,11 
7,01 
2,95 
6,88 


_  0,475        1     0,72 
^  ""  0,20«  "•"  2    0,22« 

*' ""  0,20«  "^  2    0,22« 


19,31**) 
11,00 


2*«  =  2-2»  -f  »10  =  2  •  53,82  +  6,88  =  114,52. 

Für  den  mit  den  Gewichten  w  belasteten  Balken  Ä'B*  wurden  jetzt  von  der 
Mitte  aus  die  Querkräfte  nach  der  Formel  Qm=  Qm+i-\-Wm  berechnet,  hierauf  die 

Momente  Mm  =  Mm-\  -{-  Qm^'  und   schließlich   die  Ordinaten  Ä«,  =  -= — ***)  der 

Ä^Iinie.  Wegen  X'  =  1  ist  Mm=  M^.i  +  Qm.  Wäre  X'  nicht  =  1,  aber  konstant, 
80  würde  man  trotzdem  X'  =  l  setzen,  dafür  aber  S*«  durch  X'  dividieren.  Wir 
schreiben  den  vollständigen  Ansatz  der  Eechnung  hin. 


*)  Streng  genommen  wäre  X  durch  den  Mittelwert  von  ( ««  -^)  zu  ersetzen, 

doch  erwäge  man  die  Schwieri^eit,  t  zutreffend  zu  schätzen  und  rechne  daher  so 
einfach  wie  möglich.  Aus  diesem  Grunde  wird  man  auch,  falls  a  klein  ist,  sec«  a  =  1 
setzen. 

**)  Die  Ordinate  des  lotrecht  über  1  gelegenen  Punktes  1'  der  oberen  Gurtung 
ist  =  0,72  und  das  Lot  von  1'  auf  die  Verlängerung  des  ersten  üntergurtstabes  =  0,22. 
***)  Bei  den  Mm  und  Qm  haben  wir  den  Zeiger  tc  hier  fori^lassen. 
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Qio  =  iM^io 


+ 


0,86 
1,19 


ft=   2,05 
J,83 

Qs=   3,88 
1,37 

ft=   ö,2ö 
2,12 


0.= 
0.= 


7,37 

1,84 

'9,21 
2,90 

ft  =  12,11 
3,21 

Os  =  15,32 
5^33 

(>,  =  20,65 
19^31 

Qi  =  39,96 


A/j  =   39,96 
+   20,65 

60,61 
15,32 


=  Qt 


M^  = 


75,93 
J2ai 

88,04 
9,21^ 

J»4  =   97,25 
7,37 

M^  =104^62 
5^ 

M,  =109,87~ 
3,88 

JMs  =113,75 
2,05 

JMj  =115,80 
0,86 

J»f„  =  116,66 


//.= 


H,= 


H.= 


i/,= 


ÄiÄ  = 


^10 


60,61 
114,52 


88,04 
114,52 


104,62 
"114,52 


=  0,53 


=  0.77 


=  0,91 


113,75 


114,52 


116,66 
114,52 


-  =  0,99 


=  1,02 


2,0^   lo 


ff'JAnu 


Fig.  206. 


Die  gleichförmig  angenommene  ständige  Belastung  sei  ^  =  1,45'  f.  d.  w,  also 
für  ein  Feld:  ^X  =  2,90';  sie  erzeugt: 

H^=9\  {2  [H^  ^H,+  H^+  Hs)  +  H,^]  =  2,90  •  7,42  =  21,5'. 

Ein  vom  rechten  Auflager  bis  zum  Querträger  12  vorgeschobener  La.stenzug 
(mit  den  in  der  Fig.  angegebenen  Achsendrücken  imd  Hadständen)  ruft  hervor: 

i/=2PTi  =  39,0*.  • 

Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Temperaturerhöhung  lun  /=:35'»  C.  ist  nach 
Gleich.  (10): 

240-20. F,     o^^noop 
^'-    2,0.114,52    -3« -733 F., 

wobei  Fe  den  mittleren  Gurtquerschnitt  in  q?n  l)edeutet. 
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//.  Id  neuerer  Zeil  sind  mehi'fnoh  Sicheltrüger  von  bedeutender  PteiJhohe  aiin- 
gefUhrt  worden,  z.  B.  für  die  Douro -Brücke  bei  Purtu  und  den  liarahit-VJadulLt. 
Ea  ist  hier  zulässig,  die  ^Veite  y^,  s«  und  ß«  zur  VereinfauhunK  der  Rechnung  auf 
eine  durch  diu  Mitten  der  Hühen  h^  geführte  Bogetiachfle  xu  beziehen  tind,  mit  Hin- 
weis auf  flgur  207,  die  Gleichungen  (4) 


zu  ersetzen  durch 

^. 

~  A«»    1„»    F. ' 

»-  =  y-'(^-. 

Kürzt 

man  nämtliche  «- 

durch  2,    und 

nimmt 

man  für  F»  eine 

festön  Mittel- 

wertF 

an,  w  erhält  ma 

Ul) 

--  =  y-if- 

und  für  den  EinfluB  von 

/: 

(12) 

H,       *^'^'-«, 

2S;, 


Wir 


lie  Formeln  (II)  und 
(12)  auf  die  Berechniuig  des  Horizontal- 
schubes  der  Eiaenbahnbrücke  über  den  Douro  bti  l'nrio  i 
Hälfte  des  sichelförmigen  Bogenträeeiv  diir. 


Figiu'  208  stellt  die 


Si   *»  4i'**,Ä 
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Die  folgende  Tabelle  gibt  an: 

die  in  den  Mitten  der  Felder  gemessenen  lotrechten  Höhen  ä«,, 

die  Längen  Sm  der  Verbindungslinien   der  Mittelpunkte  der  aufeinander« 

folgenden  Vertikalen, 
die  Ordinaten  der  Mittelpunkte  der  Strecken  Sm^ 
die  Feldweiten  X«,  Gewichte  «?«  und  Werte  »^. 


m 


Sm 


Ä« 


ymSm* 

Wmä.  "=■— 


Xm  =  ymfCn 


1 

2 
3 

4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


3,20 
9,33 
15,06 
20,61 
24,45 
28,23 
33,15 
37,13 
40,09 
41,90 
42,50 


8,51 

8,07 

8,17 

8,62 

3,72 

10,01 

10,14 

10,31 

10,68 

10,47 

10,40 


2,17 
5,19 
6,79 
8,02 
8,64 
9,01 
9,38 
9,63 
9,80 
9,89 
9,93 


5,60 

5,55 

5,95 

6,65 

3,00 

8,45 

9,10 

9,70 

10,40 

10,40 

10,40 


13,35 
5,91 
5,03 
4,64 
1,87 
4,88 
4,74 
4,66 
4,71 
4,55 
4,48 


42,74 

55,14 

75,75 

95,65 

45,70 

137,90 

157,25 

173,15 

188,92 

190,46 

190,51 


2*«,= 


10 


2'2x^  +  Xii  =  2 
1 


1162,66  +  190,51  =  2515,83. 


Nun  werden  die  Querkräfte  und  Momente  des  mit  den  Gewichten  tr«,  belasteten 
Balkens  berechnet  und  aus  den  Momenten  die  Werte  H  ermittelt: 


m 

Querkräfte 

m 

Momente 

2515,83 

11 

Oll  -  i^Ti,  -  2,24 
Qu—Qu  +  ^xo—  6,79 

1     Jf,  =  e,  2,8  =  158,42 

0,063 

10 

2 

Jkf,  —  3fj  +  0, 5,58  —  399,65 

0,159 

9 

O9       Qio  +  «^9       11,50 

3 

M^  =  M,  +  Q^  5,74  =  613,86 

0,244 

8 

0  =  16,16 

4 

Jf  =  817,29 

0,325 

7 

20,90 

5 

950,84 

0,378 

6 

25,78 

6 

1098,56 

0,437 

5 

27,65 

7 

1281,85 

0,509 

4 

32,29 

8 

1433,76 

0,570 

3 

37,32 

9 

1549,33 

0,615 

2 

43.23 

10 

1619,95 

0,644 

1 

56,58 

11 

1643,24 

0,653 

Nach  Aufzeichnung  der  Einflußlinie  für  H  mißt  man,  entsprechend  den  An- 
griffepunkten C,  Z),  -E,  F  der  Fahrbahnbelastung,  die  Ordinaten 

0,378  0,592  0,630  0,649, 

während  Seyrig  in  seiner  Veröffentlichung:  Le  pont  sur  le  Douro  ä  Porto  (Paris 
1878)  auf  Seite  31  mittels  einer  wesentlich  umständlicheren  Berechnung  der  Werte 

0,370  0,592  0,637  0,650 

findet  Die  Abweichungen  beider  Ergebnisse  sind  ganz  unwesentlich.  Bei  gänz- 
licher Belastung  der  Brücke  werden  in  den  Punkten  (7,  A  -ß,  F  auf  den  Bogen 
seitens  der  Verkehrslast  die  senkrechten  Drücke  126,8*;  62,4';  47,0*;  40,6*  (vergL 
die  angezogene  Quelle,  Seite  34)  ausgeübt.  Dieselben  erzeugen  —  nach  unserer 
Berechnung  — 

H=  2  [126,8 . 0,378  +  62,4  •  0,592  +  47,0  •  0,630  +  40,5  •  0,649]  =  281,63*. 
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Seyrig  findet  280,62*.    Es  ist  dies  die  Summe  der  Hoiizontalschübe  der  beiden  das 
Gleis  stützenden  Bogenträger. 

Bei  Berechnung  von  Ht  darf  der  mittlere  Querschnitt  der  einen  Gui-tung  eines 
Bogens  JF'«  =  0,0560  qm  gesetzt  werden  (vergl.  die  Quelle,  Seite  26,  Mittelwert 
von  ^Wj)  und  es  folgt  dann  für  ^  =  30"  für  jeden  Bogenträger: 

^EtlFc  _  240 » 30  >  160  ■  0,0560  __-oqo, 
^' -  "2^^ -  2.2515,83  "" ^^'^^  ' 

Dabei  ist  ^=2000000*'^  für  den  qcm  angenommen  worden.  Setzt  man,  wie 
dies  bei  der  Berechnung  der  Douro-Brücke  geschehen  ist  ^=1600000,  so  erhält 
man  Ä  =  W  12,82  =  10,26',  während  Seyrig  (Seite  41)  den  Wert  i/,  =  J.  17,74 
=  8,87«  findet.. 

Es  ist  hier  hervorzuheben,  dal)  bei  Yeniachlässigung  der  Formänderung  der 

8 

Gittei-stäbe  der  aus  SÄ'*  ^-^  hervorgegangene  Wert  2»  stets  ein  größeres  Ht  liefert, 

da  in  jener  Summe  nur  die  Quadrate  von  *S"  auftreten,  daß  es  aber  bei  der  großen 
•Unsicherheit,  in  welcher  man  sich  bezüglich  der  anzunehmenden  Temperaturänderung  t 
befindet,  nur  zu  empfehlen  ist,  Ht  reichlich  gi*oß  zu  rechnen. 

80.    Formel   für    den   HorizontalBoliab    parabelförmiger   Sioheltrftger. 

Liegen  die  Knotenpunkte  beider  Gurtungen  in  Parabebi,  so  läßt  sich  für  H  ein  ein- 
facher Ausdruck  herleiten,  welcher 
sehr  zuverlässige  Ergebnisse  liefert. 
Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  un- 
endlich kleine  Felder  an,  und  ersetzen 
die  nach  Gleichung  (9)  zu  berechnenden 
Einzelgewichte  w  durch  eine  stetige 
Belastung,  welche  dem  Gesetze  folgt: 

«:=:_J^sec«p  +  -g-sec«Y. 

Die  l^ezeichnungen  sind  aus  der 
Fig.  209  ersichtlich.  Die  Kämpfer 
sind  in  derselben  Wagerechten  ge- 
dacht. Das  erste  Glied  entspricht 
dem  Teilchen  ds  der  oberen  Gui-tung 
und  ergibt  sich  durch  Einführung  von 

Tu  (d.  i.  Abstand  des  Pimktes  u  von  der  Tangente  in  o)  =  A  cos  ß,  und  ebenso  ent- 
steht das  zweite  Glied.    Die  Summe:  S;?«  ist  zu  einsetzen  durch: 


Fig.  209. 


"'/f 


r,-se<:»pf/j  + 


J    *' 


sec^ydx 


=f/['+(t-)>'+!i'/['+('fe)1-. 

wobei  zu  beachten  ist,  daß  y«  :/*  =  /*«:/'  und  yo:h=zf^:f.    Führt  man  ein: 

4/;t(/  — x)         ,              ifuxil  —  x) 
yo  = ^^ imd   yu  =  -^ — ji -, 

so  erhält  man   nach  Ausfühiimg   der  Integration  und   nach   gehöriger  Zusammen- 
ziehung: 

Mfliler- Breslau,  Graphische  Statik.   IL  1.  14 
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*"  -  -  /■— Lt  r + ^«^' w  x(/-x)  — t*—} 

9J  =  3^  [3  i»  (/•.'  +  /•«•)  +  32/;>/-.']  • 

Die  Differentialgleichung  der  Momentenlinie  [MJ)  lautet,  da  diese  Linie  das  mit 
der  Polweite  1  gezeichnete  Seilpolygon  der  Belastungsfläohe  ist: 

(13)  —  (/ (tgf9)  =  «rfir,    oder      ^^^  =  — ?r, 

wo  9  den  Neigungswinkel  des  auf  eine  wagerechte  Schloßlinie  bezogenen  Seilpolygons 
bedeutet.    Denn  zwei  aufeinander  folgende  Tangenten  müssen  auf  einer  Lotrechten 
im  Abstände  1  von  der  Stelle  (x)  das  Lastteilchen  wdx  abschneiden. 
Wird  nun  die  Differentialgleichung 

~j^^'  -       7^"~  LT  V  +  ^^^^H  'x(i-x)       r«^J 

zweimal    integriert,   und   werden   die   beiden  Konstanten   mittels   der  Bedingungen, 
bestimmt 

x  =  0  und  x  =  l  muß  liefern  Jf«,  =  0 

(deren  eine  auch  durch  die  Foi*derung  ersetzt  werden  darf,    daß  für  x  =  \l  der 

//  \f 

"Wert  — 3 —  =  0  werden  muf^),  so  ergibt  sich : 
dx 

JH.  =  ^-^-  [1  (P  +  IGfof.)  (y  log.  nat.  ^  +  -^^  log.  nat.  jl^) 


-  »f.f- 


X     l 


r\ 


Für  eine  in  den  Abständen  a  und  b  von  A  bezw.  B  gelegene  Last  P  erhält 
man  jetzt  (nach  der  Formel  //^/'-^^  =P  ^^^r 

3P/(/o  +  /«)[(^'+16/*oA)ai-A./««.] 


(14) 


//= 


3/«  (/o* +  /.*)  + 32 /oV-» 
wo  a,  =  ^  (t  ^^^*  '^^^^  T  "^  T  ^'^^'  "^^*  t)  ^    "»  "^  ^  T 


Zur  Erleichterung  der  Benutzung  dieser  Formel  diene  die  folgende  Tabelle, 
welche  gestattet,  zwischen  Kämpfer  und  Scheitel  10  Punkte  der  ^- Linie  schnell 
festzulegen.  Im  allgemeinen  wird  man  diese  Punkte  durch  eine  krumme  Xinie 
verbinden  und  in  diese  ein  Polygon  beschreilten .  dessen  Ecken  den  Quertrageni 
entsprechen. 


a 

a 

* 

l 

«1 

«•2 

/ 

«1 

a« 

0,05 

0,0496 

0.38 

0,30 

0,1527 

1,68 

0,10 

0,0813 

0,72 

0,35 

0,1619 

1,82 

0,15 

0.1057 

1,02 

0.40 

0,1683 

1,92 

0,20 

0,1251 

1,28 

0.45 

0,1720 

1,98 

0,25 

0,1406 

1.50 

0.50 

0.1733 

2.00 

Für  den  in  Figiu*  206  dargestellten  parabolischen  Sicheltniger  ist  z.  B.  ^  =  4,0"'; 
/'«  =  2,5"';    /  =  20'",  mithin 
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2184  39 

299    **—  299  '"*' 

und  man  erhält  demnach  für  y  =  0,1    0,2    0,3    0,4    0,5  die  Werte 

H=OM  0,75  0,89  0,97  1,01, 

welche  sich  von  den  vorhin  berechneten: 

^=0,53  .        0,77  0,91  0,99  1,02 

nur  unwesentlich  unterscheiden. 

Für    den    von    Temperaturänderungen    parabelfönniger   Bögen    herrührenden 
Horizontalschub   Ht  findet   man,   indem   man   in  Gleichung  (10)   den  Wert  XS^« 
i 

durch   I  y-y^  sec*ß-f -^^^-sec^yWj;  ersetzt,  die  einfache  Formel: 


(15) 


nt=tEF,t 


und  beispielsweise  für  den  Bogenträger  in  Fig.  206  (mit  cJ£'=240;   /=r35*^: 

3 .  20«  (4,0  —  2,5)« 


Ht  =  240Fc^ 


=  759  Fe  Tonnen. 


Fig.  210. 


3  .  20«  (4,0«  +  2,5«)  +  32  •  4,0«  •  2,5« 
Vorhin  ergab  sich  der  hiervon  nur  wenig  verschiedene  Wert  77<  =  733jP«. 

81.   Bogenträger  mit  fast  wagerechter  oberer  Gnrtang.    Zu  den 

am  häufigsten  ausgeführten  Arten  von  Bogenträgem  gehört  der  in 
Kgur  210  dargestellte  Träger 
mit  amiähemd  oder  genau 
wagerechter  oberer  Gurtung. 
Meistens  wird  die  Höhe  im 
Scheitel  sehr  klein  gewählt, 
und  es  stellt  sich  dann  heraus, 
daß  die  Querschnittsverhält- 
nisse der  dem  Scheitel  zunächst  gelegenen  üurtstäbe  von  wesentlichem 
Einfluß  auf  die  Ergebnisse  sind.  Die  Gewichte  w  der  Knoten  in  der 
Nähe  der  Auflager  spielen  eine  untergeordnete  Eolle.  Wir  empfehlen 
bei  Berechnung  der  fi-Linie  folgende  Annahmen: 

Man  benutze  die  Gleichimgen  (4),  ersetze  die  veränderlichen  Glieder 

FF  F, 

sec'ß^-v,—  und  sec^  Y^+i  "Y^-^ —  durch  die  festen  Werte     v,-   bezw. 

F 

^^,  nehme  die  willkürliche  Quei'schnittsfläche  i^,  =  i^o  an  und  kürze 

die  w  und  x  durch  die  (konstant  gedachte)  Feldweite  X.     Man  erhält 
dann: 

(16)      w^  =  yy^^  4-  y^,  -j^)  — j-  \md  ^^  =  [y„J  +  y^,^  y  )  -^ , 

WO  für  -P. :  F^  das  Verhältnis  der  Quersclmitte  der  oberen  und  imteren 
Gurtung  in  der  Nähe  des  Scheitels  einzusetzen  ist. 

14* 
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Für  den  Knotenpunkt  0  und  für  den  Scheitel  s  hat  man  bezw. 
zu  setzen: 


(17) 


F,     1 


F,    K  '     *'~  F^ 


(18) 


w.  =  -^  -y- ;     X.  =  -^  -^-  (vergl.  Formel  5). 


(19) 


Der  Einfluß  einer  Temperaturänderung  ist: 

&EFJt 


H,= 


\^z. 


JL'Z^,  r^    z 


m 


?!- » 


Fig.  211. 


2SahienbeiapieL  L  Für  den  schmiedeeisernen  Bogenträger  in  Fig.  211 
erhält  man  mit  ^o :  ^«  =  1  (ein  Querschnittsverhaltnis,  für  welches  der  Verfasser  in 
einer  ganzen  Reihe  von  i^en  recht  befriedigende  Ergebnisse  erzielt  hat): 


ebenso  trs  =  6,30;    1^4  =  15,00 


schHeßüoh  «j.  =  4r|r- =  20,00 


^^^^^.^2^22^ 


^  = 


2,1« 
1,6*  +  3,0« 


=  5,898 


x^  =  1,000 


2:t«,  =  66,678 

0 


1,4« 
^=16,556;  *4  =  41,000 

^.--^^,    -50,00 

i:;^«  =  2  •  66,678  +  50,000  =  183,356. 

Die  Momente   des  mit  den  Gewichten  w  belasteten  Balkens  A'B'  sind,  wenn 
die  Feldweite  X  =  l  gesetzt  wird: 

Jfi  =  34,53;    3^=68,18;    .¥,  =  99,48;    .14  =  124,48;    J4  =  134,48. 

183,356    ^g^g^g^    nnd    es    ergibt 


Der   dui'ch  X  dividierte  Wert  2x»,  ist 
sich  daher: 


2,0 


^^4^3  68,18  _Q^.. 

^»""  91,678  ■""''^'    ^  ~  91,678  ■~"''^' 


ebenso  IT,  =  1,09 ;    JSi  =  1,36 ;    H^  =  1,47. 
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Ist  die   ständige   Belastung  g  =  1,45'  f.  d.  m,    so   ist  die  Bel&stung  eines 
Knotens: 

5rX  =  1,45.  2,0  =  2,9*. 

Der  Horizontalschub  infolge  des  Eigengewichtes  beträgt  dann: 

^  =  5rl[2(J5^  +  ^  +  ^  +  £Ü  +  i/J  =  2,9.8,61  =  25,0'. 

Der  Einfluß  einer  Temperaturanderung  um  ^  =  35"  ist: 

_       tFAlF.         240. 35. 20. Fo       ,^r.   /  u 

^'  =  "YS^  =      2,0 .  183,356      =  ^^-  (abgerundet). 

//.     Will  man   die   Untersuchung  für  yerschiedene   QnerschnittsverhaltnLsse 
Fo :  Fm   durchführen,    so    berechne    man   (unter   der   Voraussetzung:    X  =  1)    die 

Momente  Mm    infolge  der  Gewichte:  Wm  =  Y~t    ^^^  ^^®  Momente -AT«,"  infolge  der 

h 
u-m'^  -7-^  und  bestimme  Hm  mittels  der  Formel: 


Mm'  -\- 


^K-' 


M 


(20) 


Äl  = 


2y. 


Für  den  Scheitel  ist  tct=-^  und  fr/'  =  0;    x^  z=^y»Wg   und  «/'  =  0.     Der  Ein- 
fluß von  t  ist: 

(21)  "  •^"^• 


fl.= 


K^^--'+#^*"") 


Man  erhält: 


m 

fcj 

»0 

tCm 

x' 

■ 

I                   99 

X 

JM-' 

Mm' 

0 

0 

1,000 

1 

0,20 

0,68 

0,184 

2,041 

20,29 

14,24 

Ix'  =95,868 

2 

0,82 

1,53 

1,306 

4,592 

40,38 

27,80 

3 

2,60 

3,70 

5,444 

11,111 

59,65 

39,83 

2*"  =  87,488 

4 

6,67 

8,33 

16,000 

25,000 

76,32 

48,16 

5 

20,00 

0 

50,000 

0 

86,32 

48,16 

Die  nach  Gleichung  (20)  berechneten  Werte  Hm  sind  für  verschiedene  Ver- 
hältnisse Fo :  Fu  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt  worden. 


m 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

1,1 

1,2 

1 

0,39 

0,39 

0,38 

038 

0,37 

0,37 

2 

0,77 

0,76 

0,75 

0,74 

0,73 

0,73 

3 

1,13 

1,11 

1,10 

1,09 

1,07 

1,06 

4 

1,42 

1,40 

1,38 

1,36 

1,34 

1,32 

5 

1,55 

1,52 

1,49 

1,47 

1,44 

1,42 

Der  Einfluß  von  ^  =  35'  C.  wird  der  Reihe  nach  (abgenmdet): 

Ht  =  b40Fo.,    blOFo;    480/;-,    460F«;    440/;-,    410Fo. 

In  der  Nähe  des  Scheitels  weichen  also  die  ^-Linien  wesentlich  voneinander 
ab.  Den  Einfluß  dieser  Unterschiede  auf  die  Si>annkräfte  wei-den  wir  später  be- 
sprechen.   Vergl.  Nr.  85. 
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82.  Bogenträger  von  nahezu  nnveranderliolLer  Höhe.    Die  in  den 
Figaren  212  und  213    dargestellten  Bogenträger   mit  annähernd  kon- 
stantem r^,   welche   häufig   der  Kürze    wegen  ParäUeUräger  genannt 
werden,  sind  meistens  so  gebildet,  daß  die  oberen  und  unteren  Knoten- 
punkte in  Kreisbögen  mit  gemein- 
samem Mittelpunkte  hegen.    Be- 
deutet dann  h  den  Unterschied 
der  beiden  Kreishalbmesser,  so 
darf  man  r«  durch   h  ersetzen 
und,    bei    gleichen    (oder    an- 
nähernd   gleichen)    Feldweiten, 
die  Formeln 

F. 


Fig.  212. 


^\,.= 


Fig.  213. 


r 
'     t 


-  =  y-^-; 


anwenden.  Man  vergl.  die  Begründung  von  (9)  und  (10).  Kürzt  man 
alle  w  und  x  durch  1 :  A„*  und  nimmt  einen  überall  gleichen  Gurt- 
querschnitt  an,  so  erhält  man  sehr  einfach: 


(22) 


'^m  ym\ 


/V 


•••  Um     7 


In  den  Formeln  für  H^  bedeutet  i\  einen  mittleren  Gurtquerschnitt 

Die  Gleichungen  (22)  üefem  auch  dann  noch  brauchbare  Werte, 
wenn  die  Trägerhöhe  h  sich  vom  Scheitel  nach  dem  Kämpfer  hin  etwas 
ändert  In  den  Ausdruck  für  H^  muß  dann  ein  Mittelwert  h  einge- 
setzt werden. 

Will  man  für  die  obere  und  untere  Gurtung  verschiedene  mittlere 
Querschnitte  F^  und  F^  einführen,  so  wähle  man  F„^:=F^  und  setze 
für  einen  Knoten  m  der  unteren  und  einen  Knoten  k  der  oberen 
Gurtung  beziehungsweise: 

F.  .F. 


(23) 


f(\ 


=  y-;    x^  =  yj  \m^  wi,  =  yj, 


F. 


^  =  Vh 


F. 


Für  Parabelbögen  lassen  sich  die  gewonnenen  Ergebnisse  noch  erheblich  ver- 
einfachen. Dazu  nehmen  wir  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  214  an,  es  folgen  die  Gur- 
tungen  den  Gesetzen: 

^0  =  y  +  Äo  bezw.  y,  =  y  —  hu, 
wobei 


y  = 


/« 


die  Gleichung  einer  Parabel  von  der  Pfeilhöhe  f  ist.  Sodann  ei-setzen  wir  (ähnlich, 
wie  in  Nr.  80)  die  Einzellasten  w  durch  eine  stetige  Belastung,  welche  an  der  Stelle 
X  die  Höhe 
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«f  = 


F  '  F 


hat,  und  welcher  dann  die  Momentengleichung 


('+-jr) 


Äo  ^-\-hu 


entspricht.    Durch  zweimalige  Integi*ation  dieser  Beziehung  finden  wir 

wobei  die  Konstanten  mittels  der  Bedingung  bestimmt  werden,  daß  jc  =  0  und  x 
den  Wert  Jf=0  liefern  müssen.    Das  Moment  3/«,  dividieren  wir  durch 

j 


=  / 


«« 


(24) 


'    _  5     hoFo  —  h^F,       2^    ho^Fo  +  K*Fu 

"■"    ^2"     f{F,  +  FJi    "^    8        n{Fo  +  F^) 


wo 


Fig.  214. 

Der  von  einer  Temperaturändenmg  t  heri-ühreude  TVert  H  ist: 

zEFolh^t     ^    . 
Ht  = ^ ,  d.  I. 


(25) 


n,= 


« 


\htEth''F.F, 


ö  ■*  u 


Indem  wir  dann  schließlich  .r  durch  a  ersetzen,  erhalten  wir  den  Einfluß  einer 
Einzelkraft  P  auf  H: 

3C  bP         ,        vT«  .      .,        .    .    3  /«  hoFo  —  huFu 


(26)      ^=P^=^^_a,/_.o[/*  +  M/--^)+Jf 


Die  nach  Gleichung  (26)  aufgetragene  ^- Linie  weicht  so  wenig  von  einer 
Parabel  ab,  daß  der  Gedanke  nahe  liegt,  sie  durch  eine  Parabel  zu  ersetzen,  so 
zwar,  daß  beide  Linien  mit  der  Nullinie  gleich  große  Flächen  einschheßen.  Die 
Bedingung  hierfür  lautet: 


3    ~1lj     ' 


dx 


und  liefert  für  Z  den  "Wert: 

(27) 


„      iPl 
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(28)        » = 


f(F.  +  Fu)  + 1,25  (h.  F.  —  k.F.) 


nF.  +  F.)  +  2,5  (h,F,  -  h.F.)  +  i^  (A,»F,  +  /,.»  F.) 


Die  Gleichung  der  paiabelförmigen  /f-Linie  ist: 

(29) 


„      SPah 


««e  liefert  auch  für  flache  Kreisbögen  seJir  xurerlässige  Ergebnisse. 

Für  den  in  Fig.  212  dargestellten  Fall  ist  ho^h  und  /i«s=0.    Man  findet: 


(30) 


Ä  =  ' 


/•(/;  +  F^i  +  2,5//  Fo  (l  +  0,75  j) 

IbzEtfi^FoFu 


Sf[f  {Fo  +  Fu)  +  2,5  h  F,  (l  +  0,75  jjj 


Setzt  man  einmal  ^0  =  ^--.  sodann  Fe^2Fu.  so  erhält  man,  wenn  f=zili 
ist,  v  =  0,84  bezw.  v^0,81  und  erkennt  hieraus,  daß  das  Querschnittsverhältnis 
FpiFu  in  der  Regel  keinen  wesentlichen  Einfluß  auf  H  haben  wird.  Mit  der  zu- 
lässigen Vereinfechung  Fo  =  Fu  gehen  die  Gleichungen  (28)  für  den  Träger  in 
Fig.  212  über  in: 

8/-+  bh 


(31) 
Fig.  212. 


fft  = 


8/-+ 2,5/1  (4 +  3^)' 


IbtEth^Fc 


2/^  [8/^+ 2,5/1  (4+3^)] 


wo  jetzt  Fe  einen  Mittelwert  dei*  Querschnitte  Fo  vmd  Fu  bedeutet.*) 

Für  den  zweiten  wichtigen  Sonderfall  in  Fig.  213  ergibt  sich  mit  F©  =  F„  =  F^ 
(wegen  ho  =  hu  =  ih): 

/QOX  1  A      TT  IbtEtfi^Fe^ 

Fig.  213.  1  +  32  -pT 

Der  Verfasser  empfielät  die  Amvendung  parabelförmiger  H- Linien  auf  das 
dringendste.  Vergl.  des  Verfassei-s:  Theorie  und  Berechnung  der  eisernen  Bogen- 
brücken  (Berlin  1880)  Seite  34. 


b.  Ermittlung  der  Spannkräfte. 

83.  Allgemeine  Beziehungen.  Nach  Bestmimang  des  Horizontal- 
schubes H  läßt  sich  das  Angriffsmoment  M^  für  den  Knotenpunkt  m 
(Fig.  198)  in  der  Form  darstellen: 

(33)        3/„  +  iV,,  —  Ky^  cos  a  =  i/,.  —  Hy^, 

wo  Mo^  den  Wert  des  Momentes  für  den  Fall  H^^O  bedeutet,  d.  i. 
das  Angriffsmoment  für  den  Knoten  m  eines  einfachen  Balkens  AB. 
Durch  M^  aber   ist  die  Spannkraft   des   dem  Knoten  m  gegenüber- 


*)  Maßgebend  sind  hauptsächlich  die  Quei-schnitte  in  der  Nähe  des  Scheitels. 
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liegenden  Gurtstabes  bestimmt.  So  erhält  man  für  die  Gurtkräfte  0^ 
und  U^  in  Kg.  198  die  Werte: 

Soll  die  Spannkraft  D  in  Rg.  215  aus  der  Momentengleichung 
für  den  Schnittpunkt  i  der  Gurtkräfte  U  und  0  ermittelt  werden,  so 
findet  man: 

(34)         M,  —  Dr,  =  0,  wo  M,  =  M,,  —  Hy, 

und  3/^^,  das  Angrif&moment  der  links  vom  Schnitte  t — t  wirksamen 
lotrechten  Kräfte  A  und  P  in  bezug  auf  den  Punkt  i  bedeutet,  während 
—  Hyi  den  Einfluß  von  H'  angibt;  r<  ist  der  Hebelarm  von  D. 


m^f 


■-•-■•^'s 


Fig.  215. 


Fig.  216. 


Bei  Berechnung   der  Angriffsmomente  und  Spannkräfte   für   das 
Siänderfttchwerk  (Fig.  216)  führen  wir  die  Bezeichnungen  ein: 

Jfi  =  Ängriffsmoment  für  den  oberen  Knotenpunkt  m 
M2=  ,,  „      „     unteren  „  m 

und  finden  dann: 


r 


(35) 


0^  =  — 


^-.  =  + 


A^cosß^'     ^^        '    A^_,cosY« 

Die  Spannkräfte  in  den  Püllungsstäben  kann  man  wie  vorhin  mittels 
der  durch  Formel  (34)  dargestellten  Kitterschen  Momentengleichung 
bestimmen,  oder  auch  auf  die  folgende  Weise: 

Man  führt  durch  0«,  2>«,  U^  einen  lotrechten  Schnitt,  setzt  die 
Summe  der  links  vom  Schnitte  wirkenden  wagerechten  Kräfte  =  0, 
erhält  dann  zunächst 

D^  cos  9^  +  0«  cos  ß^  +  U^  cos  y«  +  H=  0, 

drückt   nun  0   und   U  mittels    Gleich.  (35)    aus   und    berücksichtigt 
schließlich,  daß 

ist,  weil  sich    beim  Übergänge  vom  unteren  zum  oberen  Knoten  m 
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nur  der  Einfluß  von  H  auf  das  Moment  ändert     Man  gelangt  dann 
zu  der  übersichtlichen  Formelgnippe: 


(36) 


0«  cos  ß«  =  — 


2>,  cos  9,  =  -  =- — -r-"-i 


U^  cos  T«  =  + 
Ml 


hm 


Hiemach  ist  man  z.  B.  imstande,  mit  Hilfe  der  Einfiußlinien  für 
die  Größen:  ilf "  :  A  und  3/*:A  sämtliche  Spannkräfte  0,  U,  D  za 
bestinmien. 

Auch  die  Spannkräfte  in  den  Ständern  lassen  sich  durch  die  Mo- 
mente M**  und  M""  ausdrücken.  Greift  die  Belastung  oben  an,  auf 
welchen  Fall  wir  ims  hier  beschränken  wollen,  so  folgt  aus  dem  Gleich- 
gewicht der  am  unteren  Knotenpunkte  m  angreifenden  Kräfte: 

V^  +  D^  sin  9„  +  U^+,  sin  y^+i  —  U^  sin  y^  =  0, 

und  aus  dieser  Bedingung  erhält  man,  wenn  man  Z>^,  U^+i  und  U^ 
mittels  der  Gleichungen  (36)  bestimmt  und  die  Beziehungen 

belastet,  die  einfache  Formel: 

Darin  bedeutet  A'«_,  die  obere  der  Strecken, 
in  welche  h^_x  durch  die  Verlängerung  des  Stabes 
U^+x  zerlegt  wird. 

Auf  ähnliche  Weise  können  auch  die  Spann- 
kräfte D  des  Strebenfachwerks  dargestellt  werden- 
Man  denke  sich  die  punktierten  Ständer  ein- 
geschaltet, Fig.  217,  imd  findet: 

Dm  cos  ©^  =      -"   —     -  !^  L  =  -    -^ -^y 

K         A«-i  h„         A^., 


(38) 


Dm-x  cos  9^.1  =    -"-'-  —  - •"-*- 


A«.2 


A»,-i 


Werden  in  jedem  Felde  zwei  sich  kreuzende  steife  Diagonalen 
angeordnet  (Fig.  218),  so  ist  die  genaue  Berechnung  der  Spannkräfte 
eine  außerordentlich  mühsame  Arbeit,  weü  außer  H  noch  in  jedem 
Felde  eine  statisch  nicht  bestimmbare  Größe,  nämlich  die  Spannkraft 
in  einer  der  beiden  Diagonalen,  auftritt  Wir  begnügen  uns  deshalb 
hier  mit  einem  Annäherungsverfahren.*) 


*)    Das    genauei*e  Yerfahren    findet   sich    in:    Müller -Breslau,    Theorie   und 
Berechnung  der  eisernen  Bogenbrücken  (Berlin  1880),  Seite  72.    Eine  nachträgliche 
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Es  bedeuten:  D  die  Spannkraft,  d  die  Länge  und  F  den  Quer- 
schnitt der  linkssteigenden  und  D\  d\  F'  die  entsprechenden  Werte 
der  rechtssteigenden  Diagonale  irgendeines  Feldes,  femer  seien  für  die 
übrigen  Stablängen  und  die  Winkel  die  in  der  Kg.  219  angegebenen 
Bezeichnungen  gewählt  Auf  die  Änderung  Ay  der  Winkel  y  haben 
die  Längenänderungen  Ad  und  Ad'  einen  hervorragenden  Eiofluß,  und 
es  sei  deshalb  aus  der  Gleichung 

d'  =  sj  +  ^*i  —  25,,n,  cos  Yi , 


Fig.  218. 


unter  Vernachlässigung  von  A*,,,  Awj  die  Beziehung 

2dAd  ^  2sony  sin  Yx Ay^ 
gebildet  und  hieraus  (und  auf  ähnliche  Weise)  sei  erhalten: 

dAd  .  d'Ad'         ,  dAd  ,  d'Ad' 


s^n^  sm  Yi '      ' •      s« w^  sin  y, '      '"      5«n,  sin  y,       "     So n^  sin  y^ 

Da  nun  die  Summe  der  Viereckswinkel  y^,  yg,  ys,  y^  auch  nach 
der  Formänderung  =360°  ist,  so  ergibt  sich  Ayi+Ayj+Ay3  4-Ay4=0, 
und  hieraus  folgt  dann: 

dt^d^^^^^-^^^^—^——  =  —  d'Ad'  -^'o^2 sin T4  +  ^^^\ ^^ T2 
sin  y^  sin  yg  sin  y,  sin  y^  ' 

oder,  da  der  Inhalt  des  Vierecks  sowohl  t=  ^  {s^n^  sin  yj  -|~  s^n^  sin  y^) 
wie  auch  =  ^  {s^n^  sin  y^  +  s^n^  sin  y,)  gesetzt  werden  darf. 

Ad  d'    sinyjSiny, 

Ad'  d     siny^siny^ 


1'  jf 


Nach  Einführung  von  Ad  =  -^-^  und  Ad'  =   ^^,  ergibt  sich 


D 


EF  EF' 

d'*    F   siny^sinyj 
d^    F'    sin  yg  sin  y. 


schärfere  Berechnung,  die  allerdings  wesentlich  mühsamer  ist,  dürfte  meistens  nicht 
zu  entbehren  sein.  Mit  Rücksicht  hierauf  ist  die  Anordnung  des  Gitterwerks  nach 
Fig.  218  wenig  zu  empfehlen. 
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und,  wenn  s^  \\  s^  ist,  wenn  also  sin  y^  =  sin  yg  und  sin  Yj  =  sin  y^  ist, 

D  rf'*    F 

(39)         -p^=       ^j^' 

Man  nehme  (wenigstens  bei  der  ersten  Berechnung)  F=F'  an, 
und  benutze  die  vorstehende  Gleichung  auch  dann,  wenn  s^  und  s^  nur 
annähernd  parallel  sind. 

Werden  nun,  vom  Kreuzungspunkte  J  der  Diagonalen  aus,  auf 
diesen  die  Strecken  JC  und  JE  (Kg.  218)  so  angetragen,  daß  JC :  JE 
=  d'^F:d^F'  ist,  und  wird  das  Parallelogramm  JF  gezeicimet,  so 
gibt  JF  die  Richtung  der  Mittelkraft  S)  aus  den  Spannkräften  D  und 
D'  an.  Sind  o  und  u  die  Schnittpunkte  der  Geraden  JF  mit  den 
Gurtungen,  femer  M^  und  -äf,  die  für  die  Punkte  o  und  u  berechneten 
Angriffsmomente,  so  ergeben  sich  die  Spannkräfte  für  die  Gurtungen: 

(40)         0  =  —  ^-  und   r=  +  -^^" 


r^  r^ 


wenn  r^  das  Lot  von  Punkt  o  auf  die  untere  Gurtung  und  r.  das  Lot 
von  u  auf  die  obere  Gurtung  bedeutet 

Die  Spannkräfte  D  und  D'  werden  dui-ch  Zerlegung  von  35  ge- 
funden, und  bei  Berechnung  von  S)  verfährt  man  genau  so,  als  befände 
sich  in  dem  fraglichen  Felde  nur  eine  die  Punkte  o  und  u  verbindende 
Diagonale. 

Behufs  Ermittlung  der  fl-Linie  nach  Nr.  77  werden  den  Punkten 

s  V    F  s  V    F 

o  und  u  die  Gewichte  w^  =  -~-  -~-  imd  w^  =  -H—  -^  zugeschrieben, 

femer  die  Werte  x^  =  Woyo\  ^«  =  «^'«/A.  Die  Berechnung  von  Ht  er- 
folgt dann  nach  Gleichung  (7).  In  der  Begel  sind  die  in  Nr.  82  an- 
geführten Vereinfachungen  u\  =  y^  und  w^  =  ij^  zulässig  oder  —  was 
noch  mehr  zu  empfehlen  ist  —  die  Benutzung  der  parabelförmigen 
Ä-Linie. 

Zur  Bestimmung  der  Grenzwerte  der  Spannkräfte  bedient  man 
sich  im  allgemeinen  am  zweckmäßigsten  der  Einflußlinien. 

84.  Einflufilinien  for  die  AngrilEsmoiiiente  und  Spannkräfte.    Die 

Einflußfläche  für  das  Angriffsmoment 

(41)         M^  =  J/,.  -  Hy^  =  //„  (^^  -  h) 

ergibt  sich  —  wenn  y^  als  Multiplikator  angesehen  wird*)  —  als  der 
Unterschied  der  {M^^ :  <!/^)-Fläche  und  der  JT-Fläche.  Nach  Aufzeichnung 
der  ff-Linie  Ä  S'B'  (Rg.  220)  trage  man  auf  der  Lotrechten  durch  Ä 


*)  Vergl.  Seite  174.   Wir  werden  die  Multiplikatoren  der  Einfiußflächen  mit  ji 
bezeichnen  und  stets  an  die  betreffenden  Flächen  setzen. 
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»^m 


die  Strecke  A'Ä"  =  1  — ^  ab  *)  verbinde  Ä"  und  B'  durch  eine  Gerade, 

bestimme  auf  dieser  senkrecht  unter  m  den  Punkt  m  und  ziehe  Ä'm\ 
Die  schraffierte  Fläche  ist  dann  die  Einflußfläche  für  Ji«**);  sie  ge- 
stattet die  Berechnung  der  Grenzwerte  nua^^m  u^^d  „^M^  in  der  Form: 

^^M^^^-V.^^P'il-g^F-F^+H.y 

wobei  SPt),  SPt],  J'  und  J"  die  auf  Seite  188  erklärte  Bedeutung 

+  —  +  - 

haben;  dort  ist  auch  gezeigt,  daß  man  im  Falle  gleich  langer  Felder 
auch  setzen  darf: 

^(f-f)=^M?-?)- 

Figur  220  setzt  voraus,  daß  m  der  oberen  Gurtung  angehört  und 
die  Belastung  oben  angreift.    Ist  m  ein  Kiioten  der  unbelasteten  Gur- 


/*/< 


>^-/ 


JfQ'/Yca^/yi» '  y 


J1„:fUdie,yU'y^ 


Fig.  220. 


Fig.  221. 


tung  (Fig.  221),  so  beachte  man,  daß  jedem  Felde  F^F^  eine  gerade 
Einflußlinie  L^L^  entsprechen  muß. 

Durch  die  Momente  M^  sind  die  Spannkräfte  in  den  Gurtungen 
bestimmt 

Bei  üntersuohimg  eines  Fttllongsstabes  gehen  wir,  mit  Bezugnahme 
auf  Fig.  215,  von  der  für  jeden  Neigungswinkel  des  Stabes  gültigen 


,7* 

*)  Die  zeichnerische  Bestimmung  von  1  •  - —  ist   in   der   Fig.  220   angedeutet 

worden.    Der  Verfasser  zieht  die  Berechnung  vor. 

**)  Wäre  ^'A"  =  1  .X«,,  so  wäre  das  Dreieck  Mm'B'  nach  Band  L  S.  134,  die 
Einflußfläche  flu*  das  Moment  Mom» 
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Gleichung  Dvi  =  ±  3fi  aus  und  enuittelu  zunächst  die  Einflußfläche 
für  Mi=^Moi  —  jffy,.    Nach  Aufzeichnung  der  g- Linie  machen  wir 


Xi 


ÄÄ'  =  1 .  — ^ ,  Rg.  222,  ziehen  die  Gerade  Ä'B\  bestimmen  auf  dieser 
Vi 


D'FlätA^^'f^ 


D'  Flacht /i'Mk 


Fig.  222. 


Fig.  223. 


Fig.  224. 


n^riächej/i-«^ 


Fig.  225. 


senkrecht  unter  i  den  Punkt  i\  verbinden  i  uud  Ä  und  tragen  schließ- 
lich die  dem  Felde  F^F^  entsprechende  Gerade  LJj^  ein.  Fassen  Tvir 
jetzt  die  in  Fig.  222  schraffierte  Fläche  als  Einflußfläche  für  die  Spaiui- 
kraft  D  auf,  so  ist  der  Multiplikator  dei*selben 


P-  = 


//. 
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Die  Einflußflächen  für  D  und  M^  haben  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen,  je  nachdem  die  Spannkraft  D  in  Kg.  215  links 
oder  rechts  um  i  dreht  Bei  Feststellung  dieser  Vorzeichen  sclüage 
man  zur  Vermeidung  von  Irrtümern  folgenden  Weg  ein.  Man  nehme 
eine  rechts  von  F^  gelegene  Last  P  an,  und  setze  zunächst  ff=0, 
betrachte  also  den  Träger  als  einfachen  Balken.    Am  linken  Auflager 

greift   dann  nur  Ä  =  P—=-  an,   und   man   erhält  aus   der  Gleichung 

AXi  —Dr,  =  0  mit  P=  1  den  Wert: 

Xi         ,   ^   b     Xi 
1 


=  n.i 


Xi 


=  M 


•? 


Ti  '  l        Vi 

wo  TQ^  die  unter  P  gemessene  Ordinate  der  Geraden  B'A"  bedeutet 
Für  den  Einfluß  von  H'  =  H  sec  a  hat  man  nun :  Hyt  -f-  Drt  =  0, 
woraus  D  =  —  fxlf,  weshalb  sich  im  ganzen 

ergibt^  woraus  für  den  vorliegenden  Fall  folgt:  daß  D  positiv  ist,  so 
lang©  ''lo7>  S[  ist  Erwägt  man  übrigens,  daß  die  Gerade  B'Ä"  die 
mit  Xi :  i/i  multiplizierte  -4-Linie  ist,  so  braucht  man  zur  Entscheidung 
der  Vorzeichenfrage  nur  den  Einfluß  von  Ä  und  H'  =^  H  sec  a  zu 
prüfen.  So  ündet  man  in  dem  in  Fig.  223  dargestellten  Falle,  daß 
A  sowohl  wie  H  eine  Zugkraft  D  hervorbringen,  und  folgert  dann, 
daß  die  Ordinaten  der  Geraden  B'Ä"  zu  denjenigen  der  H-Lime  zu 
fügen  sind,  und  daß  die  Einflußfläche  rechts  von  F^  positiv  ist  Auf 
dieselbe  Weise  prüfe  man  die  Figuren  224  und  225. 

Bislang  haben  wir  vorausgesetzt,  daß  der  Punkt  i  auf  dem  Zeichen- 
blatte liegt.  Fällt  er  über  dasselbe  hinaus,  so  läßt  sich  der  zur  Fest- 
legung der  Geraden  B'A"  die- 
nende Wert  x< :  y<,  sowie  der 
Multiplikator  p.  =  y.. :  r,  wie  folgt 
ermitteln.  Man  verlängere  die 
Gurtstäbe  0  und  CT  (Fig.  226) 
und  ziehe  an  beliebiger  Stelle 
eine  Gerade  ST  parallel  zu  dem 
links  an  den  fraglichen  Füllungs- 
stab Z>  sich  anschließenden  Wand- 
gliede  F^F'.  Hierauf  lege  man 
durch  S  und  T  Parallelen  zu 
AFj^  und  AF\  bestimme  deren 

Schnittpunkt  i^  und  messe  die  in  der  Fig.  226  mit  tq^,  $,,  p^  bezeichneten 
Strecken,    p.-  bedeutet  das  Lot  von  S  auf  den  Stab  D.    Man  erhält  dami: 


Vis.  226. 


■»)« 


P' 
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Der  Punkt  i  liegt  in  der  Geraden  Ai^^  was  bei  der  Vorzeichen- 
bestimmung zu  beachten  ist 

Auf  ähnliche  Weise  ließe  sich  auch  die  von  der  Geraden  A'B" 

jC 

(Hg.  222)  auf  der  Lotrechten  durch  B  abgeschnittene  Strecke  1  •   — 

ermitteln;  doch  ist  dies  nicht  nötig,  da  man  die  Gerade  A'B"  schneller 
auf  andere  Weise  bestimmen  kann.  Man  muß  nur  daran  denken,  daß 
der  Geradenzug  A'L^L^B'  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  J)  des 
einfachen  Balkens  ^J?  ist 


J)-I^7acheyu~^ 


Fig.  227. 


In  Kg.  227  ist  beispielsweise  die  D-Fläche  eines  rechtssteigenden 
Füllungsstabes  dargestellt  worden.  Punkt  i  liege  außerhalb  des  Blattes; 
daher  wurde  a:< :  y<  =  $,• :  t[i  gefunden.  Die  Hilfslinien  zur  Ermittlung 
von  i^  sind  wieder  ausgelöscht  worden.  %  ergab  sich  oberhalb  der  Ge- 
raden AB^   und  es  liegt  daher  auch  i  oberhalb  AB,    Die  Kräfte  A 


Xi 


und  //'  =  if  sec  a  erzeneren  in  B  Drücke,  weshalb  A'A"  =  1  —  *    nach 

oben   aufgetragen   Avurde.*)     Zur  Festlegung  der  Gemden  L^L^  und 
A'Lj^    wurden   zwei  Verfahren    angewandt,    ei-stens    die    Bestimmung 


*)  Die  if-Iinie  wollen  wir  stets  nach  unten  liegend  zeichnen. 
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des  XuUpunktes  X  auf  dem  im  I.  Bande,  §  30,  gezeigten  Wege, 
zweitens  durch  Ermittlung  der  Strecke  L^T^  welche  die  Geraden 
B'A"  und  -4'ß"  auf  der  Senkrechten  durch  den  der  belasteten  Gur- 
tung angehörenden  Endpunkt  F^  des  Stabes  D  abschneidet.  Wir 
wiesen  früher  das  (lesetz  nach:  Zerlegt  man  P=l  nach  den  Kich- 
tungen  von  0  und  D  und  ist  die  zu  D  parallele  Seitenkiaft  =  [D],  so  ist 

L^T^ID]^  vorausgesetzt,  daß  die  Einflußfläche  den  Multiplikator  1 
hat*).     Da  nun  im   vorliegenden  Falle  ein  Multiplikator  jji  =  —  ein- 

1  r 

geführt  ist,  so  muß  P=l  ersetzt  werden  durch       =1-—.    An  die 

Stelle  von  [D]  tritt  jetzt  der  in  Rg.  227  gefundene  Wei-t  Z.  Die  zweite  Be- 
stimmungsart der  Geraden  A'L^  und  L^L^  verdient  natürlich  den  Yorzug. 


Femer  ist  zu  beachten,  daß  die  Strecke  Ä'Ä"  =  1 .  -'=  Z)^  — ^ 

Vi  y^ 

ist,  wo  D^  den  absoluten  Wert  der  von  einem  Stützenwiderstande 
^  ==  1  im  fraglichen  Wandgliede  erzeugten  Spannkraft  bedeutet,  und 

ebenso  läßt  sich  B'B"  =  D«  —^  ans  der  durch  B  =  l  hei-vorgerufenen 

Vi 

Spannkraft  Ds  berechnen,  während  schließlich  1  -^  =  D^  gleich  dem 

absoluten  Werte  der  Spannkraft  infolge  einer  in  Ä  angreifenden,  von 
A  nach  B  gerichteten  Belastung  1  sec  a  ist.  Hiernach  kann  man  den 
linienzug  A'L^L^B'  mit  Hilfe  von  zweien  der  drei  Strecken:  A'A" 
=  2?^  :  Da,  B'B"'=  Dß :  Z>^  und  Z  bestimmen.**) 

Die  Benutzung  der  Spannkräfte  Z>^,  D^,  Dh  liefert  wohl  die  über- 
sichtlichsten und  schärfsten  Zeichnungen,  vorausgesetzt,  daß  man  die 
geringe  Mühe  nicht  scheut,  diese  Werte  durch  Rechnung  zu  bestimmen. 
Man  gehe  dann  von  den  Gleichungen  (36)  und  (38)  aus. 

Als  Beispiel  sei  hier  die  Er- 
mittlung der  Da.  Db^  Dh  für  den 
auf  S.  206  dargestellten  Sichelträger 
mitgeteilt;  denn  gerade  für  diese 
Träger  ist  das  fnigliche  Verfahren 
besondei"S  am  Platze.  Durch  die 
imteren  Knotenpunkte  1',   3',   5', 

7', ^vurden  senkrechte  Geraden 

gezogen,  welche  die  obere  Gurtung 
in  1,  3,  5,  7,  .  .  .  schneiden.***) 
Aus  den  Angriffsmoraenten  3fi,  Jl/^,  ^i&-  228. 

*)  Vergl  Band  T,  §  30. 
**)  Vergl.  auch  Band  I,  §  30;  dort  wni-den  die  Da  und  Db  mit  /)'  bezw.  D" 

bezeichnet. 

***)  Der  bequemeren  Schreibweise  der  Momente  wegen  ist  die  Bezeichnung  der 
unteren  Knotenpunkte  anders  gewählt  wie  in  Fig.  206. 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  15 
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M^  JU4,  3/q,  .  . .  findet  man  dann  für  jeden  Belftstungszustand  für  eine  linkssteigende 
Diagonale: 

Dm  COS  9»  =  -T ^ '-  z.  B.  D,  cos  9,  =  -r^ j-^ 

und  für  eine  rechtssteigende  Diagonale: 

D^cos^^^-J-J—j-  z.B.  Z),cos,,=  ^— ^. 

Den  Zuständen  J.  =  l,  5=1,  /r=l,   entsprechen  nun  für  den  Knoten  m 
der  Reihe  nach  die  Wei-te: 

Mm  =  l'Xm,      3/„  =  l-X„',       Mm=i  —  l-ym 

so  daß  man  z.  B.  für  D^  und  D«  die  Gleichungen  erhält: 

Einfluß  von  ^  =  1 ;  i)g  cos  95  ^  -7^ ^  ;  /^^  cos  9^  = j^ ; 

/I5         V14  Ag         Ar4 


a;j 


?? 


„    B=l;  /),  cos(}),  =  -;^ ^;/>,<,os94=  7   — -i-: 


/'. 


^5   . 


*•         A4 


,.         „    //=l;/),cos<p,  =  -|V--g-;/,.coS9«  =  ^--^. 

Die  Ergebnisse   der  Rechnimg   sind   in   den  folgenden  Tabellen  zusammentue- 
stellt  worden. 


m 

OCm 

x„  —  /  —  X« 

hm 

fjm 

hm 

JCm' 
hm 

1     y^ 

hm 

1 

1,0 

19,0 

0.245 

\  0,72 

4,082 

77,550 

2,939 

2 

2,0 

18,0 

0,565 

1,44 

3,540 

31,858 

2,549 

3 

3,0 

17,0 

0,725 

2,00 

4.138 

23,448 

2,769 

4 

4,0 

16,0 

0,985 

2,56 

4,061 

16,244 

2,599 

5 

5,0 

15,0 

1,085 

2,96 

4,608 

13,825 

2,728 

6 

6,0 

14,0 

1,285 

3,36 

4,669 

10,895 

2,615 

7 

7,0 

13,0 

1,325 

3,60 

5,283 

9,811 

2,717 

8 

8,0 

12,0 

1,465 

3,84 

5,461 

8,191 

2,621 

9 

9,0 

11,0 

1,445 

3,92 

6,228 

7,612 

2,713 

10 

10,0 

10,0 

1,525 

4,00 

6,557 

6,557 

2,623 

Einfluß  von 


/>,  cos  9,  = 

7^  cos  9g  = 

D^  cos  94  = 

Dt,  cos  95  = 

2>6  cos  9o  = 

7)7  cos  9,  = 

A  cos  98  = 

D^  cos  9q  = 

2?io  cos  9,0  = 


A  =  1 


+  0,542 
+  0,598 
+  0,077 
+  0,547 

—  0,061 
+  0,614 

—  0,178 
+  0,767 

—  0,329 


B=\ 


+  45,692 

—  8,410 
+   7,204 

—  2,419 
+  2,930 

—  1,084 
+  1,620 

—  0,579 
+  1,055 


//=1 


—  0,390 

—  0,210 

—  0,160 

—  0,129 

—  0,113 

—  0,102 

—  0,096 

—  0,092 

—  0,090 


Mit  Hilfe  dieser  Werte  lassen  sich  die  Einflußlinien  für  die  Spannlcräfte  D  oder 
was  zweckmäßiger  ist  —  für  die  Z>  cos  9  sehi-  schnell  auftragen.    Fig.  229b  zeigt 
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die  D,  ros  <p,-fTä(;he.  Die  Einflüsse  von  ,1  und  I[  haben  gleiche  Voi'Keii.'Leu  und 
es  wurde  daher  ^',1"  =  1  ■ -^r^j^  =  1,85  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  H- 
Fläehe  abgetragen,  damit  sich  die  Einflüsse  von  A  und  H  amnmieren.  Die  Uerade 
A'B~  knnnle  nicht  mittel  der  Sfreoke  B'B'^^  '^j^^:;lG,ö8  festgelegt  werden. 
da  dies  zu  viel  Platz  erfordert  hätte,  sondern  wurde  l>e«tinimt  mit  Hilfe  von 
FL,  =  -fs  ■  16,88  =  5,06.  Der  llultiplikator  der  gezeichneten  EinfluBflftchi-  ist 
^  =  0,096. 


Ä-l  i^-l  yf-l  ,y.l  .//'l 


'Wir  wollen  an  der  voiliefrenden  Figur  noch  die  Berechnung  der  Spaimkiifte 
infolge  einer  gleichfünnigeu  Belastung  erläotei-n  und  nehmen  zu  diesem  Zwecke  eine 
ständige  Beia-stung  y  =:  1,45'  f.  d.  m  der  Stützweite  und  eine  bewegliche  p  ^  2,6'  an. 
Die  Knutenlasten  and  dann:  </i  =  1,45- 2,0  =  2,9'  und  pl  =  2,6-2,0  =  6,2'.  Um' 
„„D^  zu  erhalten,  weitlen  die  Knoten  rccbt-i  von  Z),  nnr  mit  gi  belasfi't,  die  Knoten 
links  davon  mit  qi,=:{g-^p)).  =  S,V.    Man  mißt  nun: 

2  =  r„  +  'ru  +  t;.  =  7,92;     2  =  1), +  t„  +  il„  +  i],.  +  ^1,.  + th,  =  9,10 


und  erhält: 

„Z),  ( „s  <p,  =  n /?  1 X  ~  y  1  syi 


)  =  0.096  (8.1 .  7,a2  —  2,9  -  9,10)  =  +  3.ö'. 


■)  Vei-sl.  Seite  188.   Gi 
angegebene  Weg  schneller  z 


1  Ziele  führend  und 


lt(ilf'  —  ffF\;  doch  ist  dei- ■ 
sein  Ergebnis  genügend  «clia. 
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Voi-tauscht  man  g  und  7,  so  findet  man: 

n»ij>9  cos  9g  =  jjL  ///X2  —  gX2\  =  0,096  (2,9  •  7,92  —  8,1  •  9,10)  =  —  4,9'. 

Zu  diesen  Werten  tritt  notrh  infolge  Erwärmung  bezw.  Abkühlung  i)g  cos  9g=T(A//f*). 

In  den  vorstehenden  Untersuchungen  wurden  sämtliche  Einflußf lachen  aiLS 
derselben  //-Linie  mittels  Ziehen  wenigc»r  Geraden  abgeleitet.  Dieses  einfache 
Verfahren  führt  bei  den  Gurtstäben  stets  zum  Ziele,  versagt  aber  zuwoUen  be^ 
Berechnimg  der  Spannkräfte  in  den  Wandgiiedern;  denn  hier  kann  es  bei  sehr 
nahe  an  der  Geraden  AB  liegenden  Punkten  i  vorkommen,  daß  die  Werte  Xiiy,- 
(bezw.  DjL :  De)*  welche  bei  endlichem  Xi  mit  y<  ^  0  unendlich  werden,  sehr  groß 
ausfallen,  und  daß  infolgedessen  die  fraglichen  Einflußflächen  zu  viel  Platz  be- 
anspmchen.  Das  Herausziehen  eines  Multiplikators  muß  dann  unterbleiben;  die 
Einflußfläche  ist  zunächst  für  //=0  aufzutragen,  und  hierauf  muß  der  Einfluß 
von  //  mit  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  hinzugefügt  werden.     In  dem  zuletzt 

(0  178  \ 
statt    .v\^ß  1 

imd  /'/>,=  ^^  »1,62  (statt  -77^*  ^L,^  )  machen,  und  schließlich  wüitle  man  die 
10  \  10      0,096  / 

//-Linie  durch  die  (0,096  //)-Linie  ersetzen,  wobei  die  Multiplikation  der  Ordinaten 

n  mit  0,096  am  übei-sichtlichsten  mit  Hilfe  eines  Winkels,  dessen  Tmigente  =  0,096 

ist,  ausgeführt  wird. 

Der  Verfasser  pflegt  dieser  letzteren  Darstellungsweise  nach  Möglichkeit  aas 
dem  Wege  zu  gehen,  indem  er  gleich  von  vornherein  die  //-Linie  nach  zwei  ver- 
schiedenen Maßstäben  (imter  Umständen  auch  noch  nach  einem  dritten  sehr  kleinen 
Maßstabe)  aufträgt  und  dann  die  größere  //-Linie  zur  Untersuchimg  aller  GurtstäV)e 
benutzt,  die  kleinere  zur  Berechnung  der  Füllungsglieder.  Nur  bei  den  Wandgliedern 
von  Sichclträgern  sind  diese  Maßregehi  zuweilen  fnichtlos. 

Bezügli(?h  der  Einführung  wagerechter  Nullachsen,  sowie  der  übereicbtlicljen 
Zusammenstellung  der  Einflußflächen  und  der  Ergebnisse  der  Rechnung  verweisen 
wir  auf  Nr.  73. 


c.   Vollständiges  Zahlenbeispiel. 
Berechnung  einer  EisenbahnbrUcke  mit  Bogenträgern. 

(Tafel  3  und  4.) 

85.   Eine  eingleisige  Eisenbahnbrücke  soll  zwei  Hauptträger  mit  den  in  Fig.  230 
auf  Tafel  3  angegebenen  rüngenabmessungen  erhalten.    Die  Knotenpunkte  der  unteren 

(iurtungen  liegen  auf  einer  Parabel;  die  obere 
Gurtung  ist  wagerecht.  Das  Gewicht  der  nach 
Fig.  231  angeordneten  Binickenbahn  beträgt 
700*^  f.  d.  Meter  Gleis  und  das  Gewicht  der 
l)ei(len  Uauptträger  und  des  Querverbandes 
wird  mit  150  + 30/  =  150  +  30  •  20=  750*» 
in  Rechnimg  gestellt.  Es  ist  dann  für  jeden 
Haiiptträger  </  =  J  (700  +  750)*^,  nüthin  die 
ständige  Belastung  eines  Ti'ägerfeldes:  g\=- 
1450^^  =  1,45*.  Die  Raddrücke  und  Radstände 
der  Fahrzeuge  sind  in  Fig.  242  (Tafel  3)  an- 
gegeben worden.  —  Gesmlit  sind  die  Spannkräfte  und  Querschnittsabmessungen 
df>s  Haui)tti*ägers. 

*)  Wie  man  //«  in  die  Reohnung  einführt,  d;inilM*r  gibt  das  in  Nr.  85  belumdelte 
vollständige  Zahlen! umsjmcI  Auskunft. 


Fig.  231. 
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1.  Die  H'Linie  des  vorliegenden  Trägers  ^Tirde  bereits  in  Nr..  81  (Seite  212, 
Fig.  211)  berechnet.  Das  Querschnittsverhältnis  FoiFu  ist  gleich  1  gewählt;  dem- 
selben entsprechen  die  in  Fig.  240  eingeschi-iebenen  "Werte  //. 

2.  Die  Spannkräfte  Sg  infolge  der  ständigen  B(*iastung  wuitlen,  nach  Be- 
rechnung von  /J^=12,5**)  in  Fig.  232,  mittels  eines  Cremonasohen  Kräfteplanes 
bestimmt  und  hiei-auf  in  die  Fig.  233  eingetragen. 

3.  Die  Spanfikräfte  Sp  infolge  der  beiveglivhen  Belastung  sind  mit  Hilfe  von 
Einflußlinien  nach  dem  in  Nr.  84  gelehrten  Verfahi*en  bestimmt  worden.  Dabei  waren 
einige  Vereinfachungen  möglicn,  die  sich  aus  der  gewählten  Trägerform  ergeben. 

Liegt  in  Fig.  221  der  Pimkt  m  der  imteren  Gui^tung  auf  einer  Pai-abel  von 

der  Gleichung  ym=     —  Z  — ,   so  erhält  man  für  den  Abstand   des  Punktes  m  * 

r  f         X.  l 

von  der  Geraden  J.'5' den  Ausdruck:  .IM"  •     !"    =1—^     7    =  !--.-•,  und  es  ist 

/  gm      l  4/ 

daher  der  Ort  von  m'  eine  zu  XB'  parallele  Gerade.     Im  ^vorliegenden  Falle  ist 

/  =  20'"  und  /'=2,5'",  mithin  —  =  2,0*,  und  durch  diesen  Wert  sind  sämtliche 

0- Flächen  bestimmt;  vergl.  Fig.  240,  in  der  die  0, -Fläche  durch  Schraffierung 
hervorgehoben  ist,  und  welche  die  Ordinaten  der  auf  wagerechte  Nullinien  bezogenen 
0-Flächen  liefert. 

Fig.  2*41  enthält  die  Darstellung  der  Einflußflächen  für  L'„  Lj,  IJ^^  l\.  Behufs 
Ermittlung  der  (schi-affierten)  L^ -Fläche  wurde  ^14"  gleich  dem  für  den  oberen 
Knotenpunkt  4  berechneten  Werte  x^:yoi  =  x^:h0  =  ^*  gemacht,  sodann  auf  der 
Geraden  ^"B  der  Punkt  4'  lotrecht  unter  4  bestimmt  und  die  Gerade  Ä^'  gezogen. 
Da  nun  y«  den  festen  Wert  ho  besitzt  und  die  Trägerfelder  glei<?h  lang  sind,  so 
zerlegen  die  den  Knotenpunkten  1,  2,  3  entsprechenden  Pmikte  1",  2",  3"- die 
Strecke  ^.4"  in  gleiche  Teile**),  und  dimiit  sind  die  Einflußflächen  für  T",,  l  j,  l\ 
bestimmt.  Für  den  ei-sten  Stab  der  unteren  Gurtung  erhält  man  L\z=H^ü^:^^ 
=  1,097  H  und,  da  die  in  Fig.  240  oberhalb  der  //-Linie  eingezei(^hnete  Laststellung 
den  HorizontaLschub  /r,  =  SPT)  =  43,2«  erzeugt,   L^,p=  1,097  •  43,2  =  47,4*. 

Die  Ermittlung  der  Spannkräfte  in  den  Füllimgsstäben  wird  durch  den  Um- 
stand vereinfacht,  daß  sich  die  Gurtistäbe  Om-\  imd  T^  in  dejnselben  Punkte  i 
schneiden  wie  0«  und  Um-  Hat  man  also  in  Fig.  234  die  />4-Fläche  mit  Hilfe  von 
AA^z=:Xi^'.ho  als  den  TTntei-schied  der  von  Geraden  begrenzten  Fläche  AL^L^BA 
imd  der  ^-Fläche  erhalten,  so  findet  man  die  r,-Fläche  (indem  man  Lj/,  durch 
L'L"  ersetzt)  als  den  Unterschied  der  Fläche  AL'IJ'BA  und  der  //-Fläche."  Links 
von  Fq  und  rechts  von  F,  stimmen  also  die  Einflußflächen  für  D^  und  \\  überein; 
die  Vorzeichen  sind  jedoch  entgegengesetzte,  auch  sind  die  Multiplikatoren  vei-schieden, 
nämlich  jji=:Äo:r4  für  die  D^-Fläche  und  |jl  = /i«» :  (x,*  —  Jg)  ^^r  ^^^  IV^läche.  Es 
liefert  also  die  Fig.  244,  welche  die  auf  die  //-Linie  als  gebnx'hene  Nullachse  be- 
zogenen /^-Flächen  enthält,  auch  sämtliche  U-Flächen***). 


)  Vergl.  Seite  213;  dort  wui-de  für  </X  =  2,90*  der  Wert  //^  =  25.0*  gefunden. 
)  Hieraus  folgt,  daß  die  Rmkte  1',  2',  3',  4'  auf  einer  Parabel  liegen,  deren 


Pfeil  =  1  --r-  ist. 


***\ 


^)  Wir  heben  noch  hervor,  daß.  sich  die  Uo-Fläche,  wegen  1*0  = -4  —  //tgfi 
=  tg  Yi  ( J.  cotg  Yi  —  /T),  auch  als  den  Untei-schied  der  vi  cotgYi- Fläche  und  der 
//-Fläche   deuten   läßt.     Der   Multiplikator   ist  =  1  tg  Yj  =  3,0  :  6,67  =  0,45.     Die 

^ cotg  Yi -Fläche  ist  ein  Dreieck  AA^B^  welches  bestimmt  ist  durch  .4^,  =  1  cotgYi 
=  6,67  : 3,0  =  2,22. 
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Nach  Aufzeichnung  der  Einflüßflächen  wurden  auf  den  Tafeln  3  und  4  die 
gefährlichsten  Zugstellungen  durch  Probieren  bestimmt  und  die  denselben  ent- 
sprechenden Werte  SPiQ  und  2Py)  ermittelt;  letztere  sind  nebst  den  Multiplikatoren 

+  — 

auf  den  Tafeln  angegeben.    Die  Multiplikation  der  Ordinaten  r\  mit  den  P  ist  mit 

Hilfe  von  Maßstäben  ausgeführt  worden.  So  wurde  z.  B.  auf  Tafel  3  die  if-Iinie 
im  Maßstabe  1'  =  25"**  angetragen,  und  hierauf  wurden  die  den  Haddrücken  6,5^  imd 
4,5*  entsprechenden  Ordinaten  der  Einflußlinien  mit  den  Maßstäben  6,5'=:25"*" 
bezw.  4,5 '  =  25"""  gemessen.  Für  die  Füllungsstäbe  wurden  auf  Tafel  4  kleinere 
Maßstäbe  gewählt. 

•    Die  Berechnung  der  von  der  beweglichen  Belastung  herrührenden  Spannkräfte 
Sp  erfolgte  nach  den  Formeln: 

Sp  =  |JlS  /^IQ;      min  ^i»  = lk'SI\ 


Die  Ergebnisse  wui-den  in  Fig.  236  zusammengestellt. 


w 


Fig.  234. 


4.  Einfluß  der  Temperaturänderung.  Außer  den  Spannkräften  Sg  und  8p  ent- 
stehen infolge  einer  (hier  gleichmäßig  vorausgesetzten  Änderung  der  Aufetellungs- 
Temperatur  um  t?  noch  Spannkräfte  Ä«,  deren  absolute  Werte 

sind.  Hinsichtlich  der  Vorzeichen  ist  zu  beachten,  daß  ein  positives  Ht  in  der  oberen 
Gurtung  und  in  den  Vertikalen  Zugspannungen,  in  den  übrigen  Stäben  Druckspan- 
nungen erzeugt.  Wird  <  =  ±  35  **  C.  angenommen,  so  ist  (nach  Seite  208)  abgerundet 
/r«==±460Fo,  wo  ixLY  Fo  zur  Sicherheit  der  größte  Obergurtquerschnitt  (der  immer 
einem  der  mittelsten  Felder  angehören  wird)  gesetzt  werden  soll;  dei-selbe  wird  wie 
folgt  berechnet. 

Die  obere  Gurtung  wird  vorwiegend  auf  Dnick  beansprucht  Ist  also  a  die 
zulässige  Spannung,  so  muß  sein: 


und  hieraus  folgt: 


=  — jji2Ptl  +  0^  —  |i 460  Fo 

}k^PT  —  Og 


F«  = 


a  —  460  |i 
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Für  das  5.  Feld  ist  jji==5,0,   'SPii  =  8,9,    0^  =  — 10,0  mithin,   wenn  a==700*»' 


1  d.  <jrcm  =  7000*  f.  d.  qm  gestattet  wird, 

5,0 . 8,9  +  10,0 


F.=z 


=  0,0116^7». 


7000  —  460 . 5,0 
Für  das  4.  Feld  ergibt  sich: 

^•=W^-w:^4^ =«'«>«' <«'«"«' 

und  man  findet  daher 

Ä  =  ± 460 i^o»«  =  ±460. 0,0116  =  ±5,3«  und  iSi  =  ±5,3jji. 

Die  hiemach  berechneten  Spannkräfte  St  sind  in  die  Y\g,  235  eingetragen  worden; 
die  oberen  Vorzeichen  gelten  für  den  Fall  einer  Zunahme  der  Temperatur. 

5.  Die  Qesamtapannkräfte,  welche  durch  Zusammenzählung  der  Einflüsse  der 
ständigen  und  beweglichen  Belastung,  sowie  der  Temporaturänderung  erhalten  werden, 
sind  in  die  Fig.  237  eingeschrieben  worden. 

6.  Über  die  gewählten  Stabquerschnitte  und  die  größten  Beanspruchungen  gibt 
die  folgende  Tabelle  Aufschluß.  Zu  derselben  ist  zu  bemerken,  daß  die  untere  Gurtung 
in  der  Nähe  des  Scheitels  denselben  Querschnitt  erhalten  hat  wie  die  obere  Gurtung, 
damit  die  in  die  Rechnung  eingeführte  Annahme  J^« :  ^«  =  1  erfüllt  werde.  Bei  den 
vorzugsweise  auf  Druck  beanspruchten  Gurtstäben  und  Vertikalen  wurden  die  Niet- 
löcher nicht  in  Abzug  gebracht,  wohl  aber  bei  den  von  größeren  Zugkräften  er- 
griffenen Diagonalen. 


Obere  Gurtung.    I  =  p  =  Querschnitt  I 


Feld 

Winkeleisen- 
sorte 

Inhalt  des  vollen 
Querschnittes  F 

Größte  Spann- 
kraft S 

S 

5  u.  4 

3 
2  u.  1 

10 .  15 . 1,2  cm 

10.10.1,0  „ 

7-    7.0,9  „ 

•    Unter 

1 

114  qcm 

76    „ 

47    „ 

e  Ourtung.    (dt  — 

81000*5^ 

50000 

30000 

Querechnitt.) 

710*»  f.  d.  q<ym 

ooU      „  „     „ 
"4Ü      „   „     „ 

Feld 

Winkeleisen- 
Rorte 

Inhalt  des  vollen 
Querschnittes  F 

• 

Größte  Spann- 
kraft S 

s 

"-  F 

5  u.  4 
3,  2  u.  1 

10  •  15  •  1,2  cm 
10.10.1,3  „ 

IHi 

114  qcm 
97     „ 

ußonalen.     ( T  f"  —  Q^ 

66000*» 
67000 

lerschnitt.) 

580*5^  f.  d.  qcm 

690      „  „     „ 

Feld 

Winkeleisen- 
Rorte 

Inhalt  des  vollen 
Quei*schnittes  F 

Größte  Spann- 
kraft S 

5  u.  4 
3 
2 
1 

14  .  14  . 1,4  cm 
11 .  11 . 1,3  „ 

9-   9.1,3  „    ! 

9.    9.1,1  „ 

74  qcrtf 
54    „ 
43    „ 
37    „ 

39000*^ 
29000 
27000 
21000 

580*»  f.  d.  qcm 
bUU      „  „     „ 
720      „  „     ., 

bou      „   „     „ 

♦)  d  =  Nietdurchmesser  =  2,2  rw;  8  =  Eisenstärke  =  1,4,  1,3  und  1.1  cm. 
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Vertikalen.     ("1  p  =  Querschnitt.) 
TMnkeleiseusoi-te  diu-chweg  7,5 -7,5 -1,2;  F=iSSqcm;  *S'=21000*y 

21000  nir^,.     t     ^ 

a  z=  =  640*g  f.  d.  qrm. 

OD 

Die  Knickfestigkeit  der  gediückten  Stäbe  wiixl  um  besten  mittels  der  Eulei-schen  Formel 
beurteilt.  Hiernach  soll  das  kleinste  Trägheitsmoment /'des  Quei-schnitts  bei  öfacher 
Sicherheit  mindestens  sein: 

'  ""^reTfiT""  10-2000000' 

wo  8  die  Stablänge  in  cm  bedeutet.    Für  die  ei-ste  Diagonale  ist  z,  B.  erforderlich: 

5 -10000 -290«  _ 
10.2000000    --^^"' 

hingegen  vorhanden:  J=  2  •  139,7  =  279,4.  Auf  dieselbe  Weise  überzeugt  man  sich, 
daß  auch  die  übrigen  Stäbe  genügende  Sicherheit  gegen  Knicken  bieten. 

7.  Einfluß  des  QiterschnütsverhlUtnisses  Fo'.Fu.  Es  sollen  noch  einige  Rech- 
nungsergebnisse mitgeteilt  werden,  welche  den  Einfluß  des  Querschnittsverhältnisses 
Fo'.Ftt  auf  die  Spannkräfte  klarlegen.  Nimmt  man,  anstatt  Fq.  Fu^=l.  einmal 
Fo'.Fu=^0^1^  sodjmn  Fo'.Fu=^  1^2  an,  so  erhält  man  die  folgenden  Ordinaten  der 
//-Linie  und  Werte  Hg  imd  //«:*) 

^^>  —  1,0,37 j    ^ ^    ^*  —  1,0,73; '  ^»  —  U,06; '  ^*  ~  U:32 j '  "^  —  U,42/ ' 

und  hieraus  ergeben  sich  für  den  am  stärksten  beanspruchten  Obergurtstab  O^  die 
Werte: 

?'^-(i5;?)-.'^v=Ga) 

Der  erforderliche  Quei*schnitt  /«  ist  dalier  (vergl.  Seite  227) 

-..      ^o  f.„  j^y  5,0  •  7,0  +  7,5  ^  nnad 

für  -^  =  0,7  K  =  ,yyo  _  ^T— -  =  0,0099  gm 


für  .;,^  =  1,2  F.  =  ^fL!^"^"^^  =  0,0127  ,m. 


>«  ~"  *'"  '  "  ~    7000  —  5  .  410 

während  sich  für  /;:/«=  1,0  der  Wert  /;  — 0,0116  */y«  ergab. 
Der  Horizontalsc^hub  infolge  einer  Tem|)eratuiänderung  wird 

A/  _  4.  /»40 . 0,0099\  _   .    /5,3\' 
^'  —  -  1420 . 0,0127/  —  "^  \b,s} ' 

er  stimmt  idso  mit  dem  für  Fo:F^=l  berechneten  //<  =  +  5,3'  überein,  so  daß 
die  in  Fig.  235  zusammengestellten  Spannkräfte  St  gültig  bleiben. 

Für  den  Untergurtstab   ^'4  (der  stärker  beanspnuht  wird  als   l\)  findet  mmi 

?''"  =  (";?);    '''=^-i^S)-^  .S',  =  -17,9;  ,.  =  3,37 
,„  f\=-  y.-^LPr^  +  S,  +  S.  =  -  g^). 


tuti 


Diesen  Sp^rnnkräften  würden  bei  einer  zulässigen  Tnans[)ru(.'hnahme  von  a  =  700*i' 
f.  d.  qem  die  Quei-schnitte 


*)  Vergl.  Nr.  81,  S.  213. 

**)  In  den  folgenden  Wertangaben  bezieht  sich  die  obere  Zahl  auf /""o: /^„  =  0,7, 
die  untere  auf  /, :  /«  =  1,2. 
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7ß  ß4 

^-  =  ÖTTÖÖ  =  ^^  «'"'"  ^'^-  ^'  =  0,705  =  ^^  '"" 

genügen,  ä  isf  jedoch  erforderlkh,  dojf  in  die  Rechnung  eingeführte  Qtferscfinitts- 
Verhältnis  Fo :  F^  auch  der  Ausführung  %/ugrunde  xu  legen,  oder  sich  doch  dem- 
selben möglidist  xu  mütem,  da  dieses  Verhältnis  von  bedeutendem  Einfluß  auf  die 
Beanspruchung  namentlich  der  oberen  (iui'timg  ist;  imd  es  empfiehlt  sich  daher,  die 
soeben  berechneten  Querschnitte  F^  zu  ersetzen  durch 

Fo         99 
0,7" 


JFL  =  -:^l-  = 


F  127 

==  142  qcm  bezw.  durch  J*«  =     *  =  — —  =  106  qcm. 


Für  die  Ausfühnmg  wäre  mm  streng  genommen  deijenige  Wert  Fo :  F^  zu  er- 
mitteln, der  den  billigsten  Träger  liefert,  welche  Fordenmg  man  im  vorliegenden 
Falle  auch  durch  die  des  kleinsten  Tiägergewichtes  ersetzen  darf.  Die  genaue  Be- 
antwortung dieser  Frage  würde  aber  sehr  müLsame  und  zeitraubende  Rechnungen 
verlangen  und  kann  daher  nur  angenähert  gegeben  werden.  Dazu  beachte  man,  daß 
von  den  äußeren  Kräften  uui;  der  Horizontalschub  H  von  F^ :  Fu  abhängt  und  der 
Einfluß  einer  Änderung  von  //  desto  größer  wird,  je  größer  (ji  ist.  Da  die  Wei*te  y. 
der  Gurtstäbe  nach  den  Kämpfern  hin  abnehmen,  so  werden  auvla.  die  Unterschiede 
der  Stabkräfte  für  verschiedene  Fo :  Fu  in  den  äußeren  Feldern  kleiner  sein  als  in 
den  mittleren.  Dies  zeigt  in  der  Tat  die  folgende  Tabelle,  welche  die  absoluten  Werte 
•ler  größten  Spannkräfte  angibt. 


K :  F, 

0, 

<\ 

0,  i  (\ 

0,  \  l\ 

r. 

^'a 

l\ 

Vx 

0,7 

69 
81 



89 

6B 
71 
73 

46  29 

13 
13 

14  ' 

69  1  76 

73 
65 
64 

70 

64 

'63~ 

72 

67~ 

65 

1,0 
1,2 

50 
50 

30 
32 

61 
57 

66 
64 

Ton 

neu 

Da  nun  weiter  eine  Änderung  von  H  auf  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben 
einen  bedeutend  geringeren  Einfluß  hat  als  auf  die  Guilkräfte,  so  ist  ei-sichtlich,  daß 
es  hauptsächlich  darauf  ankommen  wird,  das  Gewicht  der  Gurtungen  der  Mittelfelder 
miteinander  zu  vergleichen.  Dieses  Gewicht  ist  proportional  F^  -[-  ^«?  weshalb  wir 
noch  folgende  Zusammenstellung  geben, 


Fo :  Fu 

F 

Fu 

Fo  +  Fu 

0,7   , 

99 

142 

241 

0,8 

105 

131 

136 

0,9   , 

111 

123 

234 

1,0   , 

116 

116 

232 

1,2   1 

1 

127 

106 

233 

qcm 

aus  welcher  henorgeht,  daß  sich  wesentliche  Unterecliiede  in  den  Gewichten  der 
für  die  letzten  vier  tiuei"schnittsverhältnisse  berechneten  Ti^äger  nicht  herausstellen 
werden.*)  Das  Ergebnis,  daß  in  der  Nähe  von  Fo:Fu  =  l  eine  Ändenmg  dieses 
Wertes  nur  eine  geringe  Änderung  von  Fo  -\-  Fu  nach  sich  zieht^  fand  der  Verfasser 


*)  Man  enväge  auch,  daß  sich  bei  Ausarbeitung  des  Entwurfs  stets  Abweichungen 
zwischen  den  berechneten  und  schließlich  gewählten  Quei-schnitten  ergeben  werden. 
Z.  B.  haben  wir  vorhin  F=z  llß  durch  F=114  ei-setzt. 
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auch  in  anderen  Beispielen  bestätigt,  und  dies  ist  der  Grund,  der  ihn  veranlaßte. 
dem  Werte  F« :  F«  =  1  den  Vorzug  zu  geben,  um  so  mehr,  als  die  gleichartige  Aus- 
bildung der  beiden  Gurtungen  in  der  Nähe  des  Scheitels  (Vei-wendung  derselben 
Eisensorten)  nur  Vorteile  bietet 

8.  Berücksichtigung  der  Ijängefufnderungen  der  Füllungsstäbe  bei  Ermittlutig 
der  H-Linie.  Bei  Berechnung  der  Ä-Iinie  wurden  bislang  die  Formänderungen  der 
"Wandglieder  vernachlässigt  und  auch  hinsichtlich  der  Querschnittsänderung  der  Gur- 
timgen  Annahmen  gemacht,  welche  der  Wirklichkeit  nicht  ganz  entsprechen.  Es 
erscheint  daher  nicht  unwichtig,  die  Zulässigkeit  jener  Voraussetzungen  zu  prüfen. 
Wir  wollen  die  genauere  Berechnung  der  H-hinie  nach  drei  verschiedenen  Verfahren 
durchführen. 

Erstes  Verfahren,    Es  werden  die  Spannkräfte  iS'für  den  Zustand  /f=  —  1 

S's 
(Figur  246,  Tafel  4)  und  die  denselben  entsprechenden  lÄogenänderungen  A«  =  r^*) 

(Fig.  247)  berechnet,  am  besten  für  ^=1,  und  nun  wird  für  diesen  Zustand  ein 

Williotscher  Verschiebungsplan  gezeichnet.    Der  Knotenpunkt  V  und  die  Richtung 

des  Stabes  Vb  (vergl.  Fig.  246)  werden  zimächst  festliegend  gedacht;  es  fällt  dann 

V  und  (da  der  Stab  Fö   spannungslos   ist)   auch  5'  mit  dem  Pole  0  zusammen. 

Nach  Bestimmung  der  Punkte  4',  1V\  3',  in\ 0',  A\  welche  auf  die  iji 

Nr.  32  beschriebene  Weise  erfolgt,  ist  man  imstande,  die  Biegungslinie  für  den  Zu- 
stand Hz=s  —  1  zu  zeichnen  und  die  Änderung  Ä^  der  Stützweite  anzugeben.  Diese 
letztere  ist  doppelt  so  groß,  wie  die  wagerechte  Verschiebung  von  A  gegen  den 
Knotenpunkt  F,  nämlich 

5^  =  2.2200  =  4400*"". 

.  Aus  den  in  die  Fig.  245  eingeschriebenen  Oitlinaten  Sq  ,  dj ,  .  .  .  .  der  Biegungslinie 
erhält  man  nun  die  Oixlimiten 

"- = 1  -J" 

der  /f-Linie,  nämlich 

„       5930      ,  „.     „       6400      ,  ,„ 
^•  =  000=^'*' '^•  =  4450=^'**  = 

dieselben  weichen  von  den  früher  berechneten  Werten: 

0;   0,38;   0,74;   1,09;    1,36;    1,47 

nur  unwesentlich  ab.  Man  findet  nun  weiter  Hg  =:  12 fi*  (statt  12,5*)  und  für  den 
Stab   Oe:2Pti  =  8,3'  (statt  8,9'),  erhält  also  nahezu  dieselben  Spannkräfte  Sg  und 

*S^  wie  früher. 

Nur  für  Ht  findet  man  einen  wesentlich  anderen  Wert,  nämlich  (nach  Seite  144) 

fl;=  +  l^")=  +  gi^  =  ^QQ»-Q'Q°QQ^'-^'-^  =  ±3,8>  (statt  6^0. 
~      8^  ^j,  4400 

Im  Obergui^tstabe  0^  verursacht  also  eine  Temperaturänderung  um  ^  =  35*  Cels. 
eine  Spannkraft:  .S',  =  4:5  «3,8==:  4:19'  (statt  +  26,5').  Worin  diese  Abweichung 
ihren  Gnind  hat,  ist  bereite  auf  Seite  204  gelegentlich  der  Untersuchung  der  Douro- 

*)  In  diese  Foi-mel  sind  die  vollen  Que!"S(^hnitte  einzusetzen;  dieselben  sind  in 
Figui-  238  auf  Tafel  3  ziLsammengestellt  woi-den,  die  Stablängen  in  Fig.  239. 

**)  Die  Multiplikation  des  Zählers  mit  F  ist  erforderlich,  weil  Ha  für  J^=1 
berechnet  wuitle.  Zu  beachten  ist  fernei-,  daß  /  in  dm  und  E  in  Tonnen  f.  d.  ^rfm 
auKzudriic^ken  sind. 
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Brücke  heiTorgehoben  worden;  es  ist  ein  Vorzug  der  Näheningstheorie,  für  11%  stets 
zu  große  Werte  zu  liefern,  da  gerade  die  Schätzung  von  t  auf  sehr  unsicherer  Grund- 
lage beruht,  und  es  sich  deshalb  dringend  empfiehlt,  nicht  zu  günstig  zu  rechnen. 
Zu  beachten  ist  auch,  daß  ein  Ausweichen  der  Widerlager  um  A/  eine  Änderung 

von  H  um  AH= — 1  — ^ —  verursacht,  so  daß  beispielsweise  dem  kleinen  Werte 

o^ 

A/  =  5"— =  0,05'"*  bereits 

„  200000  »0,05  ^^, 

entspricht. 

Äls'  xtceitea  Verfahren  wählen  wir  das  im  §  2  beschriebene  Stabzugverfahren 
imd   berechnen   zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  Ändeinmgen  A^  der  oberen  Rand- 


irSSJn K-TZSZl N  mmmA    1 l»v»w>     .' ^rvAM«  ! 1 TQ 


Fig.  243.' 


Winkel  &.    In  Fig.  243   geben  die  auf  den  einzelnen  Stäben  stehenden  Zahlen  die 

Spannungen  a'  =  -^  für  den  Zustand  ir=  —  1  in  Tonnen  für  das  qdrn  an  und 

die   in  die  Winkel  eingeschriebenen  Zahlen  die  Cotangenten  dieser  Winkel.*)    Die 
Änderung  von  ÜJg  wird  beispielsweise  (für  J5  =  1) 

AÄ,  =  2,222  (2,43  +  3,07)  +  0,450  (2,43  + 1,52)  +  0,150  (2,%  + 1,52)  +  2,122 

(2,96  —  2,35)  +  0,300  (—  0,76  —  2,35)  =  +  15,03, 

und  auf  diese  Weise  erhält  man: 

AiJo  =  — 2,42;    A^i=  +  5,33;    A^,  =  +  7,93;    A^s  =  +lö,03;    A%=:  + 33,54; 

A^8  =  + 46,94. 

Wird  nun  zunächst  der  Stab  Vh  festgehalten,  so  sind  die  Drehungswinkel  ^ 
der  Obergurtstäbe  (5)  (4)  .  .  .  (1)  sowie  der  Endvertikale  (Ao): 


*)  Fig.  243   wurde   verzerrt   gezeichnet,   damit   die  Zahlen   in  der  Nähe  des 
Scheitels  Platz  fanden. 
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+5  =  i At>5  =  23,47 ;   +^  ==  ^^  +  ASr^  =  57,01 ;   i^,  =  4>,  +  A5,  =  72,04  u.  s.  w. 

^  =  79,97 ;  ^^  =  85,30 ;   ^o  =  82,88 
und  die  den  Stäben  outsprechenden  Werte  p  (d.  i.  Drehungswinkel  mal  Stablänge)*) 

Pb  =  20 .  23,47  =  469,4'";  p^  =  20  •  57,01  =  1140,2*";  p,  =  20  •  72,04  =  1440,8'-; 
p,  =  20 .  79,97  =  1599,4'";   Pi  =  20  -  85,30  =  1706*";     po  =  30  -  82,88  =  2486,4'". 

Berechnet  man  nun  noch  die  (in  Fig.  247  zusammengestellten)  liingenänderungen 

A(5)  =  — 87,7,  A(4)  =  — 70,2, A(l)  =  — 18,3,  AÄo  =  — 40,9  der  Stäbe  (5), 

(4),  ....  (1),  ho  und  reiht  (nach  Fig.  245)  die  Strecken 

A(5),  P5,  A(4),  p4,  A(3),  p„ AAo,  Po 

aneinander,  so  erhält  man  dieselben  ] linkte  4',  3',  ....  J.',  deren  Lagen  vorhin 
mittels  des  "Williotschen  Verfahrens  festgelegt  woi-den  sind.  Das  Stabzugverfahren 
erfoixlert  etwtis  mehr  Zeit,  liefert  al>er  übei-sichtlichere  und  vor  allem  genauei*e 
Zeichnungen. 

Das  dritte  Verfahren  l)e«teht  in  der  Herleitung  der  Biegungslinie  aus  den 
Momenten  M  eines  einfac^hen  Balkens,  der  mit  den  Gewichten  A^i,  A^j,  ...  A^b* 
belastet  w^ird.     Mim  findet  für  diese  Momente  die  Werte 

3fi  =  1706,0;    Jl2=  3305,4;    .¥>  =  4746,2;    3/^  =  5886,4;    -Vb  =  6355,8, 

fügt  zu  denselben  die  Verkürzung  (40,9)  der  Endvertikale  (Fig.  247)  und  erhält 

«1  =  1746,9;    «,  =  3346,3;   «8  =  4787,1;    «4  =  5927,3;   «b  =  6396,7. 

Die  dem  Zustande  H=  —  1  entsprechende  Änderung  der  Stützweite  wird  nach 
Gleich.  (4)  auf  Seite  98  (mit  7?=  1) 

«x==ÄoSAä  +  XS<j' 

=  30  [46,94  +  2  (33,54  +  15,03  +  7,93  +  5,33  —  2,42)] 
—  20  (4,39  +  3,51  +  3,07  +  2,43  +  0,91)  2  =  4400,4 
und  es  ergibt  sich  daher: 


'^Ö* 


„        8,  40,9        „,.,     „       1746,8       ... 

^'' =  "87  =  4400;4  ="'"''  ^'=4405:4="'*«'  "" '*•  ^^- 

Ein  vierten  Verfahren  wüixie  in  der  Berechnung  der  «-Linie  juif  dem  in 
Nr.  47  gezeigten  Wege  bestehen.  Die  Crewiehte  w  werden  hier  unmittelbar  aus 
den  liingenänderungen  der  Stäbe  berechnet,  während  die  Bestimmung  von  «^.  nach 
Nr.  48  zu  -erfolgen  hat.  Wir  halten  die  Dui"chführung  der  Zahlenrechnung  für  ent- 
behi'lich,  da  dieses  Vorfahren  bereits  auf  Seite  126  bis  128  durch  ein  Beispiel  er- 
läutert woi'den  ist. 

d.   Einführung  der  Kämpferdrucklinie  und  der  zweiten  JF-Linie. 

86.  Die  Eämpferdraoklinie  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes 
F,  Kg.  248,  in  welchem  die  von  einer  Eiozellast  hen^orgerufenen 
Kämpferdrücke  K^  und  A'^  diese  Last  ti-effen;  zur  Bestinmiung  der- 
selben zeichne  man  die  Einflußlinien  für  die  Stützenwidei'stände  Ä  und 
H  und  setze  Ä  mit  //'  =  H  sec  a  zur  Mittelkraft  K^  zusammen.  Der 
in  senkrechter  Richtung  gemessene  Abstand  y]  des  Punktes  F  von  der 

Pb 

Geraden  A  B  ist  durch  die  Gleich,  -riia  =  A:  H  gegeben.    Mit  A  =  -  - 


*)  Vergl.  Seite  87.     Nicht  zu  verwecliseln  mit  der  im  §  5  eingeführten  B<»- 

8 


Zeichnung  p=    _,  _, 

Ar 
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folgt  hieraus: 


(42)        yi  = 


P    ab 


H     l 


In  Kg.  248  haben  wir  der  Einfachheit  wegen  die  -ff-Iinie  und  auch 
die  Kämpferdrucklinie   stetig  gekrümmt  gezeichnet    Meistens  ist  die 
i7-  Linie    ein   Poly- 
gon,   dessen    Ecken 
den  Querträgem  ent- 
sprechen, und  es 
setzt  sich  dann  auch 
die     Kämpferdruck- 
linie ÄqBq   nach 
Kg.  250  aus  einzel- 
nen    Kurvenstücken 
zusammen,     die    in 

den  Trennungs- 
punkten 2o,  4^),  .  .  . 
keine    gemeinschaft- 
lichen Tangenten  be- 
sitzen. 

Wird    die   Ein- 
flußlinie für  den  Ho- 
rizontalschub H  eines  Trägers  von   nahezu  unveränderlicher  Höhe  h 
durch    eine   stetig  geknimmte  Parabel  ersetzt,  deren  Gleichung  nach 
Seite  211 


->» 


Rg.  248. 


^^      3Pa6 


lautet, 'SO  ergibt  sich 


(43)       1,  = 


iß 

4/- 


imd  hieraus  folgt  dann,  daß  die  Kämpferdrucklinie  eine  xur  Schluß- 
Urne  AB  parallele  Gerade  ist. 

87.  Belastongssclieiden.  Im  I.  Bande  wuide  die  Kämpferdruck- 
linie de«  Dreigelenkbogens  zur  Ermittlung  von  Belastungsscheiden  be- 
nutzt: sie  liefeiie  gewisse  ausgezeichnete  Pimkte  der  Einflußlinien  und 
führte  zu  mancher  Vereinfachimg  bei  Auftragung  dieser  Linien.  In 
ähnlicher  Weise  läßt  sich  natürlich  auch  die  Kämpferdrucklinie  des 
Bogens  mit  zwei  Gelenken  verwerten.  Wird  z,  B.  die  Einflußlinie 
für  das  Angriffsmoment  M^  gesucht,  so  lege  man  durch  das  linke  Ge- 
lenk und  den  Knotenpunkt  m  eine  Gerade  und  bestimme  den  Schnitt- 
punkt E  derselben  mit  der  Kämpferdrucklinie.  Einer  durch  E  gehenden 
Last  entspricht  ein  durch  7n  gehender  Kämpferdruck  K^^  und  mithin 
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ein  Moment  M^  =  0,  woraus  dann  folgt,  daß  lotrecht  unter  E  der 
Nullpunkt  Eq  der  gesuchten  Einflußfläche  liegen  muß,  und  damit  ist 
der  Linienzug  A'm'B'  und  infolgedessen  auch  die  schraffierte  3f„- 
Häche  bestimmt  Es  verdient  indes  hervorgehoben  zu  werden,  daß 
die  Ermittlung  der  Einflußflächen  auf  dem  in  Nr.  84  gewiesenen  ^q^q 
im  allgemeinen  den  Vorzug  verdient,  weil  die  Aufzeichnung  der  Kämpfer- 
di'ucklinie  des  Zweigelenkbogens  in  der  Regel  Avesentlich  umständlicher 
ist  als  die  des  Bogens  mit  drei  Gelenken.  Auch  liefert  das  frühere 
Verfahren  schärfere  Zeichnungen. 

88.  Die  zweite  JBT-Linie.  Die  Verkehrslast  eines  Bogenti-ägei^ 
sei  von  B  aus  tun  die  Strecke  $  vorgerückt  imd  erzeuge  in  dieser  Lage 
(Fig.  249)  am  linken  Auflager  die  Widerstände  A  und  H.  Letztere 
seien  an  der  Stelle  $  als  Ordinaten  aufgetragen;  ihre  Endpimkte  be- 
schreiben, während  die  Last  von 
B  bis  A  vorgeschoben  wii*d,  zwei 
Linien,  welche  zur  Unterscheidung 
von  den  Einflußlinien  füi'  A  und 
H  die  xneite  A-Linü  bezw.  die 
xtveite  H-Ldnie  genannt  werden 
sollen,  und  zuweilen  mit  Vorteil 
zur  Berechnung  der  größten  Spann- 
kräfte in  den  Füllungsstäben 
verwendet  werden  können.  Die 
zweite  ^- Linie  wui*de  bereits 
(imter  der  Bezeichnung:  J.-Poly- 
gon)  im  I.  Bande  bei  der  Berech- 
nung der  Balkenbrücken  benutzt;  ihi-e  zeichnerische  und  rechnerische 
Ermitüung  findet  sich  dort  auf  Seite  137  bis  139,  145  bis  152  und  187 
(Gleich.  6).  Die  zweite  JT-Linie  aber  bestimmt  man,  indem  man  H  für 
verschiedene  Zugstellungen  mit  Hilfe  der  Einflußlinie  für  H  berechnet. 
Die  Anwendung  dieser  beiden  Linien  ist  zu  empfehlen,  sobald  sich 
für  die  Mehi'zahl  der  Füllungsstäbe  nur  eine  Belastungsscheide  ergibt 
imd  diese  in  dem  Felde  F^F^  (Fig.  222  bis  225)  liegt,  Avelches  der 
durch  den  fi-aglichen  Stab  und  außerdem  noch  durch  zwei  Gurtstäbe 
geführte  Schnitt  trifft,  ein  Fall,  der  namentlich  bei  parabelförmigeu 
Sichelträgem  vorkonmit.  Hier  sind  die  Belastungsgesetze  meistens 
dieselben  wie  für  den  einfachen  Balken,  weil  der  Einfluß  von  H  ver- 
hältnismäßig gering  ist,  imd  es  stellt  sich  in  der  Eegel  heraus,  daß  in 
einer  hnkssteigenden  Diagonale  D  (Fig.  249)  der  größte  Zug  bez^-. 
der  größte  Druck  auftritt,  je  nachdem  die  Belastung  von  B  aus  bis  F^ 
oder  von  A  aus  bis  F^  reicht.*) 

*)    Ob   dieser  FjiII  vorliegt  oder  nicht,   kiinii   auch   mit  Hilfe    der  Kämpfer- 
dnicklinie  entschieden  werden,  vergl.  Nr.  89. 


Fig.  249. 
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Wegen  der  verhältnismäßig  kleinen  Feldweiten  der  Bogenbrücken 
erweisen  sich  in  der  Hegel  die  im  I.  Bande  als  Grundstellungen  be- 
zeichneten Lagen  der  Verkehrslast  als  die  ungünstigsten;  d.  h.  es  ist 
die  erste  Achse  des  von  B  aus  vorrückenden  Zuges  über  F^  zu  setzen 
und  die  erste  Achse  des  von  A  aus  auffahrenden  über  J\.  Will  man 
bei  größeren  Peldweiten  sicher  gehen,  so  nehme  man  die  erste  Achse 
etwas  stärker  belastet  an.  Man  vergl.  das  im  I.  Bande  in  Nr.  148 
über  die  Berechnung  von  Balkenbrücken  Gesagte. 

Sind  nun  D^  und  D^  di©  Spannkräfte,  welche  in  dem  fraglichen 
Füllungsstabe  D  infolge  -4  =  1  bezw.  H=l  hervorgerufen  werden,  so 
ist  der  Einfluß  der  von  B  bis  F^  vorgeschobenen  Verkehrslast: 

und  ebenso  erhält  man  den  Einfluß  der  von  Ä  bis  F^  reichenden  Be- 
lastung: 

^^D  =  BDj,  +  HD^, 

Avo  B  und  H  die  am  rechten  Auflager  hervorgerufenen  Widerstände 
sind  und  Dß  die  Spannkraft  infolge  ß  =  1  bedeutet. 


»?2.«* 


iA 


(*>(^^(*) — ^ — ®«®<rf® — ' 


-'%' 


-Oiis* 


«♦ 


J9 


^ 

-4'^' 


-'^22 


Fig.  250. 


89.  ZahlenbaspieL  Es  liege  der  in  Fig.  2ö0  dargestellte  Träger  vor,  dessen 
/f-Idnie  auf  Seite  206  ermittelt  wurde.  ^2o4o  .  .  .  i%  ist  die  Kämpf erdrucklinie; 
sie  wurde  nach  Xr.  86  bestimmt;  ilire  äußersten  Teile  sind  gerade  Linien  ^o^o  ^^^^ 
J^lSo?  welche  bezw.  durch  B  und  A  gehen,  wie  sioh  leicht  aus  Gleichung  (42) 
folgern  läßt. 

Die  ständige  Belastung  sei  ^  =  1,45*  f.  d.  w,  also  für  ein  Feld:  ^X  =  1,45  •  2,0 
=  2,9*;  die  bewegliche  Belastung  bestehe  aus  einem  Eisenbahnzuge  mit  den  in 
Fig.  250  angegebeneu  Achsenlasten  und  Radständen.    Die  in  die  Figur  eingeschrie- 
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benen,  den  Knoten  der  oberen  Guiiimg  entsprechenden  Ordinaten  der  zweiten  il-Iinie 
wurden  mit  Hilfe  der  Tabelle  I  auf  Seite  310  des  I.  Bandes  berechnet,  und  die 
Ordinaten  der  zweiten  H-lAnie  auf  die  in  Nr.  79  an  einem  Beispiele  gezeigte  Weise 
aus  der  Einflußlinie  für  H.  Gesucht  seien  die  Grenzwerte  der  Spannkraft  2),. 
Die  Einflüsse  Da.  Db,  Dh  yon  A  =  l,  5=1,  H=l  sind  bereits  auf  StMte  226 
berechnet  worden. 

Zunächst  Lst  anzugeben,  bei  welchen  lioststellungen  diese  Grenzwerte  ent- 
stehen. Bewegt  sich  über  den  Träger  eine  Einzellast  von  5  bis  8,  so  beschreibt 
der  zugehörige  linke  Kämpferdruck  den  TV^inkel  BqÄSq;  er  dreht  stets  links  um  den 
Schnittpunkt  i  von  0  und  C/,  imd  es  kann  ihm  daher  nur  durch  einen  rechts  um  i 
drehenden,  am  linken  Trägerstücke  angreifenden  Druck  D^  das  Gleichgewicht  gehalten 
werden.  Rückt  die  Ijast  von  A  bis  6  vor,  so  beschreibt  der  rechte  Kämpferdruck 
den  Winkel  A^BQ^^  er  dreht  links  um  i  imd  erzeugt  einen  Zug  />8,  welcher,  am 
rechten  Trägerstücke  angreifend,  rechts  lun  i  dreht,  es  entsteht  also  „dmD  oder  maxD. 
je  nachdem  der  Eisenbahnzug  von  B  bis  8  oder  von  il  bis  6  vorgerückt  ist 

Der  von  B  bis  zum  Knoten  8  vorgeschobene  Eisenbahnzug  erzeugt  am  linken 
Auflager:  A=:25,7  und  fi'=59*.  Infolge  von  A=.\  würde  entstehen:  Dg  cos  9^ 
=  —  0,178  und  H=^  1  würde  erzeugen:  Dg  cos  9,  =  —  0,096.  Daher  entsteht  infolge 
der  Yerkehrslast : 

^H^g  cos  9g  =  —  0,178 .  25,7  —  0,096  •  59  =  —  10,24«. 

Zur  Horvorbringung  von  «oc^s  ^^  ^^r  Eisenbahnzug  von  A  bis  6  vorgerückt 
werden;  es  entsteht  dann  am  rechten  Auflager:  1^=9,0',  /r=31**)  und  man  erhält 
(da  5=1  den  Einfluß  2>g cos 99  =  + 1,620  ausübt): 

,«^g  cos  9g  =  +  1,620 . 9,0  —  0,096  -  31  =  +  11,60*. 

Der  Einfluß  der  ständigen  Belastung  wird  nun  wie  folgt  bestimmt  Die  rechts 
vom  Schnitte  tt  in  den  Knotenpunkten  8  bis  18  angreifenden  Lasten  g\  erzeugen: 

^  =  ^^(lÖ  +  Ä  +  ä  +  iÖ  +  i^  +  lö)  =  ^^^^^^^'^''^^  ^^^  links  von«  an- 
greifenden g\  rufen  B  =  gX  (—  -f-  -  -|-  —  -f  -j  =  1,0  f/X  =  2,9   hervor;    ferner 

ist  nach  Seite  201  der  von  der  gesamten  ständigen  Last  hen'orgerufene  Horizontal- 
schub J?^  =  21,5*,  weshalb  der  Einfluß  von  g  auf  D^: 

/)g  cos  98  =  —  0,178  •  6,1  -f  1,620  •  2,9  —  0,096  •  21,5  =  +  1,53' 

gefunden  wird.     Ln  ganzen  erzeugt  .ilso  die  Belastiuig: 

^H^g  cos  98  =  —  10,24  +  1,53  =  —  8,7  * 
,«^3  cos  98  =::  +  11,60  +  1,53  =  +  13,1S 

wozu  noch  der  Einfluß  der  Temperaturänderung  mit  D^  cos  9e  =  —  0,096  H* 
=  T  0,096  •  733  Fe  hinzutritt,  wenn  Fe  den  Mittelwert  der  Guitquerschnitte  bedeutet. 
In  dei-selben  Weise  dürfen  die  Spaimkräfte  D^,  7)5,  2)g,  Dj^  7)g,  Diq  berechnet 
werden.  Für  7),  und  Z),  gelangt  man  zu  anderen  Belastungsgesetzen;  es  verdient 
dann  die  Anwendung  der  Einflußlinien  den  Vorzug.**) 

90.  Nähemngsformel  für  die  zweite  JS'- Linie  im  Falle  gleichm&ßiger 
Belastnng.  Die  Yerkehrsliist  sei  =ip  f.  d.  Längeneinheit  der  Stützweite  l  imd  be- 
decke die  Strecke  g,  Fig.  251;  einem  T^^stteilchen  pdx  entspreche  der  Horizontal- 


*)  Di&se  Werte  sind  den  Spiegelbildern  der  in  Fig.  250  gezeichneten  Linien 
zu  entnehmen;  sie  ei-scheinen  in  Fig.  250  unter  dem  Knotenpimkte  14. 

**)  Die  Berechnimg  von  A  i'>t  ü1>ei*flüssig,  da  man  am  Bogenende  ein  volles 
Steh))lech  anordnen  wiixi. 


§  7.   Der  Bogen  mit  zwei  Gelenken. 


241 


Schub  dIL    Dann 


ist  H^  idff, 


und  es  läßt  sich  H  als  Funktion  von  5  dai*stellen, 


sobald  dH  als  l!\inl[tion  von  x  ausgedrückt  werden  kann,  eine  Aufgabe,  deren  Lösung 
füi*  den  in  Nr.  80  behandelten  parabelförmigen  Sichelträger  und  den  in  Nr.  82 
untersuchten  Bogenträger  mit  nahezu  unveränderlicher  Höhe  h  zu  einfachen  Er- 
gebnissen führt. 

a.    Der  parabolische  Stefielträger.    Einsetzt  man  in  Gleichung  (14)  (Seite  206) 
P  durch  pdx^  femer  a  durch  /  —  x  und  h  durch  a:,  so  erhält  man 

und,  indem  man  diesen  Ausdruck  von  o  bis  £  integriei*t: 

3pP(fo  +  f.)[(P  +  16f.f.)ii'-f,f.<i"] 

~  3 /»(/•.«+/•.') +32 /;«/■.* 

a'=  i  jl  +  -J  log  nat.  |  -  <'"  ^^'  log  «at.  ^J^  J 


(44) 


wo 


«^<i  «"=*!- (3- 4)- 


Y    -f'-~ 


Zur  Erleichterung  der  Berech- 
nung diene  die  folgende  Tabelle,  in 
welcher  die  "Werte  a'  und  a"  für 
5  =  0  bis  g  =  0,5  /  angegeben  sind 
und  zwar  für  10  Teilpunkte  der 
halben  Stützweite.  Der  Verlauf  der 
zweiten  5'-Linie  für  6>0,6/  er- 
gibt sich  aus  der  folgenden  Be- 
trachtung. 

Ist  (7oJE'o(Fig.251)  dieOi-dinate 
der  gesuchten  Linie  für  g  =  0,5/, 
so  entspricht  der  vollen  Belastung 

die  Ordinate  'ää'=2(\Eo.  Be- 
deckt mm  die  Ijast  von  B  aus  die 
Strecke  /  —  6,  so  nehme  man  zu- 
nächst gänzliche  Belastung  des  Trä- 
gers an  und  bringe  den  Einfluß  einer  von  ^1  aus  um  £  vorgeschobenen  Belastung 
in  Abzug,  indem  man  von  einer  durch  Ä'  zu  AB  gezogenen  Parallelen  aus  die 
Strecke  CE'=  CE  abträgt.    Es  ist  dann  E'  ein  Punkt  der  zweiten  //-Linie. 


■  ii!iiillll!!i;illl!llHliilllilllllll 


Fig.  251. 


1 


0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 


0,00140 
0,00471 
0,00941 
0,01520 
0,02185 


0,0097 
0,0373 
0,0810 
0,1387 
0,2083 


5 


0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 


0,02920 
0,03707 
0,04534 
0,05386 
0,06250 


0,2880 
0,3757 
0,4693 
0,5670 
0,6667 


MOIler-BrosUu,  Graphische  Statik.    II.  1. 
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Infolge  gänzlicher  Belastung  (?==/)  entsteht: 
(45) 


rr_    y^(/ö  +  A)(3/'+16/-o/-,) 

8[3/«(/-o»  +  /.«)  +  32/;V««]' 


Ei-setzt  man  in  dieser  Formel  p  durch  g,  ro  erhält  man  den  Einfluß  der 
ständigen  Belastung.  Für  den  in  Nr.  79  in  anderer  "Weise  behandelten  Sichelträger 
ergiht  sich  z.  B.  wegen  ^^  =  1,45': 

H  '-  ^'^^  '  ^^  ^^'^  +  ^'^^  (3  » 20'  -f  16  ■  4,0 »  2,5)  _  g.  . , 
'  8  [3  .  20«  (4,0«  +  2,5«)'  +  32  •  4,0«  •  2,5»J      —  ^^^'^  ' 

ein  Wert,  der  von  dem  früher  erhaltenen  /f^  =  21,5'  fast  gar  nicht  abweicht 

b.  Bogenträger  von  ruüiexu  unverämiet^licher  Hohe  h  (Fig.  212  und  213  auf 
Seite  209).  Hier  empfiehlt  es  sich,  von  der  parabelförmigen  Einflußlinie  für  H 
auszugehen  und  Gleich.  (29)  auf  Seite  211  zu  benutzen.  Man  erhält  dann  für  ein 
Lastteilchen  pdx: 

"^^^ — wi — 

undf  indem  man  diesen  Ausdruck  von  0  bis  g  integriert, 


(46) 


''=^4('-4> 


Zur  Erleichtenmg  der  Berechnung  der  JJ- Linie   diene  die  folgende  Tabelle, 

deren  Werte  noch  mit  "^-^v  zu  multiplizieren  sind. 

0/ 


5 

H 

5 

H 

0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 

0,00725 
0,02800 
0,06075 
0,10400 
0,15625 

1   0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 

0,21600 
0,28175 
0,35200 
0,42525 
0,50000 

.  -     -  -  V 

pi^ 

Infolge  gänzlicher  Belastung  des  Bogens  entsteht 

(47) 
und  infolge  der  ständigen  Belastimg 

(48) 


^~  Sf 


^'       Sf 


Die  Ziffer  v  ist  nach  einer  der  Gleichimgen  (28),  (30),  (31),  (32)  Seite  216  zu  berechnen. 

Aufgabe*  Gesucht  sei  die  durch  eine  gleichförmige  Belastung  hervorgerufene 
Spannkraft  maxl^p  des  linkssteigenden  Füllungsstabes  eines  Ti'ägers  von  nahezu  un- 
veränderlicher Höhe  //.  Fig.  252.  Es  sollen  die  zweiten  Linien  für  Ä  und  IT,  sowie 
die  Kämpfei-dnicklinie  benutzt  werden;  wobei  es  erlaubt  sei,  die  Lasten  unmittelbai* 
am  Bugenträger  angreifend  anzimehmen.*) 

*)  Kechnet  man  mit  gleichförmiger  Belastimg  (die  stets  einer  Schätzung  unter- 
liegt), so  ist  die  Annahme  unmittelbarer  Belastimg  immer  zulässig.  Man  gestalte 
dann  überhaupt  die  Untersuchung  möglichst  einfach. 


§  7.    Der  Bogen  mit  zwei  Gelenken. 


243 


Die  Kämpferdnicklinie  ist  nach  Nr.  86  eine  wagei-eclite  Gerade  im  Abstände 
4/':3v  von  der  AB;  sie  wird  von  der  durch  das  Gelenk  A  imd  den  Schnittpunkt  * 
der  Stäbe  0  und  U  gelegten  Gei-aden  in  E  geschnitten.  Die  Senkrechte  durch  E  ist 
eine  Belastungsscheide,  denn  eine  dui'ch  E  gehende  Last  ruft  am  linken  Auflager 
einen  Kampf  erdruck  hervor,  der  die  Richtung  Ai  hat  und  das  Moment  Mt  =  0 
erzeugt.  Insten  rechts  von  E  verursachen  bei  A  Kämpferdnicke,  welche  links  um  i 
drehen  und  den  fraglichen  Stab  D  auf  Druck  beanspruchen;  denn  eine  am  Träger- 
stück links  vom  Schnitt  tt  angreifende  Zugkraft  würde  ebenfalls  links  um  i  drehen. 
Durch  Ijasten,  welche  zwischen  E  und  F^  aufgebi-aoht  werden,  wird  D  gezogen, 
während  Lasten  links  von  Fi  wieder  Drücke  D  hervorbringen.  Dies  letztere  ein- 
zusehen, stelle  man  für  die  rechts  von  tt  angreifenden  Kräfte  die  Momentengleichung 
in  bezug  auf  i  auf.  Die  Aufsuchimg  der  Belastungtecheide  zwischen  F^F^^  darf 
man  sparen;  man  rechnet  genügend  genau,  wenn  man  behufs  Erzeugimg  von  mazD 


W.-0* 

."^ 
-^'V* 
'-L^^'-' 


Fig.  252. 


den  Träger  zwischen  E  imd  der  Mitte  C  des  Feldes  F^  F^  belastet  und  den  auf  den 
Querträger  F^  entfallenden  Teil  der  Belastung  des  Feldes  F^F^  unberücksichtigt 
läßt,  also  lüiks  von  it  nur  die  äulieren  Kräfte  A  und  H  annimmt.  Dabei  ist  A 
gleich  dem  unterschiede  der  bei  C  imd  E  gemessenen  Ordinaten  der  zweiten  ^-Linie, 
und  ganz  entsprechend  wird  auch  H  gefunden.  Schließlich  erhält  man  mit  den  auf 
Seite  221  eingeführten  Bezeichnimgen  Da  und  Dh'. 

J)  =  DaA  +  D„H.*) 


max-' 


Man    könnte   auch  A  und  //  ziun   Kämpferdnicke  K  zusammensetzen  und  hierauf 
nach  Band  I,  Nr.  184  verfahren. 

Wii-d  ^nD  gesucht,  so  werden  die  Einflüsse  der  auf  den  beiden  negativen 
Beitragsstrecken  A^C  und  EBq  aufzubringenden  Belastungen  getrennt  ennittelt  imd 
dann  zusammengezählt.  Wird  die  Strecke  A^C  belastet,  so  handelt  es  sich  um  die 
Bestimmung  der  am  rechten  Auflager  hen'orgenifenen  AVidei-stände  B  und  //. 


*)  Wir  erinnern   daran,    daß    es   häufig  zweckmäßiger   ist,    I)  cos  <p  zu  be- 
i-echnen. 

16* 
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e.   Formeln  fUr  die  Momente  gleichmibig  belasteter  Bogentriger,  deren 

JET-Llnie  eine  Parabel  ist. 

Ol.    Es   handle   sich   um  Bogenträger   von   nahezu  unveränderhcher  Höhe  h 
(Fig.  212  u.  213  Seite  214),  deren  ^-Linie  nach  S.  211  eine  Parabel  von  der  Pfeilhöhe 

«;i  v  =  -    ^^  ist,  wobei  zur  Abküi*zung 
Ib/  Ib/ 

gesetzt  werden  möge.    Die  Kämpf enlruckiinie  ist  eine  wagerechte  Gerade  im  Ab- 
stände -J/*'  von  der  AB.*) 

Gesucht  seien  die  Grenzwerte  der  Momente  3/»  und  M**  für  die  Knotenpunkte 
o  der  oberen  und  n  der  unteren  Gurtung. 


« 

1 

^ 

II 1 

1                      1 

II  I   " 

■.■■>^.  .tl.il.i 

11 

b 

Fig.  253. 


Fig.  254. 


Wir  bestimmen  zunächst  den  Einfluß  der  ständigen  Belastung  g,  welche  den 
Horizontalschub  Hg  =  -  -  v  hervorbringt,  legen  durch  die  Kämpfergelenke  Ä  und  B 
eine  Parabel  ÄSB^  deren  Pfeilhöhe 

ist  und  messen  die  senkrechten  Abstände  c«  und  c«  der  Punkte  o  und  u  von  jener 
Parabel.    liegt  o  oberhalb  und  u  unterhalb  der  Parabel  ÄSB,  so  ist: 


(49) 


M"  =  —  H„Co  = 


igVo 


>  Cj 


J»/;  =  +  7V.=.+ 


gP 
Sf 


-,e 


M« 


Gelingt  es  nun,  die  Momente  minM'p  und  min^^p  in  der  Form 

darzustellen,  so  sind  die  Grenzwerte  von  Mo  und  3/„  (nach  der  auf  Seite  190  durch- 
geführten Untersuchung): 


*)  Es  wird  wie  in  der  Aufgabe  auf  Seite  243  die  zulässige  Annahme  unmittel- 
barer Belastung  gemacht. 


nun-' 
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,iV»  =  —9  0-7-'  ^o  —  pCo  —  fftl/o 
(50)  {  % 

.M^  =  +  q  g^,  Cu  +  pCu  +  fftyu, 

wo* Ht  den  absoluten  Wert  des  Horizontalschubes  infolge  einer  Temperaturänderung 
bedeutet. 

Zur  Ermittlung  von  mimM^p  legen  wir  durch  Ä  und  o  eine  Gerade,  welche 
die  Kämpf erdrucklinie  in  der  Belastungsscheide  E  schneidet,  bestimmen  senkrecht 
unter  E  den  Punkt  X  der  Ä-Parabel  imd  erhalten  in  dem  schraffierten  Parabel- 
abschnitte den  zur  negativen  Beitragsstrecke  BoE  gehörigen  Teil  der  3f<»- Fläche. 
Der  Inhalt  dieses  Abschnittes   verhält   sich   zum  Inhalt   der  ^-Fläche   wie  £S :  l*', 

ist  also  =  -^  .  —  .  -  r-^  V  /  =  5~>  und  daraus  folgt,  daß  die  von  Bo  bis  E  reichende 
l^     o     10/  olf 

Belastung  das  Moment 

(53)  ^,Jtf.,  =  _;,„g|,  =  _-^^-'|. 

erzeugt.  Schneidet  mm  eine  durch  B  und  o  gelegte  Gerade  die  Kämpferdrucklinie 
innerhalb  der  Stützweite  in  E%  wie  dies  Fig.  253  voraussetzt,  so  muß  noch  die 
Strecke  ÄoE'  belastet  werden,  und  es  entsteht  dann: 

(54)        ^.M,, = -  -|^;^  (i; + £,'•). 

In  diesem  Falle  ist 

(65)  c.=  g^l^(6J  +  g.'»). 

liegt  E'  links  von  Ao^  so  ist  in  vorstehender  Gleichung  go'  =  0  zu  setzen. 
Ganz  ebenso  erhält  man  für  Cu  den  Ausdruck 

(56)  C,=  g-^(?l  +  g.'»). 

Anmerkung.  "Weitere  analytische  üntei^suchungen  dieser  Art  findet  der  Leser 
in  des  Verfassers  „Theorie  xmd  Berechnung  der  eisernen  Bogenbrücken",  Berlin  1880. 
Dort  ist  allerdings  nur  der  Fall  v  =  l  behandelt  worden,  und  es  unterscheiden. sich 
daher  die  gewonnenen  Formeln  von  den  hier  abgeleiteten  dadurch,  daß  /*  an  die 
SteUe  von  /"  tritt.  Dem  Leser  wird  es  hiemach  keine  Schwierigkeiten  bereiten, 
auch  die  in  dem  angeführten  Buche  für  Einxellasten  gegebenen  einfachen  und 
bequemen  Gleichungen  für  den  Fall  eines  von  1  vei*schiedenen  "Wertes  v  um- 
zubilden. 

§8. 

Zweigelenkbogeo  mit  gesprengter  Zugstange  und  verwandte 

Trägerarten. 

92.  Eine  für  Brücken  und  Dachstühle  wichtige  Anordnimg  des 
Bogens  mit  zwei  Gelenken  ist  die  in  Kg.  255  dargestellte.  Die  Kämpfer 
A  und  B  sind  durch  ein  Zugband  verbimden,  welches  an  dem  Fach- 
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werkbogen  durch  senkrechte  Stäbe  befestigt  ist;  das  Auflager  Ä  ist 
fest,  das  andere  (B)  wird  auf  einer  wagerechten  Geraden  geführt 
Zur  Bestimmung  der  Stützenwiderstände  sind  die  Gleichgewichtsbe- 
dingimgen    ausreichend;    der  Träger  verhält  sich  in  dieser  Beziehung 

wie  ein  einfacher  Bal- 
ken; er  ist  jedoch  inner- 
Uehstatisch  unbestimmt 
Als  statisch  nicht  .be- 
stimmbare Größe  wird 
zweckmäßig  die  wage- 
rechte Projektion  H  der 
Spannkraft  des  Zugban- 
des eingeführt;  dieselbe 
ist  für  alle  Glieder  gleich 
groß.  Zieht  man  von 
einem  Punkte  0-  aus 
Parallelen  zu  den  Stäben 
7,  77,  777,  ...  so  schnei- 
den diese  auf  einer  im 
Abstände  77  von  0  ein- 
getragenen Senkrechten 
die  Spannkräfte  Z  der 
Hängestangen  ab,  imd 
die  Längen  der  von  0 
ausgehenden  Strahlen 
geben  die  Spannkräfte 
.  an.     Damit  sind  alle  am 


FiK.  255. 


iSj,   S/j,   S/i/,  .  .  .  der  Stäbe  7,  77,  777,  .  . 
Fachwerkbogon  angreifenden  Kräfte  bekannt 

Will  man  die  Stabkräfte  aus  den  Momenten  M  berechnen,  so  führe 
man  durch  m  einen  senkrechten  Sclmitt  und  zerlege  die  Spannkraft  der 
geschnittenen  Zugstange  in  eine  senkrechte  und  eine  wagerechte  Seiten- 
kraft; die  ei-stere  geht  durch  den  Drehpunkt  /w,  imd  die  letztere  übt 
das  Angriffsmoment  —  77^^  aus.  Da  nun  die  äußeren  Kräfte  mit  denen 
eines  einfachen  Balkens  übereinstimmen,  so  erhält  man 

(1)         M^  =  M,„  —  Hy^, 

» 

d.  i.  dieselbe  Gleichung,  welche  auf  Seite  216  für  den  Bogen  mit  festen 
Kämpfergelenken  gefunden  wurde.  Nur  bedeutet  jetzt  y  nicht  mehr 
den  Abstand  des  fraglichen  Knotenpunktes  von  der  Geraden  AB,  sondern 
von  dem  Zugbande. 

Wird  behufs  Berechnung  einer  Spannkraft  D  das  Angriffsmoment 
für  den  Sclmittpunkt  /  der  an  D  gi-enzenden  Gurtstäbe  0  und  U  ge- 
sucht,   so    mißt  man  den  senkrechten  Abstand   ?/,  des  Punktes  i  von 
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demjenigen  Gliede  der  Zugstange,  welches  der  durch  0,  D,  U  geführte 
Schnitt  tt  trifft  und  erhält: 

(2)        M,=  M^,—  Hy,, 
oder  a%emeiner 

M,  =  JC,  ±  Hy,, 

wobei  das  Vorzeichen  ron  der  Lage  des  Punktes  i  abhängt 

Es  bedarf  jetzt  nur  eines  Hinweises  darauf,  daß  die  in  Nr.  84 
gelehrten  Verfahren,  die  Einflußflächen  für  senkrechte  Belastung  aus 
ein  und  derselben  fl'-Linie  det'en  Bestimmung  in  Nr.  93  gezeigt 
werden  wird^  zu  ennitteln,  auch  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet 
werden  dürfen;  man  hat  nur  auf  die  andere  Bedeutung  von  y  zu 
achten. 

Hinsichtlich  der  Gestalt  des  Stabzuges  /,  //,  777,  ...  ist  die  vor- 
stehende Untersuchung  an  keinerlei  Voraussetzungen  gebunden.    Dieser 


m 


Fig.  256. 


Fig.  257. 


Fig.  258. 


^*eto^ 


Fig.  259, 


Stabzug  darf  auch  nach  unten  gesprengt  werden;  es  entstehen  dann 
Träger  der  in  den  Fig.  256  bis  259  dargestellten  Art.  Die  senkrechten 
Zwischenstäbe  werden  hier  auf  Druck  beajisprucht  Die  Trag\\'erke  in 
den  Figuren  258  und  259  bezeichnet  man  auch  als  vei-spannte  Balken, 
imd  den  Träger  in  Fig.  257  als  versteifte  Kette,  und  man  nennt  dann 
das  Dreieckfachwerk  ACBÄ  den  Versteif tmgsbaUcen  der  Kette  ASB. 
Nicht  unzweckmäßig  dürfte  es  sein,  den  mit  dem  Dreieckfachwerk 
durch  senkrechte  Stäbe  verbundenen  Stabzug  in  allen  liier  vor- 
geführten Fällen  die  dritte  Gurtung  zu  nennen  mid  festzusetzen,  daß, 
falls  kurz  von  der  oberen  und  der  unteren  Giuiung  gesprochen  wird, 
hierunter  die  Gurtungen  des  Dreieckfachworks  zu  vei-stehen  sind.  Die 
dritte  Gurtung  kann  auch  oberhalb  des  Drei  eckfach  werks  liegen:  sie 
wird  dann  auf  Druck  beansprucht,  während  die  Zwischenstäbe  (eine 
durchweg  nach  unten  hohl  liegende  dritte  Gm-timg  vorausgesetzt)  Zug- 
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spaimiingen  erleiden.  Bezeichnet  man  für  diesen  in  Figur  260  dar- 
gestellten Fall  mit  H  die  wagerechte  Seitenkraft  des  in  der  dritten 
Gurtung  auftretenden  Druckes^  so  bleibt  die  Gleichimg  M^^=M^^ 
—  Hy^  gültig.  Für  Jf,  erhält  man  je  nach  der  Lage  des  Punktes  i 
gegen  den  vom  Schnitte  t — t  getroffenen  Stab  der  dritten  Gurtung: 

Den  in  Fig.  260  abgebildeten  Träger  pflegt  man  auch  einen  durch 
einen  Balken  versteiften  Stabbogen  zu  nennen  und  bezeichnet  dann  das 


M 


dl.'-' 


Fig.  260. 

Dreieckfachwerk  als  den  Versteifungsbalken  des  Stabbogens*)  Dieser 
Balken,  welcher  zugleich  bestimmt  ist,  den  Horizontalschub  des  Bogens 
aufzunehmen,  erhält  meistens  (abgesehen  von  den  Endfeldem)  parallele 


Fig.  261, 


Gurtungen.    Die  Untersuchung  der  Füllungsstäbe  gestaltet  sich  dann 
besondei*s  einfach.    Es  handele  sich  z.  B.  um  die  links  steigende  Diago- 

*)  Unseres  Wissens  ist  diese  Trägerai-t  zuei-st  von  dem  verstorbenen  öster- 
reichischen Ingenieur  Langer  gegeben  worden  und  dürfte  daher  wohl  am  besten 
Ixtngerscher  Balken  genannt  wei*den. 
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nale  D  des  Trägers  in  Kg.  261.  Führt  man  den  Schnitt  //,  zerlegt 
den  Druck  Hseca.  des  von  tt  getroffenen  Stabes  der  dritten  Gurtuiig 
in  die  Seitenkräfte  H  (wagerecht)  und  -fftga  (senkrecht)  und  setzt 
man  schließlich  die  Summe  aller  links  vom  Schnitte  tt  wirkenden  lot- 
rechten Ki'äfte  =0,  so  erhält  man: 

A  —  SP—  D  sin  9  —  H  tg  a  =  0, 

0 

WO  SP  die  Summe  der  links  vom  Schnitte  t  angreifenden  Lasten  be- 

o 

deutet    Hierin  ist  nun 

A  —  ip=Q, 

o 

die  Querkraft  für  den  Schnitt  tt  eines  einfachen  Balkens  AB,  und  es 

ergibt  sich  daher 

D  sin  9  =  ^,  wo 

(3)         e=:a  — fftga  =  tga(acotga  — H). 

Man  nennt  Q  die  Querkraft  für  den  Schnitt  tt  des  Versteifungs- 
Balkens,  betrachtet  tg  a  als  Multiplikator  und  erhält  dann  die  Einfluß- 
fläche für  ö  als  den  Unterschied  der  Q„  cotg  a-Fläche  und  der  -ff-Fläche. 
Macht  man  also  (Figur  261)  ÄA''=  1  cotg  a,  zieht  Ä'B\  hierauf 
A'L^  II  B'A'\  schüeßlich  L^L,,  so  ist  die  schraffierte  Fläche  die  <?-Fläche; 
denn  wäre  A'A''=  1,  so  würde  nach  Band  I,  Seite  132,  der  Linienzug 
A'Lj^L^B'  die  auf  die  Achse  AB'  bezogene  ©o-T^inie  sein. 

Auf  dieselbe  Weise  werden  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben 
der  in  den  Figuren  268,  259,  270  abgebildeten  Versteif ungsbalken 
bestimmt. 

93.   Die  Bestimmnog  der  Einflußlinie  für  H  unterscheidet  sich 

von  der  in  Nr.  77  gelehrten  Weise,  die  g-Linie  eines  Zweigelenkbogens 

S'^s 
zu  berechnen,  nur  dadurch,  daß  die  Summe:    S^^^-,    welche   sich 

bisher  nur  auf  die  Stäbe  des  Bogens  bezog,  und  für  welche  der  Aus- 
druck Sx^  gefunden  wurde,  um  die  der  dritten  Gurtung  und  den 

senkrechten  Zwischenstäben  entsprechenden  Glieder  vermehrt  werden 
muß.  Sind  nun  ai,  04,  ...  die  Neigungswinkel  der  Glieder  der  dritten 
Gurtung,  so  sind  die  Spannkräfte  S  und  Z, 

(4)        Sj  =  ^sec  ttj;    i%  =  Hsec  a^:  .  .  .*) 


*)  Es  sind  dies  die  absoluten  Werte.  Die  unterhall)  des  Dreieckfaehwerks 
liegende  dritte  Gurtung  (Fig.  255  bis  259)  wiixl  gezogen;  ist  sie  nach  oben  gesprengt, 
so  werden  die  lotrechten  Zwischenstäbe  auf  Zug  beansprucht,  sonst  auf  Dnick.  liegt 
die  dritte  Gurtung  oberhalb  des  Dreieck f ach werks,  Fig.  260,  so  wird  sie  gedriickt; 
die  Zwischenstäbe  wei-den  dann  gezogen. 
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(5)        Z,  =  i/(tga,  — igo,);    Z,=  H{tga^  —  tg  a,):  ,  .  . 

lind  man  erhält  für  die  allgemein  mit  S'  bezeichneten  Spannkräfte  des 
Zustandes  H=  —  1  die  absoluten  Werte: 

I  Sr  =  secar  für  das  r*®  Glied  des  Zugbandes, 
^  ^        \  Sj={tgCLr  —  ^Or+i)  für  die  r^®  Z^vischenstange. 

Sind  also  die  Längen  dieser  Stäbe  =  s^  bezw.  Xr  und  ihre  Querschnitte 
=  F^r  bezw.  =  F^r^  so  ergibt  sich: 

(7)     2^  =  -^     2^  ^sec^jc.  ^.(tga.-tga.^O^^ 

Man  darf  nun  stets  die  Annahme  machen,   daß  sich  der  Quer- 

*                                 H  sec  oc 
schnitt  der  dritten  Gurtimg  so  ändert,  daß  die  Spannung  c  = ^rr-^ 

einen  festen  Wert  annimmt  Erfordert  also  H  den  Querschnitt  Fj,  (d.  i. 
der  Querschnitt  eines  wagerechten  Gliedes  der  dritten  Gurtung),  so 
wird  F,r  =  Ff,  sec  a^,  und  man  erhält,  wenn  man  für  alle  Zwischen- 
stäbe denselben  Quei'schnitt  F,  anninmit, 

(^)      ^  ^2^v  =  -j^.jp  p;r«.  4--^;  2X, sec ^a,  +  -pf  2.%  (tga,  —  tg 

wo  X^  die  Horizontalprojektion  von  s^  bedeutet  (Fig.  265  c). 

Die  Bestimmung  der  iJ-Linie  geschieht  jetzt  nach  folgender  Regel: 

Man  berechne  die  Momente  JC„  eines  mit  den  Geunchten 

y^s„   F 
w^  =  -^-:r^  —  -  belasteten  einfachen  Balkens  AB'  (vergleiche 


tu  -^  m 


Fig.  198  bis  200)  und  dividiere  sie  durch 


F  F 


(9)        SR  =  2  x„  +  -  '  SX,  see  *  ot,  +     '  2  .r,  (tg  a,  —  tg  a,+ ,) 

uobei  Xm  =  y^u'^.     Das  Ergebnis  ist:   //„  =  — ^~  • 

Die  beiden  letzten  Glieder  des  Ausdruckes  für  Si  sind  von  ver- 
hältnismäßig geringem  Einfluß  auf  H  und  lassen  sich  meistens  erheblich 
vereinfachen.  Liegen  z.  B.  die  Knotenpunkte  der  dritten  Gurtimg  in 
einer  Parabel  mit  der  Gleichung 

^,  =  4  A  ''-^'^^^-  (Fig.  255) 

und  folgen  auch  die  Längen  r  der  Zwischenstäbe  dem  Gesetze: 

_         x{l  —  x) 

so  darf  man  stets  genügend  genau  setzen: 
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o 

2.,  (lg  a.  -  tg  o.,.)*  =  X.2..  .<*?  «r_-T_^-^--2)l  =  x./.d.  [^/IJ 

o 

wo  Xft  den  Mittelwert  der  annähernd  gleich  großen  Feldweiten  \,  be- 
deutet, und  man  erhält  dann  den  schnell  zu  berechnenden  Ausdruck: 

(10)        3)  =  2,.  +  /-.,(,+  Wf)+ip.^X.f.. 

Für  den  Fall  eines  Zweigehnkbogens  mit  wagerechter  Zugstange 
(f,  =  0  in  Fig.  255)  ergibt  sich 

(11)      yt  =  :^x^  +  ^^i 

ein  Wert,  der  auch  bei  geringer  Sprengung  des  Zugbandes  genügend 
genau  ist  und  daher  auch  für  die  in  den  Fig.  256  und  275  dargestellten 
Träger  brauchbar  bleibt  Bei  Berechnung  von  Dachbindern  dieser  Art 
ist  es  sogar  zulässig,  9?  =  2:s:„  zu  setzen,  weil  ja  die  Bestinunung 
des  größten  Schneedruckes  und  besonders  des  Winddinickes  auf  einer 
ziemlich  unsicheren  Schätzung  beruht. 

Kürzungen  der  Werte  w„  und  z„  ziehen  natürlich  auch  eine  ent- 
sprechende Änderung  der  beiden  letzten  Glieder  des  Ausdruckes  9i 
nach  sich.  Nimmt  man  z.  B.  bei  Untersuchung  des  in  Fig.  261  dar-  , 
gestellten  Trägers  für  alle  Obergurtstäbe  denselben  Querschnitt  F^  an 
und  für  alle  TJntergurtstäbe  denselben  Querschnitt  F^^  und  setzt  man 
die  willkürliche  Querschnittsfläche  F^  =  F^^  so  empfiehlt  es  sich,  einem 
Knotenpunkte  m  der  unteren  Gurtung  das  Gewicht 

(12)  .  .  .  w„  =  y^(si^ü  w^=y^p"^^) 

zuzuschreiben  mid  einem  oberen  Knotenpunkte  k  das  Gewicht: 

(13) ..',= /y,  ;^^  (statt  w,=  ^V^-  -|f). 

Diese  besonderen  Werte  w  sind  aus  den  allgemeineren  dui^ch 
Division  mit  \:  h^  erhalten  worden,  imd  es  müssen  daher  auch  die  beiden 
letzten  Glieder  von  9?  mit  \:h^  dividiert  werden.     Man  erhält: 

(14)  S«  =  2//.  +  ^  Sj,l+'^*[J^2X,sec«a,+ J°  S.v(lga,-tff«,+,)*], 
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wofür  man  stets 

setzen  darf;  auch  ist  es  in  der  Regel  erlaubt,  das  zweite  Glied  des 
Klammerausdruckes  und  den  Faktor  f  1  -f--^  ~^j  zu  streichen.  Man 
erhält  dann: 

(16)      s«  =  s.^i+ {;syi+*'^*  ^- 


F^  -^*  '      X      F, 

94.  Der  Einfluß  einer  Temperatorändenug  auf  H  ist  durch 
die  allgemeine,  für  jedes  einfach  statisch  unbestimmte  Fachwerk  gültige 
Gleichung  gegeben: 


(17)        H,=       ^., 


2 


EF 


wo  S'  die  Stabkraft  für  n=  —  1  ist  Sind  e  und  t  für  sämtliche 
Stäbe  gleich  groß,  so  wird  Ä,  =  0;  denn  setzt  man  in  die  dem 
Spannungszustande  H=  —  1  entsprechende  Arbeitsgleichung 

welche  für  beliebige  mögliche  As  gilt,  As  =  ws,  wobei  d)  eine  Kon- 
stante ist,  d.  h.  nimmt  man  an,  daß  die  geänderte  Form  des  Fachwerks 
der  ui'sprünglichen  ähnlich  ist,  so  findet  man 

Wird  nun  vorausgesetzt,  daß  sich  die  dem  spannungslosen  An- 
fangszustande entsprechenden  Wärmegrade  der  Stäbe  des  Dreieckfach- 
werks und  der  Zwischenstäbe  um  t  ändern,  diejenigen  der  dritten 
Guitung  hingegen  um  f  -j-  A  ^,  so  erhält  man  für  H^  den  Wert 


2 

EF 


wobei  sich  2/  über  sämtliche  Stäbe  ersti-eckt,  hingegen  2//  nur  über 
die  dritte  Gurtung.  Erstere  Summe  ist  =  0,  und  letztere  geht  für 
den  Fall  einer  gexogenen  dritten  Gurtung  [wegen  S^  =  +  fl"  sec  ot^  und 
5/ =  —  secor]  ^  — 2Vsec*a^  über,  weshalb  sich 


*)  Für  die  Stäbe  AC  iind  EB^  deren  Spannkräfte  nur  von  den  Stützendrücken 
abhängen,  ergibt  sich  <S"  =  0 ;  die  dritte  Guitiing  reicht  nur  von  G  bis  E.  Ihr  Pfeil 
ist  =/i,  ihre  Spannweite  =/ft. 
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(18)     H^ -S^^T- 


EF 

zEF,M2\r^ec*0Lr 


ergibt,  und  hieraus  folgt:  wii-d  die  dritte  Gurtung  stärker  erwärmt  als 
die  übrigen  Teile  des  Bogens,  so  nimmt  der  Horizontak?/^  ab;  im 
Gegenfalle  wächst  H  um  ein  positives  -ö,.  Für  den  in  der  Mg.  260 
dargestellten  Träger  findet  man,  daß  der  HorizontaldfT^cfc  JB  zu-  oder 
abnimmt,  je  nachdem  die  dritte  Gurtung  mehr  oder  weniger  erwärmt 
wird  als  der  Yersteifungsbalken. 

Es   ist  nun  stets  zulässig,  die  Formel  (18)  durch  die  einfachere: 

sEFlM 

(19)        //.  =  T-2t- 

ZU  ersetzen;  denn,  da  die  Wahl  von  A^  einer  groben  Schätzung  unter- 
liegt, so  hat  es  natürlich  keinen  Zweck,  die  übrigen  Glieder  allzu  pein- 

V*  s     F 
lieh  zu  berechnen.    Für  ;t«,  ist  in  (19)  der  Wert  x^  =  ^*  "*  — f  ein- 

zuführen.     Eine   Kürzung    der   x    bedingt   auch    eine   entsprechende 

Änderung   des  Zählers   von  Hf.    Setzt   man  z.  B.  für  den  Träger  in 

F  F 

Figur  261,  w^  =  y^  und  w^,  =z  y^ -^- ^  femer  x^  =  y\,  Xt,  =  yl-y-,  so 

s         X 
muß  man  den  Zähler  von  Ht  in  Gleich.  (19)  durch  — ^  =  -—  dividieren; 

es  ergibt  sich  dann: 

(20)        H,  =  T        *^''''**^' 


x[s»/i+|;2j^l] 


95.  Nähenuigaformeln  für  den  dnrch  einen  Balken  mit  parallelen 
Onrtimgen  versteiften  Parabelbogen.  Wir  bezeichnen  mit  h^  und  ku  die  Ab- 
stände der  Gurtungen  von  der  die  Bogenenden  AB  verbindenden  wagerechten  Ge- 
raden, mit  y'  die  auf  die  Gerade  AB  bezogene  Ordinate  des  Bogens  an  der  Stelle 
x;  sodann  betrachten  wir  den  Bogen  als  stetig  gekrümmt  und  setzen  für  eine  Einzel- 
last P  (imter  Vernachlässigung  der  Dehnung  der  Hängestangen:*) 


HzzzP 


2,,.X  +  J^2j,.n  +  A.^/(l  +  ^|^) 


=  p 


b 


Ay '  +  Ä«)« dj-  +j(y'-  Äo)«^/x  +  *•  fI  K^  +  ¥  7^) 


*)  Dafür  wollen  wir  die  Abmessungen  h  und  /i  (Fig.  261)  dui'ch  die  größeren 
/  und  f  ersetzen. 
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wobei ^-^=ym+yk^  —  y'  +  hu  +  {jf'  —  ho)-^- 


dx* 


F^ 


und  t/  =-'— ij '- 


Man   vergleiche   die  ähnliche  Entwickhmg  in  Nr.  82,  Seite  215;  in  derselben 
AVeise  wie  dort  ergibt  sich 


(21) 


5  huFu—hoFo  ,  15  hJF.+  ho*F„  ,  15ä"A   ,  16/^\ 

"■^3  /V  F» 


F-K 


«*•*  o 


"~^"^2V(i^«T'^o)'"^8'*7^1JFV=r^"^  8  f^V  '   3  /•/  F^(Fu  +  Fo) 

Die   hiemach  aufgetragene  if- Linie  weicht  nur  wenig  von  einer  Parabel  ab; 
sie  darf  durch  eine  Parabel  von  der  Pfeilhöhe 


eraetzt  werden,  wobei 


(23)     v  = 


(22)         Z=^v 


f(F,  +  F,)  +  l.2b  {h.F.  -  A.F.) 


f(F.  +  F4+  2,5  (KF^-KF,)  +  g.(A.«F.+A,»F.)+^  ^*(l+^{^)-^ 


16 /»\  F.F, 

t 
fr 


ist.    Sollen  die  Längenändeningen  der  Hängestangen  berücksichtigt  werden,  so  tritt 
im  Nenner  noch  das  Glied 

15/^128/;.^^»^g^Än/^  FuFo 


8    /•    3     F,      /*  /*        F, 

hinzu.    Für  die  in  den  Figuren  263  und  264  dargestellten  Sondei-fälle  erhält  man: 


(25) 


f{^:-  +  l)  -  1.25  h 


(26) 


f{^  +  l)  +  1,25  h 


(Fig.  263). 


(Fig.  264). 
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Infolge  einer  von  B  aus  um  die  Strecke  6  vorgeschobenen  gleichfönnigen  Be- 
lastung p  entsteht: 

Der  Einfluß  einer  den  ganzen  Tiiiger  bedeckenden  gleichförmigen  Belastung  ist: 


(28) 


Ä.= 


w 


V. 


Fig.  263. 


V*/A-* 


Fig.  264. 


Die  ständige  Belastung  erzeugt: 


(29) 


Sf 


Infolge  einer  TemperaturändeiTing  entsteht: 
(30)  "       --   ••  ^EF.F.SH 


Ä  =  l'   *• 


** 


)^ 


8  f  f(Fo  +  Fu)'hh2b(huFu-hoFo) 
wobei  zu  beachten  ist,  daß  der  Horizontak/n/rÄ:  H  in  der  dritten  Gui-tung  vergrößert 
wird,  sobald  di&se  Gurtung  um  Ä/  mehr  ei-wärmt  wird  als  die  übrigen  Teile  des 
Fachwerks. 

Für  den  Fall  einer  gleichförmigen  ständigen  imd  beweglichen  Belastung  lassen 
sich  sehr  einfache  Formeln  gewinnen,  welche  den  in  Nr.  91  füi*  den  Zweigelenkbogen 
abgeleiteten  ähnlich  sind. 

1.    ÄJigriffsmomente,    Wäre  //=0,  so  würde  sich  für  den  Knotenpunkt  u 

xx' 
(Fig.  265)  infolge  der  ständigen  Belastung  das  Anginffsmoment  M^gz=zg-^—-  ergeben, 

und  es  entsteht  daher  mit  Berücksichtigung  von  Hg  =  -^  v  das  Moment: 


(31)  IV  =  ^  ^  _  1^  V  (2^'+  lu\ 


ji — 4f  — * 'X'-"     ^ 


f^'f) 


Fig.  265. 


*)  Vergl.  Seite  242,  Gleichimg  46.  ' 
**)  Abgeleitet  aus  Ht  =  -;r/rrE^ — ,    ^^  **  ,   welche  Formel  der  Gleichimg  (25) 


auf  Seite  215  entspricht. 


8/^(Fo  +  FJco 
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XX 


woraus,  wegen  y'=^4if—j^  -,  nach  Division  durch  h*) 

(32) 


Ebenso  erhält  man  für  einen  Knotenpunkt  der  oberen  Gurtung: 
(33) 


-V.»        gP     ,  xx' ,       ,. 


Zeichnet   man    also    eine   Parabel    A'S'B'^    deren   Pfeil  =  -^-r-  (v  —  1)   ist, 


Sh 


8A 


bezw.- 


zieht  die  zu  Ä'B'  parallelen  Geraden  CD  und  EF  in  den  Abständen 

-ö-7>,-  von  der  A'B\  und  mißt  entsprechend  u  und  o  die  Abstände  Yu  und  Yo  der 
Parabel  von  jenen  Geraden,  so  findet  man 

(34) 


\fu  \f  o 

h    ~     ^  "'      h    — +  ^^-' 


4     /i{v 1) 

denn  die  auf  A'B'  bezogene  Ordinate  der  Parabel  an  der  Stelle  x  ist  ==  ^^  •  — ^  _  £ — -  xx' 

XX    (v 1) 

=  -'-  ~-  —  -'    Figur  26Ö  setzt  voraus,  daß  v>l  ist.    Ergibt  sich  v<l,  so  liegt 

S'  oberhalb  A'B\ 

Behufs  Ermittlung  von  Mp^  biingen  wir  die  untere  Gurtung  des  Yersteifungs- 

balkens  in  Au  und  Bu  mit  den  Auflagei'senkrechten  zum  Schnitt,   bestimmen  den 

lotrecht   über  u  gelegenen  Punkt  u*  des  Bogens  und   folgern   aas  der  Gleichung 

M**  =  Mo  —  Bj/ut  in  welcher  Mi,  das 

y— X— 1^      j»- —Cm — -*{  Moment  für  den  Querschnitt  x  eines 

einfachen  Balkens  bedeutet,  daß  Mu 
dieselbe  Form  hat  wie  das  Moment 
für  den  Punkt  u'  eines  in  den  Punkten 
Au  und  Bu  gestützten  Zweigelenk- 
bogens.  Diesem  Zweigelenkbogen  muß 
natürlich  der  für  den  versteiften  Bogen 
gefimdene  Wert  v  (Gleichung   (23), 

Seite  264)  zugeschrieben  werden.     Die  Kämpferdrucklinie  ist  eine  Wagerechte  im 


Fig.  266. 


Abstände 


3v 


von   der  AuBu  und   werde   von   den  Geraden  A^u'   und   Buu'  in 


Punkten  E^  E*  geschnitten,  deren  Abstände  von  den  Auflagersenkrechten  J«  und  £«' 
sind,  Fig.  266. 


Dann  ergibt  sich 


min 


MjT  _ 


=  — pC«,  wo 


Die  beiden  Grenzwerte  von  M^'.h  sind  nun 


(36) 


j^ — ^—gYu—pCu 


Mu 


=  -qyu+pC 


M 


*)  Wir  berechnen   die       -,   weil   die  Sptmnkräfte   in  den  Gurtstäben   diesen 
Werten  proportional  sind. 
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und  ebenso  ergibt  siuh: 


(37) 


»■II-"' 


h 


=  +  qyo+pCo,  wo 


(38)         C._ g^^- 

Die  Ermittlung  von  5«  und  5o' 
zeigt  die  ohne  weitere  Erklärung  ver- 
ständHche  Figui-  267.  liegt  E'  links 
von  Ay  so  ist  5'=0  zu  setzen,  hin- 
gegen 5  =  0,  wenn  E  rechts  von  B 
fallt.  —  Durch  die  vorstehenden  For- 
meln sind  die  Spannkräfte  in  den  Gur- 
tungen bestimmt. 


\^'L- — * 


Fig.  267. 


2.  Querkräfte,   Wird  zunächst  J^  =  0  angenommen,  so  entstehen  Momente  3/«^, 


welche  gleich  den  Ordinaten  eines  in  eine  Parabel  vom  Pfeil 
Polygons  sind  und  für  das  w^e  Feld  ergibt  sich  die  (Juerkraft: 


gl* 
8 


eingeschriebenen 


(>.„,  =  -V..>-^^(.-i)>. ^ tg p^       j^g,  268. 


Fig.  268. 


Mit  Berücksichtigimg  von  Hg  erhält  man  also: 


9^ 


und  wegen  tga«:  tgp«  =  /': 


^mg  =^Qomt—  Hg  tg  QU  =  tg  ß^  —  -^~  V  tg  OU , 


8 


(39)         (;>^,  =  -a..,(v  — 1). 

Mim  hat  aJso  nur  nötig,  die  im  ei-sten  Bande  Seite  128  für  die  Querkräfte  Qog 
des  einfachen  Balkens  gewonnenen  Werte  mit  —  (v  —  1)  zu  multiplizieren  und 
gelangt  zu  der  in  Fig.  268  dargestellten  Querkraft.sfläche.  Will  man  rechnen,  so 
setze  man 

(40)  Q^g  =  ^gx^^{y^l), 

Malier-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  17 
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Die  Bestimmung  des  Einflusses  der  beweglichen  Behistung  p  ge^schieht  sehr 
übersichtlich  wie  folgt. 

4/" 
Im  Abstände  ~-  von  der  AB  wird  die  Wagerechte  AB'  gezogen,  und  durch 

A  eine  Parallele  zum  mten  Stabe  (F*F")  der  dritten  Gui-tung  gelegt  (Fig.  269), 
welche  die  A'B'  in  E  schneidet,  Eme  durch  E  gehende  Last  P  erzeugt  —  eine 
stetig  gekrümmte  if-Linie  vorausgesetzt  — 


„       SPab  Pb     a         Pb      ,  ,     , 

^=-^Jl  ^^~r  Tf^~l  ^o<g  a«  =  ^  cotg  a«, 


^Litiitf^^'^ 


Fig.  269. 


und  bringt  die  Querkraft 

hervor.  Eine  links  von  E  liegende  Litst  P'  verursacht  //=  A  cotg  a'  und  die  Quer- 
kraft (?„,  =  J.  —  A  cotg  a'tga,«=^(l  —  ~ — >) ,  welche  positiv  ist,  weil  tg  ot««  <  tg  a' 

\        tga  / 

ist,  während  Lasten  rechts  von  E  negative  Querkräfte  Q^  erzeugen.  Liegt  aber  P 
links  von  nt  —  1,  so  entsteht 

und  hieraus  darf  man  schließen,  daß  zur  Erziehmg  von  maxQmp  nur  die  zwischen 
dem  Schnitte  tt  imd  der  Senkrechten  durch  E  gelegenen  Knotenpunkte  (mit  je  /?X) 
zu  belasten  sind.*)  Zeiclmet  man  nun  die  Einflußlinie  für  77  und  A  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  sich  über  den  Ti'äger  die  Last  1  •  X  bewegt  und  addiert  die  unter  den 
belasteten  Knotenpunkten  gemessenen  Oi-dinaten  H  und  ^1,  so  erhält  man 

,  Q^^  =  (2  A  —  tg>«.  2  77)  /), 


wiax^ 


*)  AVir  machen  die  zweckmäßige  (etwas  zu  ungünstige)  Annahme  fester  Knoten- 
Iflsten  ;>X.    Yergl.  Band  1  Seite  118. 
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wobei  in  dem  in  der  Fig.  269  dargestellten  Falle 

2^  =  ^  +  ^  +  ^  +  ^;  s^=i^  +  //4+/r6  +  /re 

ist    Die  beiden  Grenzwerte  von  Q  sind  nun 

^<?«  =  — 9x«,"(v-l)+p(Sil  — tga«2i/); 

durch,  dieselben   sind   die  Spannkräfte  der  beiden  Diagonalen  Dr  und  Di  bastimmt. 

Die  vorstehend  abgeleiteten  For- 
meln lassen  sich  auch  zur  Berech-         ,     JI 

nung  der  Spannkräfte  des  in  der 
Fig.  270  dargestellten  Trägers  be- 
nutzen. In  den  Gleichungen  (21) 
bis  (30)  zur  Bestimmung  von  H 
muß  man  //«  mit  ä„  vertauschen, 
jF;  mit  Fu. 

96.  Zahlenbeispiel.  Es  soll  die  ^-Tinie  des  in  Fig.  271  dargestellten  Trägers 
zunächst  angenähert,  sodann  aber  mit  Berücksichtigung  der  Längenänderungen  sämt- 
licher Stäbe  ermittelt  werden.  Die  Knotenpunkte  der  dritten  Gurtung  liegen  in  einer 
Parabel,  deren  Pfeil  /■=6,12*"  ist.*) 

1.  Vernachlässigung  der  Längenänderungen  der  Füllungsstäbe,  Die  Ge- 
wichte  tr    der    einzelnen   Knotenpunkte    des    Tersteifungsbalkens    sind    nach   den 


Fig.  270. 


OrdinaUn  in  Meiern 


Siäklängen  mAfefrm 


H- 


-V 


K—7it->f-A—^ 


MsXjTt !.._>: 


Fig.  271. 


Gleich.  (12)  und  (13)  zu  berechnen,  worauf  9J  durch  Gleich.  (16)  und  JI  durch  die 
Formel 

^f 
H=P---- 

F  F 

bestimmt  ist.     Geschätzt  seien:    ^"-  =  0,37;    -r?-  =  0,40.     Man  erhält 

für  einen  unteren  Knoten  w;  tr^^^ym 

y 
für  einen  oberen  Knoten  k\  ?r*  = //*  —  °- =:  0.37  y*. 


*)  Figur  271  stellt  den  Ilauptträger  einer  1889  in  Ifannorer  nach  den  Plänen 
des  Verfassers  erbauten  Straßenbrücke  ül^er  die  Ihme  dar. 

17* 
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und  wenn  die  den  Ejioten  1,  3,  5,  7,  .  . .  entsprechenden  u>  auf  die  Angnf&punkte  2, 
4,  6,  ...  der  Querträger  verteilt  werden: 

.r,  =  1,87  +  \ 

w^  =i.  1,435. 0,37 +  3,40  +  4 
#r,  =  1 . 2,795  . 0,37  +  4,59  +  \ 
w^=\'  3,815 . 0,37  +  5,44  +  i 
fTio  =  }  •  4,495  .  037  +  5,95  +  \ 
w'„  =  \  .  4,835  . 0,37  +  6,12  +  \ 

Die  Angriffsmomente  Jlf„  des  mit  diesen  Gewichten  w  belasteten  Balkens  A'B' 
sind,  wenn  die  Feld  weite  X  =  l  gesetzt  wird:*) 


1,436 . 0,37  =  2,14 
2,795 . 0,37  =  4,18 
3,815 . 0,37  =  5,80 
4,495 . 0,37  =  6,95 
4,835 . 0,37  =  7,64 
4,835 . 0,37  =  7,88. 


J»/^=   83,49 
M^  =  102,02 


M^^  =  113,60 
3/^,  =  117,54. 


M^  =  30,65 
M^^  =  59,16 

Nun  findet  man: 

5R  =  Sy««  +  ^  Sy»>  +  'i^  ^^=  2  (1,87«  +  3,40»  +  4,ö9«+5,44«+5,9ö«)+6,12« 

+  0,37 . 2  (1,435«  +  2,795«  +  3,815»  +  4,495»  +  4,835»)  +  -^^^^—  0,40  =  2%,20 
und  (da  die  M^  vorhin  für  X  =  l  berechnet  woi-den  sind)  mit  P=l: 


H= 


30,65 


296,20 


"296,20"""  94,78  '  ^^ 


^  =  ^:j^  =  0,32i  ^4  =  0,62;  ^  =  0,88;  ^e  =  l,08;  J3i«  =  l,20;  5;,  =  1,24. 

2.  Berüeksichtigtmg  der  Längenänderungen  sämtlicher  Stäbe,  Die  Inhalte 
der  Stabquerschnitte  (ohne  Abzug  der  Nietlöcher)  sind  in  Fig.  272  zusammengestellt 
worden.  Zur  Ermittlung  der  IT-Linie  soll  Gleichung  (V)  auf  Seite  169  benutzt 
werden.    Dieselbe  liefert 

jj  p       ^■« 

EF 

wo  S'  die  Stabkraft  infolge  n= — 1  und  8«  die  duich  diesen  Belastungszustand 
verursachte  loti-echte  Vei-schiebung  des  Knotenpunktes  m  bedeutet.    Die  Simmie  3 


4^S 


(Uumdtnäie  in 


%  StS 


JF/J 


StS 


Fig.  272. 


StS 


umfaßt  sämtliche  Stäbe  des  Fachwerks.  Den  Kräfteplan  für  H=  —  1  zeigt  Fig.  273  a. 
Man  denke  sich  in  den  Stäben  der  dritten  Gurtung  Zugkräfte  5/,  5^',  .  .  .  hervor- 
gerufen, deren  wagerechte  Seitenkraft  =  1  ist,  bestimme  die  in  den  lotrechten 
Zwischenstäben   hierdurch   erzeugten  Drücke,    S'=zZ'  (welche  beim  Parabelbogen 


*)  Yergl.  Seite  206.    Die  rechnerische  Bestimmung  der  3/,^  ist  der  zeichnerischen 
Ermittlimg  unbedingt  vorzuziehen. 
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von  gleicher  Feldweite  den  konstanten  AVert  — 


8A 


8 . 6,12 


=  —  0,11  annehmen) 


/»  37,5 .  12 

und  zeichne  hierauf  für  den  mit  den  Kräften  Si  und  Z'  belasteten  Versteifungs- 
balken einen  Cremonaschen  Plan.  Die  EIrgebmsse  sind  in  die  Fig.  273  b  eingeschrieben, 
ebenso  (in  Elammem)  die  den  Stäben  der  dritten  Gurtung  entsprechenden  Werte 

Bei  Berechnung  der  letzteren  wurde  die  füi*  alle  Stäbe  gleiche  Mastizitäts- 


EF 


S'^8 


Ziffer  E^  deren  Größe  auf  das  Verhältnis  ^m :  "S    „^   ohne  Einfluß  ist,  ==  1  gesetzt. 


Fig.  273. 


^-  (\i7e)    (tf,mj       rzixjüj 


'Zsr  8 


(z$,  ea$j      (*s,  OSO)      rso,eoo 

'6,S¥     7     '€,ss      »    -$eo       //     'Äff 


^7^        6-^193         a     -^^XS      fO     rt^        fZ 
(0,87¥}  (^tOlsf  ro,fS0J  (8,6nJ  (S^8S5) 


^jsr 


Fig.  274. 


Als  Einheiten  wurden  die  Tonne  und  das  cni  gewählt,  so  daß  sich  beispielsweise  fiLr 
das  dritte  Feld  der  Wert 

Ä"«5_  _  1,07«  •  334 

EF  "■ 

ergab. 

S's 


0,738 


1-519 
Jetzt   wurden  für  den  Zustand  H=z  —  1  die  Längeiiändenmgen  A«  = 


EF 


der   Stäbe   des  Versteifungsbalkens   berechnet  imd   in  Fig.  274*)  zusammengestellt 

*)  Diese  Figur   ist   verzerrt   gezeichnet   worden,  lun  Platz  für  die  Zahlen  zu 
gewinnen. 
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(nicht  eingeklammerte  Zahlen),  dej>gleichen  die  Werte  -jj^-=-  =  *5'As(eingeklammertd 
Zahlen).    Für  den  zweiten  Untergurtstab  wurden  z.  B.  erhalten: 

Ag=  ^^^.5^/5^'^  =0,7282  =  0,73  und  S'A5  =  1,20  .0,7282  =  0,874.*) 

Die  Durchbiegungen  8„  lassen  sich  als  Momente  Mu,  eines  einfachen  Balkens 
Ä'B*  (Fig.  271)  deuten,  welcher  mit  Gewichten  er  belastet  wird,  zu  deren  Berechnung 

1  64 
die  Gleichungen  (6)  und  (7)  auf  Seite  105  dienen.     Wegen  sec  91  =    '  -  =  1,46 

1,97 
und  sec  9=   —  '       -==  1,26  ergeben  sich,  wenn  die  überall  gleiche  Abmessimg  ä 

zunächst  =1  gesetzt  wird,  für  die  untei"en  Knoten  die  Werte: 

«'.,  =  2,61  +  1,49  . 1,46  —  2,32  •  1,26  =   1,8622 
ir^  =  4,09  +  (2,32  —  1,83)  •  1,26         =   4,7074 
?/•«  =  5,54  +  (1,83  —  1,30) .  1,26 
tc^  =  6,55  +  (1,30  —  0,59)  •  1,26 
?/-,o  =  9,69  4-  (0,59  —  0,20)  •  1,26 
frjj  =  9,96  +  (0,20  +  0,20)  •  1,26 

und  für  die  oberen  Knotenpunkte: 

iTi  =  —  1,49  . 1,46  =  —  2,18 
/r,  =  0,73**) 
Ws  =  1,41 


=  6,2078 
=  7,4446 
=  10,1814 
=  10,4640 


IV,  =1,93 
iv^  =2,28 
//•„  =  2,45. 


Werden  die  Gewichte  der  oberen  Knoten  auf  die  Querträger- Angriffspunkte  2, 
4,  6,  .  .  .  verteUt,  so  erhält  man  für  diese  letzteren  die  Gewichte: 


«',  =  1,8622  —  2,18 


2,005 


-h  ^0,73  =  0,83 


3,125 

«'4  =  4,7074  +  i  (0,73  +  1,41)  =  5,78 

M'e  =  6,2078  +  i  (1,41  +  1,93)  =  7,88 

denselben  entsprechen  mit  X  =  1  die  Momente : 


Wf,  =  7,4446  +  i  (1,93  +  2,28)  =  9,55 

fr,o=  10,1814  +  i  (2,28  +  2,45)  =  12,56 
iv,^  =  10,4640  +  i  (2,45  +  2,45)  =  12,91, 


^f^  =  43,045 
^U  =  85,260 


J/^=  121,695 
3/^  =  150,250 


M^^o  =  169,255 
J/^„  =  175,710. 


Die  Zusamnienzählung  der  in  die  Figuren  273  und  274  eingeschriebenen  (ein- 


geklammerten)  Werte 


EF 


gibt  für  beide  Trägerhälften: 
2^5=362,937, 


nnd  hierzu  tritt  noch  für  die  Hängostangen,  für  welche  durchweg  *S"=  —  0,11  und 
F=-{-dOqcni  ist,  das  Glied: 

0,11« 


1-90 


weshalb 


[2  (1,87  +  3,40  +  4,59  +  5,44  +  5,95)  +  6,12]  =  0,00654 


2    ,,,:  =362,937  +  0,654  =  363,59. 


*)  Die  Stablängen  (in  Metern)  sind  in  Fig.  271  angegeben. 
**)  An  jedem  Knoten  3,  5,  7,  ...  .  greifen  zwei  Diagonalen  an,  deren  Längen- 


änderungen entgegengesetzt  gleich  sind  und  sich  daher  tilgen. 
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Da  mm  bei  Berechnung  der  M^  sowohl  ä  =  1  als  auch  X  ^  1  gesetzt  wurde, 
so  folgt  jetzt  für  P=  1 

""  363,59  *  h  ""  363,59  •  120  ""  139,62  ' 
^=  j55J|-  =  0^1;  H^  =  Ofil;  fl,  =  0,87;  //,  =  1,08;  Ä,.  =  l,21;  if„  ^  1,26. 

Diese  genaueren  "Werte  weichen  von  den  vorhin  berechneten  nur  unwesentlich  ab. 
Wir  empfehlen  dem  Leser,  zur  Ül)ung  die  ^M-Linie  noch  mit  Hilfe  eines  Williot- 
schen  Planes  oder  mittels  des  Stahzugverfahrens  zu  bestimmen. 

97.  EinfloB  soliräger  Lasten.  Wir  schließen  diesen  §  mit  einer 
TJntersnchung  des  Einflusses  schräger  Lasten  auf  einen  Zweigelenkbogen 
mit  gesprengter  Zugstange  (Dachbinder)  imd  machen  auf  diejenigen 
Annahmen  aufmerksam,  welche  zur  Vereinfachung  des  im  §  6  er- 
ledigten strengeren  Verfahrens  gemacht  werden  dürfen.  Der  allgemeine 
Ausdruck  für  H  infolge  einer  Einzellast  P^  ist  (nach  der  ei-sten  der 
Gleichungen  (V)  auf  Seite  169): 

(41)         H=P^--^-^.,^^, 

worin  S'  die  dem  Zustande  H^=  —  1  entsprechende  Spannkraft  irgend- 
eines Stabes  des  Fachwerks  ist,  und  8J  die  Yei-schiebung  bedeutet, 
welche  der  Angriffspunkt  m  der  Last  P^  im  Sinne  von  P^  erfährt, 
sobald  nur  die  Ursache  H=  —  1  wirkt.  Die  Ermittlung  der  Ver- 
schiebungen 8',  die  in  Kg.  275  mit  Hilfe  eines  Williotschen  Planes 
erfolgte,  darf  stets  unter  der  Voraussetzimg  starrer  Püllungsstäbe  durch- 
geführt werden;  auch  ist  es  zulässig,  sämtlichen  (rurtstäben  denselben 
Quersclmitt  F^  zuzuschreiben.    Setzt  man  dann  bei  der  Berechnung  der 

S's 
Längenänderungen  A5  =  -t^^  der  Gurtstäbe  sowohl  E^=l  als  auch 

F„  =  l^  so  muß  man  in  Gleich.  (41)  den  Nenner  durch    den  Wert 

F 
^S'^s-^  ersetzen.    In  Fig.  275  liegt  ein  s}Tnmetrischer  Träger  vor. 

Es  wurde  bei  Aufzeichnung  des  Vei*schiebungsplanes  zimächst  der 
Mittelpunkt  und  die  Richtung  des  Stabes  55  als  festliegend  angesehen, 
hierauf  6'4'=  A5*)  gemacht  und  5'4'_L54,  5'6'J_56  gezogen.  Die 
Anachließung  der  Punkte  3',  1',  0',  A'  erfolgte  nach  Nr.  32.  —  Die 
Punkte  8',  10',  B'  liegen  in  bezug  auf  die  Senkrechte  durch  5'  sym- 
metrisch zu  2',  1',  Ä;  imd  ebenso  würde  man,  falls  auch  in  den 
Knoten  1,  3,  5,  7,  9,  C,  D  Lausten  angreifen  sollten,  die  symmetrisch 
zu  3'  und  1'  gelegenen  Punkte  7',  9'  eintragen  und  endlich  C\  D\ 
welche  in  Fig.  275  fortgelassen  sind,  bestimmen.  Behufs  Erfüllung  der 
wirklichen  Auflagerbedingungen  mußte  schließlich  der  Verschiebungs- 


')  "VS'ir  erinnern  an  die  Bezeichnung  Aä^  =  A5. 


264 


Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 


pol  aus  dem  Mittelpunkte  von  A6  in  den  dem  festen  Auflager  Ä  entr 
sprechenden  Punkte  A'  gelegt  werden,  worauf  sieh  beispielsweise  die 
Verschiebung  Sg'  des  Knotens  2  im  Sinne  von  P^  gleich  der  Projektion 
des  Strahles  Ä2'  und  die  Kichtung  von  P,  ergab.*) 

Wären   nun  Zugstange  und  Zwischenstäbe   nicht  vorhanden,    so 
würde  sich 


2S'«6- 


L  =  f,^'=A'B' 


Fig.  275. 


ergeben,  d.  h.  gleich  der  Verschiebung,  welche  B  infolge  des  Belastungs- 
zustandes H=  —  1  erfährt    Im  vorliegenden  Falle  ist  aber 

wobei  sich  das  Zeichen  S,  über  die  Glieder  der  Zugstange  und  die 
Zwischenstäbe  erstreckt,  und  hierfür  darf  stets 


*)  Die  bei  unsymmetrischem  Träger  nach  Nr.  33,  Seite  63,  zu  zeichnende 
Figiu*  Ä"0"V* .  .  .5"  schriunpft  hier  zu  einem  mit  A'  sich  deckenden  Punkte 
zusammen. 
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gesetzt  werden,*)  womit  sich 

H=P^ ^ 


F 


m 


ergibt,  oder,   falls  man  die  Lasteinheit   durch    eine  Strecke  von   der 

F 
Länge  hs  +  l-J-  darstellt, 

Will  man  die  Punkte  5',  6',  4',  ...  in  Fig.  275  b  aus  der  nach 
Nr.  93  für  die  lotrechte  Lastenrichtung  ermittelten  Biegungslinie 
ableiten,  was  manchmal  vorteilhaft  ist,  so  beachte  man  die  Beziehung: 

w^= — ^-  (absolut  genommen).    Hat  man  also  die  Gewichte  w  nicht 

mittels   der  Gleichungen  auf  Seite  250  berechnet,    sondern  von   den 

später  gezeigten  Vereinfachungen  Gebrauch  gemacht,  so  muß  man  bei 

Aufzeichnung  des  Linienzuges  5',  4',  2',  0',  1',  A'  die  Längenänderungen 

F 
As  =  wr  auftragen  und  auch    das  Glied  /  -^   entsprechend   ändern. 

Liegt  z.  B.  ein  Sichelträger  vor  und  wird  nach  Seite  205  das  Gewicht 

u\,  =  -~  f  statt  ^~p^)  eingeführt,  so  folgt  für  den  dem  Knoten 

u                            l     F 
gegenüberliegenden   Gurtstab:    As^  =  -—  imd  es  muß ~  an  die 

F 

Stelle   von  /-^f   treten,    wo   s^   die   mittlere  Gurtstablänge   bedeutet. 

^b 

Sind  sämtliche  Füllungsstäbe  mit  Ausnahme  eines  etwa  vorhandenen 
Endständers  gegen  die  Lotrechte  geneigt,  so  bestimme  man  4',  3', 
2',  O;  indem  man  5'— 4'J_5  — 4,  4'— 3'_L4  — 3,  3'— 2'J_3  — 2, 
2' — r_L2  —  1  und  r — 0'J_  1 — 0  zieht,  worauf  Ä  am  schnellsten 
mit  Hilfe  von  As,  =  A0  festgelegt  wird. 

Schließlich  sei  noch  daran  erinnert,  daß  sich  die  Punkte  4',  2', 
0',  A'  auch  nach  dem  Stabzugverfahren  ermitteln  lassen,  wie  das  in 
Nr.  85  durchgeführte  Zahlenbeispiel  gezeigt  hat 

Wird  die  Zugstange  durch  geneigte  Stäbe  mit  dem  Fachwerkbogen 
verbunden,  Figur  276  **),  so  führe  man  die  Spannkraft  X  irgend  eines 
Gliedes  derselben  als  statisch  nicht  bestimmbare  Größe  ein,  ermittle  die 
von  der  Ursache  X=  —  1  hervorgerufenen  Spannkräfte  und  Längen- 
änderungen und  zeichne  —  wie  in  Figur  275  —  einen  Williotschen 
Verschiebungsplan.    Die  Bestimmung  der  S'  für  die  Glieder  der  Zug- 


*)  Vergl.  Seite  261,  Gleich.  (11). 

**)  In  dieser  Welse  sind  z.  B.  die  Dachl)inder  der  Queens -Street -Station  der 
North  British  Railway  in  Glasgow  angeordnet. 
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Stange  und  für  die  Zwischenstäbe  hat  hierbei  nach  Fig.  2766  zu  er- 
folgen.*) Zu  betonen  ist,  daß  alle  vorhin  als  zulässig  bezeichneten 
Annahmen  auch   für  den  Fall   scliräger  Hängestangen    statthaft  sind; 


Fig.  276. 

die  Berechniuig  von  X  darf  dann  bei  der  üblichen  geringen  Sprengung 
der  Zugstange  mittels  der  Fonuel 

5« 


X  =  P^ 


8/+/ 


F. 


(vergl.  Seite  265) 


erfolgen. 

Hinsichtlich  der  bei  der  Berechnung  von  Dachbindern  in  Betracht 
zu  ziehenden  Belastungsfälle  wird  auf  Band  I,  §  39,  verwiesen. 


§9- 

Kette,  versteift  durch  einen  Fachwerkbalken. 

98.  Eine  sehr  wichtige  Trägerart,  deren  Berechnung  sich  von  der 
Untersuchung  der  im  vorigen  §  behandelten  Stabgebilde  nur  wenig 
unterscheidet,  ist  die  in  Fig.  277  dargestellte,  durch  einen  einfachen 
Balken  versteifte  Kette.  Bei  R  und  T  seien  auf  wagerechter  Bahn 
geführte  Auflager  angeordnet;  die  Hängestangen  seien  loti'echt 

Da  es  zweckmäßig  ist,  den  Yersteifungsbalken  nur  durch  die  beweg- 
liche Belastung  zu  beanspmchen,  so  wird  man  das  Bauwerk  zimächst 
als  unversteifte  Kettenbrücke  ausfüliren  und  die  Dreiecke  des  Verstei- 
fuugsbalkens  erst  dann  schließen,  wenn  die  Kettenglieder  und  die  Hänge- 
stangen  die  der  ständigen  Belastung  entsprechenden  Längenänderungen 
erfahren  haben. 

Die  Aufsuchung  der  Form  der  meistens  durch  drei  angenommene 
Punkte  i?,   TT,  T  geführten  Kette  und  die  Ennittlung  der  Spannkräfte 


*)  Die  Unterschiede  in  den  Spannki'äften  der  einzelnen  Glieder  werden  stets 
gering  sein ;  durch  entsprechende  Neigung  der  Hängestangen  läßt  sich  sogar  erreichen, 
daß  in  allen  Teilen  der  Zugstange  dieselbe  Spannkraft  X  auftritt. 
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infolge  der  ständigen  Belastung  ist  bereits  im  I.  Bande  (S.  404 — 408) 

unseres  Buches  beschiieben  worden,  und  wir  fügen  nur  noch  liinzu, 

daß  auf  dem  dort  angegebenen  Wege  die  Gestalt  der  durch  die  ständige 

Belastimg  gespannten  Kette  —  nicht  diejenige  der  spannungslosen  — 

gefunden  wird,  daß  also  die  Längen,  welche  den  Kettengliedern  und 

S  s 
Hängestangen  in  der  Werkstatt  zu  geben  sind,  =s —^  sein  müssen, 

wenn  allgemein  s  die  Länge  des  fraglichen  Stabes  auf  Gioind  der  er- 
wähnten Formbestimmung  und  S^  die  Spannkraft  infolge  der  ständigen 
Belastung  bedeutet  Daß  außerdem  noch  der  Unterschied  z\\ischen 
Aufstellungs-  und  Werkstatts-Temperatui*  berücksichtigt  werden  muß,  ist 
selbstverständlich,  ebenso  daß  bei  Bemessung  der  Pfeilerhöhen  der  Ver- 
kürzung Kechnung  zu  tragen  ist,  welche  die  Pfeiler  infolge  der  stän- 
digen Belastung  erfahren  werden. 

Wird  nur  ein  Teil  {g^  der  ständigen  Belastung  (g)  vor  Ausführung 
der  Versteifung  aufgebracht,  der  Rest  {g^  ei'st  nach  Einfügung  des 
Balkens,  so  ist  in  der  vorstehenden  Betrachtimg  5,,  an  die  Stelle  von 
Sg  zu  setzen.  Die  beschriebene  Formbestimmung  liefert  die  Gestalt 
der  mit  g„  belasteten  Kette  und  der  Einfluß  von  g^  muß,  ebenso  wie 
derjenige  der  beweglichen  Belastimg,  nach  den  in  den  folgenden  Unter- 
suchungen abgeleiteten  Verfahren  festgestellt  werden. 

Andererseits  könnte  man  aber  auch  außer  der  gesamten  ständigen 
Belastung  (/y)  noch  eine  Belastung  g  auf  die  unversteifte  Brücke  bringen 
und  nach  Vollendung  des  Versteifungsbalkens  wieder  entfernen.  Es 
würde  dann,  bei  Untersuchung  der  nach  der  Versteifung  hinzuti-etenden 
Lasten,  g'  als  eine  negative  Belastimg  aufzufassen  sein. 

Ähnliche  Verhältnisse  lassen  sich  natürlich  bei  jedem  statisch  unbestimmten 
Träger  herbeiführen.  So  könnte  man  z.  B.  einen  Zweigelenkbogen  zunächst  mit 
Scheitelgelenk  ausfühi*en  und  dieses  Gelenk  nach  Aufbringung  der  gesamten  ständigen 
Belastung  g  oder  eines  Teiles  von  tj  vernichten;  auch  eine  später  wieder  zu  besei- 
tigende Behistung  y'  könnte  zuweilen  von  Vorteil  sein. 

Die  Untersuchimg  des  Einflusses  der  nach  erfolgter  Versteifung 
der  Kette  auf  den  Balken  gebrachten  Belastungen  beginnen  wir  wie 
immer  mit  der  Betrachtimg  der  Wirkung  einer  Einzellast. 

99.  Der  Horizontalzug  H  infolge  einer  Einzellast.  Verbindet  man 
die  senkrecht  über  den  Balkenstützen  A^  B  gelegenen  Punkte  Ä\  B" 
der  Kette  durch  eine  Gerade  (die  Schlußlinie)  und  bezeichnet  die 
Sti-ecke,  welche  Kette  und  Schlußlinie .  auf  der  Lotrechten  durch  ii-gend- 
einen  Knotenpunkt  m  abschneiden,  mit  y^  (Fig.  277),  so  ist  das  auf 
-m  bezogene  Angiiffsmoment: 

wo  J/q^  den  Wert  von  M^  für  den  Fall  bedeutet,  daß  der  von  den 
Lasten  P  ergiiffene  Balken  nicht  an  der  Kette  hängt,  sondern  nur  in 
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A  und  B  gestützt  wird.  Für  den  Zustand  fl^=  —  1  ergibt  sich 
MJ=  y^  und  hieraus  folgt,  daß  die  Berechnung  des  von  einer  Einzel- 
last P  hervorgerufenen  Horizontalzuges  H  sich  von  der  Ermittlung 
der  Werte  jET  für  die  im  vorigen  §  behandelten  Trägerarten  nur  in- 
sofern unterscheidet,  als  die  im  Nenner  des  allgemeinen  Ausdrucks  für 

H  stehende  Summe  S       _  von  denRückhaltketten  beeinflußt  wird.  Die 

Spannkraft  der  unter  a'  geneigten  linken  Rückhaltkette  ist  =fl^seca' 


r  reu) 


Fi^r.  277. 


und  nimmt  für  fi'=  —  1  den  Wert  4S"=  —  sec  a'  an.  Ist  also  die 
Länge  dieser  Kette  =  s'  vmd  der  Querschnitt  F=  Fj,  sec  a',  wo  Fj,  den 
zur  Aufnahme  der  Spannkraft  S  =  H„„^  bestimmten  Scheitel-Querschnitt 


der  Tragkette  RWT  bedeutet,  so  ergibt  sich 


S'»j 


s  seca 


,  wobei 


FF  EFy 

allerdings  vorausgesetzt  wird,  daß  sämtliche  Glieder  der  Rückhaltkette 
gleich   gespannt   sind,    daß    also    die  Stützung   derselben   auf   die   in 


§  9.    Kette,  versteift  durch  einen  Fachwerkbalken. 
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Figur  171  (Seite  175)  dargestellte  Weise  erfolgt  Bezeichnen  s"  und 
a'  die  entsprechenden  Werte  der  rechten  Bückhaltkette,  so  führen  die 
vorstehenden  Betrachtungen  zu  der  folgenden  Bestunmungsweise  der 
Einflußlinie  für  K 

Man   berechfie   die  Momente  M„  eiries   mit  den   Oewichten 


u\ 


F 


belasteten  einfachen  Balkens  A  B    (unter  F^  eine 


beliebig  große,  aber  konstante  Querschnittsfläehe  verstanden)  und 
dividiere  dieselben  durch 

F 
(1)         9?  =  S;r^  +  -^  (2\r  sec^  oir -\- s' s^  ol'  '■\' s" sec  a') 


F, 

F 
+  y-  :^Xr  (tgcLr  —  tg  a,+ J  *, 


if. 


worin  x^=i  y^u\.     Das  Ergebnis  ist  fl'=-^-*) 

Die  zweite  der  Summen  in  Gleichung  (1)  erstreckt  sich  über  sämt- 
liche Glieder   der  Tragkette,  die  dritte  über  alle  Hängestangen.     Für 


Fig.  278. 


Fig.  279. 


beide  Summen  lassen  sich  einfache,  genügend  genaue  Näherungs- 
formeln ableiten.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  Kette  als 
stetig  gekrümmte  Parabel  imd  setzen  mit  Bezugnahme  auf  die  Bezeich- 
nungen in  Kg.  279: 


1/ 


•^1 


x)    ,    ex        j 

—^  -f-  -r-  und 


h 


.Vsec..=/.4.  +  (^9*]  =  ,0  +  ^Ä  +  ii) 


*)  Die  Bezeichnungen  sind  dieselben  wie  im  vorigen  §;  sie  wurden  überdies 
in  die  Figuren  277  und  278  eingetragen.  Die  Knotenpunkte  des  Balkens  und  der 
Kette  wurden  für  sich  numeriert;  .  .  .  /w  —  1,  m,  w  -(- 1  .  .  .  sind  die  Ordnungs- 
ziffem  der  Knotenpunkte  des  Balkens,  ...  r —  1,  r,  r+  1  .  .  .  diejenigen  der  Knoten- 
punkte der  Kette. 
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ferner    ^^.  (%  o,-  ig «,+  ,)*  =  XS  Qi'-y')  l  (i?.-'?^=^»^tJ_y 
Wir  erhalten  dann: 

(2)    «=s,.+.^...+?im»*'-M--L^fn^. ... 

(8)        «.  =  i,(l  +  ^-^  +  -J)+,'sec.'  + 

Das  von  den  Abmessungen  der  Hängestangen  abhängige  letzte 
Glied  von  9i  darf  in  der  Regel  gestrichen  werden;  sein  Einfluß  ist 
sehr  gering.  Bei  Berechnung  der  Werte  ti'^  und  x„  ist  es  zulässig, 
allen  Gurtstäben  denselben  Querschnitt  zuzuschreiben.    Man  setze  daher 


c 


//  ff 

s   sec  a  . 


(4)         w^=    ^2 


rl 

und  verstehe  unter,  dem  bislang  willkürlichen  F^  den  Mittelwert  der 
Gurtquerschnitte. 

Erfolgt  die  Versteifung  der  Kette  durch  einen  nach  Rg.  282  (S.  274) 
angeordneten  Parallelträger  von  der  Höhe  A,  so  ninmit  bei  gleich  langen 

Feldern  der  Ausdruck     "^  den  festen  Wert  -^-^    an.      Setzt   man   dann 

(5)         w„  =  y^  und  x„  =  y^w^  =  yl, 
so  muß  man  mit 

(6)     ^  =  ^y.+  *"[j;;  .,  +  ^n(f'L^M-^'nK-^ 

rechnen. 

Für  die  durch  einen  Parallel  träger  versteifte  Kette  ist  aber  noch  eine  weitere 
Vereinfachung  möglich,  bestehend  in  der  Einführung  einer  parabelfünnigen  //-Linie. 
Die  Entwicklung  ist  ähnlich  der  in  Nr.  82  für  den  Horizontalschub  eines  Zweigelenk- 
hogens  gegebenen  Ableitiuig.  Man  betrachte  die  Kette  als  stetig  gekrümmte  Parabel, 
deren  Gleichung 

4  /"t  (/  —  x) 

y  =   — li  —  - 

ist  (Fig.  280),  und  ei-setze  die  Einzelgewichte  fr  durch  eine  stetige  Belastung,  so 
zwar,  daß  das  Balkenteilchen  dx  mit  2ydx  belastet  wird,  wobei  die  Ziffer  2  aus- 
drückt, daß  an  der  Stelle  dx  die  Gewichte  xwcier  Knoten  (eines  oberen  imd  eines 
unteren)  zu  berücksichtigen  sind.  Man  erhält  dami  an  der  Angriffsstelle  von  P 
das  Moment 
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Mu,= 


IL 

3/» 


(a/»  — 2/a«  +  a*)*) 


und  findet  nun:  n=. 


PM^ 


wo 


92 


-/ 


y*  dx  4"  Ä* 


i^lb 


Der  unwesentliche  Einfluß 
der  Hängestangen  ist  hierbei  ver- 
nachlässigt worden.  Ersetzt  man 
die  auf  diese  Weise  erhaltene 
JJ-Iinie  durch  eme  Parabel  (vergl. 
Seite  216),  so  findet  man  den  Pfeil 
derselben: 


{7) 
<8) 


Z= 


3Ph 


I a 1— ^/^ 


1  +  ^^^'' 


s, 


1  i.— 


<9) 


16  /•* 

Die  Gleichung  der  Parabel  ist 
SPab^^ 


^ 


//  = 


Fig.  280. 


4fl 


Der  Wert  s^   ist   nach  Gleich.  (3)  zu  berechnen.    Fe  bedeutet  den  mittleren 
Querschnitt  der  Balkengurtung,  F*  den  Querschnitt  der  Kette  im  Scheitel. 

100.  Horizontalzug  infolge  einer  Temperaturändemng.  Eiue  gleich- 
mäßige Änderung  der  Aufstellungstemperatur  um  t^  erzeugt: 

(10)  lit  =  - 


EF 


:2S'^s 


^ 


F 


wo  9i  der  durch  Gleichung  (1)  auf  Seite  269  bestimmte  Wert  ist. 
Zahlenrechnungen  beweisen,  daß  der  Einfluß  der  Spannkräfte  S'  der 
Stäbe  des  Balkens  auf  die  Summe  SS's  ganz  unwesentlich  ist,  und 
daß  es  genügt,  in  den  Zähler  der  Gleichung  (10)  nur  die  den  Ketten- 
gliedern und  den  Hängestangen  entsprechenden  Werte  S's  einzusetzen. 

Wir  führen  ein: 

für  die  Tragkette:       2 S's  =  —  S  sec  a^  =  —  SX  sec*  a 


*)  Vergl.  den  Ausdruck  M^  auf  Seite  215.     An  die  Stelle  von  x  ist  a  getreten ; 

f  ^nu-de  durch  2  f  ersetzt;  die  Glieder  -^  und  —  ih^  -rr /«« )  •  J^  (^  —  x)  wurden 

gestiichen. 
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für  die  Rückhaltketben:  ^S's  =  —  (s'  sec  a  +  s"  sec  a") 
„      „    Hiuigestangen:    25'«  =  —  2;r^(tga,  — tgo^+i) 

=  - 2  (V  -  rt  X  (^^!^=to±i)  =  +/(*--!,')  ^x  0 

o 

und  erhalten: 

(11)        H, ^  -  ^s,  + 3^^ J, 

wobei  yt  und  ^^  nach  Gleichung  (2)  und  (3)  zu  berechnen  sind. 

Das  Vorzeichen  deutet  an,  daß  infolge  einer  Erhöhung  der  Auf- 
stellungstemperatur der  Horizontalzug  der  Kette  abninunt 

Wird  die  Kette  durch  einen  Parallelträger  versteift,  so  läßt  sich  Gleich.  (11) 
noch  erheblich  vereinfachen.  Man  ersetze  dann  nach  Streichung  des  unwesent- 
üchen  Einflusses  der  Hängestangen  und  Einführung  eines  mittleren  Gurtquerschnittes 
den  "Wert 

durch 

«-2/1^^  +  A, -le^  +  A, 

■"-7     A«    +  /»  ""-lö  A«  +  f\  *" 

o 

um  dann  zu  erhalten: 

TT  ^L^v*'-^'^     *o    ^c  1 

^,  -  -  tAHt  ^-^,  -j-  -^,-  ——^—y-  , 

"^  16  /•»     /   X 
oder  nach  einfacher  ümfonnuiig: 

(12)  Zf,  =  -e^F»/(l-v), 

wo  V  nach  Gleich.  (8)  auf  Seite  271  zu  berechnen  ist. 

101.   Elnflnßflächen.    Die  Einflußflächen  für  die  Momente 

M^  =  M^^  —  Hy^  und  Jl/«+i  =  3/o^+i  —  fl^y^+i 

sind  in  den  Figuren  277  b  und  277c  (für  den  Fall  in  den  oberen 
Balkenknoten  angreifender  Lasten)  dargestellt  worden.  Ihre  Aufzeich- 
nung bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung  mehr,  da  sie  nach  den  in 
den  §§  7  und  8  für  die  J/-Flächen  gegebenen  Regeln  erfolgt  Nach 
Berechnimg  der  Momente  J/«.,  J/,„+i  findet  man  die  Spannkräfte  in 
den  Gurtungen: 

CT.  =  +  -^;  0.+,  =  -  -^^'  (vergl.  Fig.  277 d). 

Auch  die  Ermittlung  der  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  ge- 
staltet  sich  ganz  ähnlich  wie  beim  Zweigelenkbogen  imd  bei  den  im 


§  9.    Kette,  versteift  durch  einen  Fachwerkbalken. 


273 


§  9  untersuchten  Trägerarten.  Wir  führen  durch  Ä  und  B  (Fig.  281) 
lotrechte  Schnitte,  welche  die  Tragkette  in  Ä"  beziehungsweise  B"  treffen, 
zerlegen  die  Spannkräfte  8^  und  S^  der  äußersten  Kettenglieder  in  die 
lotrechten  Seitenkräfte  J«,  B^  und  die  in  die  Schlußlinie  fallenden 
Seitenkräfte  H\  und  finden  zunächst  aus  der  auf  B"  bezogenen  Mo- 
mentengleichnng : 

Pb 

daß  A^  +  A^  ebenso  groß  ist,    wie  der  Stützenwiderstand  A  =  — j— 


a, K 6  — 


eines  einfachen  Balkens  A  /?,  und  daß  femer  B^-\-  B^=i  B  = 


Pa 

l 


ist 


Sodann  führen  wir  behufe  Bestimmung  von  D  den  Schnitt  tt^  wählen 
den  Treffpunkt  i  von  0  und  U  zum  Drehpunkt,  bestimmen  die  Strecke 
y<,  welche  der  Kettenstab  S  und  die  Schlußlinie  A"B"  auf  der  Lot- 
rechten durch  i  abschneiden,  zerlegen  die  Spannkraft  8  (welche  auf 
die  in  der  Fig.  281  angegebene  Weise  in  ihrer  Richtung  verschoben 
wii'd)  in  eine  lotrechte  Seitenkraft  imd  in  die  zur  Schlußlinie  parallele 
H'  =  Hsecx  (wo  T  den  Neigungswinkel  der  SchlußUnie  bedeutet)  und 
erhalten  die  Momentengleichung 

(13)         Mo,-Hy,-{-Dr,  =  0. 

Hierin  bedeutet  M^i  das  auf  den  Punkt  i  bezogene  Angriffsmoment 
für  den  Fall,  daß  AB  ein  einfacher,  nicht  an  der  Kette  hängender 


Müller-Breslau,  Graphische  Statik.   11.  1. 
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Balken  ist,  ein  Balken  also,  dessen  Stützenwiderstände  Ä^-]-  A^  =  Ä 
und  B^-[-B^  =  B  sind;  r^  aber  ist  der  Hebelann  von  D  in  bezog 
auf  i.  Die  Gleichung  (13)  hat  dieselbe  Fonn  wie  Gleichung  (34)  auf 
Seite  217,  und  hieraus  folgt  die  aus  der  Figur  281  ersichtliche  Be- 
stimmungsweise der  2>- Fläche.  Man  vergleiche  die  Figuren  222  bis 
225  auf  Seite  222  und  beachte  behufs  Feststellung  der  Vorzeichen, 


Fig.  282. 

daß  bei  der  in  Fig.  281  angenommenen  Lage  des  Punktes  i  der  Ein- 
fluß von  JBT  auf  D  gleich  -f  H--  (also  positiv)  ist, .  während  sich  im 
Falle  JT=0  die  Momentengleichung 

und  hieraus  der  ebenfalls  positive  Wert 

ergeben  würde. 

Es  leuchtet  ein,  daß  sich  auch  die  anderen  im  §  7  zur  Bestim- 
mung der  D-Flächen  angegebenen  Verfahren  auf  den  vorliegenden  Fall 
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anwenden  lassen;  wir  führen  dies  aber  hier  nicht  weiter  aus,  empfehlen 
vielmehr  dem  Leser,  diese  leichte  Arbeit  selbst  vorzunehmen  und  weisen 
nur  noch  auf  den  wichtigsten  Sonderfall  hin,  nämlich  den  in  Fig.  282 
abgebildeten  Yersteifungsbalken  mit  parallelen  Gurtungen.  Hier  er- 
geben sich  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  in  bekannter  Weise 
aus  den  Querkräften  P,  und  es  genügt  daher,  die  Ermittlung  der 
Ö-Fläche  für  irgend  ein  Feld  F^F^  zu  zeigen.*) 

Sind  M^  und  M^  die  Angriffsmomente  für  die  Knoten  -Pj,  F^^ 
so  besteht,  da  auf  den  Balken  nur  lotrechte  Kräfte  wirken,  die  Be- 
ziehung 

A  A  A 

WO  Qq  die  Querkraft  für  das  Feld  F^F^  eines  einfachen  nicht  an  der 
Kette  hängenden  Balkens  AB  bedeutet  Trägt  man  die  Ordinaten  y^y^ 
nach  Fig.  282  b  von  einer  wagerechten  Schlußlinie  aus  auf  und  be- 
zeichnet man  die  Neigungswinkel  der  auf  diese  Weise  erhaltenen  neuen 
Kettenlinie  mit  a',  so  erhält  man  die  Gleichung 

(14)         (?=Po— ^%a'  =  %a'(0ocotga'  — -ff), 

welche  dieselbe  Form  hat  wie  Gleichung  (3)  auf  Seite  249;  sie  führt 

zur  der  in  Figur  282  c  angegebenen  Darstellungsweise  der  ^-Fläche. 

Figur  282  d  zeigt  schließlich  die  Einflußfläche  für  den  Auflagerdruck 

-4«,  unter  der  Voraussetzung,  daß  bei  A  ein  Querträger  angeordnet  ist; 

sie  gilt  für  Träger  beliebiger  Gurtform  und  folgt  ohne  weiteres  daraus, 

daß  dem  Balkenquerschnitte  A  die  Querkraft  Q=z  A^  entspricht    Fehlt 

der  Endquerträger,  wird  also  der  erste  Zwischenträger  unmittelbar  auf 

das  Widerlager  gelegt,  so  ist  das  Dreieck  A'tTB'  durch  das  Dreieck 

A'J"B'  zu  ersetzen.**) 

102.  Formeln  fttr  den  gleichmäßig  belasteten  Verateifangsbalken  mit 
parallelen  Gnrtnngen.  Wird  die  statische  Berechmmg  auf  Grund  der  stets  zu- 
lässigen Annahme  dui'chgeführt,  as  liegen  die  Knoten  der  Kette  in  einer  Parabel, 

^fxil x) 

deren  Gleichung  y  =  -  -^  --—   J—  ist,  Fig.  280,  und  wird  ferner  die  auf  Seite  271 

abgeleitete  parabelförmige  -ff- Linie  benutzt,  so  lassen  sich  die  von  einer  gleich- 
fönnigen  Belastung  verursachten  Momente  M  und  Querkräfte  Q  auch  schnell  durch 
Rechnung  bestimmen.  Die  bezüglichen  Formeln  und  Regeln  sollen  hier  zusammen- 
gestellt werden;  sie  werden  in  ähnlicher  "Weise  entwickelt,  wie  die  auf  Seite  244 — 246 
und  265 — 259  für  den  Zweigelenkbogen  bezw.  den  vei-steiften  Stabbogen  hergeleiteten 
Gesetze. 

1.  Kette  und  Hängestangen.  Es  möge  der  allgemeinere  Fall  vorausgesetzt 
werden,  daß  nur  ein  Teil  {g,)  der  ständigen  Belastung  g  vor  Ausführung  der  Ver- 


*)  Bildet  die  vom  Schnitte  t  getroffene  Diagonah»  (D)  mit  der  Wagerechten 
den  Winkel  9,  so  ist  Z>  sin  9  =  ©. 

**)  Die  Auflager  des  Versteifungsbalkens  und  des  ersten  Zwischenträgers  sind 
bündig  liegend  angenommen. 
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steif ung  aufgebracht  werde ,  der  Rest  gn  =  g  —  9v  hingegen  erst  nach  Yollendung 
dos  Balkens.    Die  Belastung  g^  erzeugt:  Hi  =    ^     *),  während  ^«  nur  ^=    ^ 
hervorbringt.    Infolge  gänzlicher  gleichförmiger  Belastung  des  Balkens  mit  p  entsteht 
Bp  =     Q^     und   infolge   einer  Erniedrigung   der  Autstellungstemperatur  Ht=2-\- 
tEFkt(l  —  v),  weshalb  der  Größtwert  von  H: 

(15)  B^„=z~[g,  +  (gn  +  p)^]  +  zEF^({l^^) 

ist.    Die  gi-ößte  Spannkraft  in  einem  unter  a  geneigten  Gliede  der  Kette  ist  nun 

(16)  5«„  =  H^  sec  OL 

und  die  größte  Spannkraft  in  einer  Hängestange: 

(17)  Z^  =  H^(igoLr-i€Oir+i)=H,       ^^^ 


2.    Momente  und  Querkräfte  des  gäuxlich  heiasteten  Balkens.    Ist  der  ganze 
Balken  mit  p  für  die  Längeneinheit  belastet,  so  entsteht  an  der  Stelle  x  das  Moment 

'_PX(I^X)  rr^^_P^{i  —  J^)  P^    ^         \fx{l—X) 


(18)  3/^  =  -?^<4— -(1-^) 


x" 


und  |im  Felde  F^F^  (Fig.  286)  dessen  Mitte  von  der  Trägennitte  den  Abstand  x" 
haben  möge,  die  Querkraft: 

P  =  ~2 P^  —  Hpi^a    =ipx sF^^  ' 

Der  TVinkel  a",  den  das  Kettenglied  des  fraglichen  Feldes  mit  der  vorerst  in 
eine  wagerechte  Lage  gebrachten  Schlußlinie  Ä"B"  bildet,  ist  ebenso  git)ß,  wie  der 
Neigungswinkel  einer  an  der  Stelle  x  an  die  Parabel  vom  Pfeile  f  gelegten  Tangente, 
weshalb 

^'  -77-  J*-^^-^''^  =  -fl\Y-V-'P 

und 

(19)  (?,=/>.r"(l-v). 

Mp  und  Qp  sind  also  ebenso  groß  wie  Moment  imd  Querkraft  für  den  Quer- 
schnitt X  einas  nicht  an  der  Kette  hängenden,  nur  bei  Ä  und  B  aufliegenden  Balkens, 
der  gleichmäßig  mit  p  (1  —  v)  für  die  Läugeneinlieit  belastet  ist. 

Der  Einfluß  M,  bez\A'.  Q^  der  ständigen  Belastung  erhält  man,  indem  man  p 
durch  g»  ersetzt 

3.  OrenMoerte  der  Momente  infolge  der  beivegliclien  Belastung,  Um  das  Mo- 
ment wdfJ^m  für  einen  (obei*en  oder  imteren)  Knoten  m  an  der  Stelle  x  zu  be- 
stimmen (f^g.  283,  in  welcher  der  Parallelträger  durch  eine  Gerade  ersetzt  ist)  mache 

man  5"r=-— -,   ziehe   TS\\B"A'\   lege  durch  den  Kettenpunkt  w'  (senkrecht 

über  m)  die  Geraden  A*'  E  und  B" E'  und  belaste  den  Balken  i-echts  von  E  und 
links  von  E\    Es  entsteht  dann  (vergl.  Seite  245): 

(20)  -*«A4  =  --^(£'  +  5''), 


*)  Wir  vernachlässigen  hier  den  Umstand,  daß  die  Stützweite  der  Kette  in  der 
Regel  etwas  größer  ist  als  die  des  Balkens. 
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während  die  Belastung  der  positiven  Beitragstrecke  EE'  hervorbringt: 

(21) 
weil  tUmM,  +  mmM,  =  M,  ist. 


^'  =  +  T/f«'  +  ^'')  +  ^^=^<^--^)' 


Fig.  283. 


Die  Ergebnisse  der  Gleich.  (20)  lassen  sich  auch  recht  übersichtlich  wie  folgt 
durch  Zeichnung  darstellen.  Man  trage  von  der  Geraden  AB  (Fig.  283)  aus  eine 
kubische  Parabel  BJ  auf,  deren  Gleichung 


r= 


6/ 


ist,  und  verbinde  den  lotrecht  unter  E  liegenden  Punkt  Eq  dieser  Parabel  mit  A, 
Die  Crerade  AE^  schneidet  dann  auf  der  Lotrechten  durch  m  die  Strecke 

FD=  Y-^  =  ^-|^  (absolut  genommen) 

3v 

ab,  und  es  ist  deshalb  D  ein  Punkt  der  ntimMp-l^ie-,  zunächst  allerdings  unter  der 
Voraussetzung,  daß  nur  eine  Belastungsscheide  E  in  Betracht  kommt.  Bestimmt 
man  aber  die  Punkte  D  für  alle  Querschnitte,  die  zwischen  A  und  der  Stelle  G 
hegen,  welcher  £  =  0  entspricht,  zeichnet  dann  das  Spiegelbild  C'B  der  so  erhaltenen 
Kurve  und  addiert  schließlich  zwischen  C  und  C  die  Ordinaten  beider  Kurven,  so 
erhält  man  die  endgültige  wnA/p-Iinie.  Dieselbe  wurde  in  Fig.  283  durch  Schraffie- 
rung hervorgehoben.    Behufs  Aufzeichnung  der  kubischen  Hilfsparabel  berechne  man 

für  irgendeine  Abszisse  5i  die  Ordinate  Y^  =    ~f-  Und  bringe  dann  die  Gleichung  der 

E* 

Parabel  auf  die  Form:  Y=Yi^-.    Eine  bequeme  Konstruktion   dieses  Ausdrucks 

ist  in  der  ohne  weiteres  verständlichen  Fig.  284  angegeben;  die  Geraden  LM  und 
NO  sind  parallel  zur  Abszis-senachse. 
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Fig.  284. 


und  beachte,  daß  y 


_  4/> (/  —  .r) 


DieOrdinaten  K  wachsen  sehr  schnell, 
weshalb  es  sich  empfiehlt,  J^  nicht  größer 
anzunehmen  als  gerade  erforderlick,  da- 
mit die  Zeichnung  nicht  zu  viel  Baum 
beansprucht.  Am  besten  ist  es,  die  Punkte 
der  kubischen  Parabel  nur  für  diejenigen 
Querschnitte  zu  bestimmen,  für  welche 
die  Momente  gesucht  werden.  Man  ver- 
gleiche das  auf  Tafel  5  durchgeführte 
Beispiel. 

Will  man  die  Momente  rechnen,  so 
setze  man  (indem  man  zunächst  nur  die 
Belastimgsscheide  E  berücksichtigt): 


min 


Mp  =  — 


Sfl 


/a 


{l 


ferner 


ist.    Man  erhält  dann  für  die  Kiu-ve  ADC  (Fig.  283)  die  Gleichung 


54v'-r 


worin  »'=/  —  X  ist.    Die  Berücksichtigung  der  zweiten  Belastungsscheide  erfolgt  in 
derselben  Welse  wie  beim  zeichnerischen  Verfahren.    Der  Punkt  C  (Fig.  283)  liegt 

bei  a?  =  / ■=—  und  der  Punkt  C  bei  x  = 


3^  3v 

4.    Die  Momente  Mi  infolge  einer  Temperaturimderung  sind: 


(23) 


Mt  =  +  IIty  =  ^—j-^ ^g— ^ 


sie  sind  ebenso  groß  wie  die  Momente  eines  nicht  an  der  Kette  hängenden  ein- 

fachen   Balkens  ^i-ß,   welcher   gleichmäßig   mit   +--^^   für    die    Längeneinheit 

belastet  ist 

6.    Die  Oesamtnwmente: 

nUfiM=.  minMp  —  Hty  +  ^p 

,naxM  ==  n^Mp  -f.  Hty  +  Mg 
1  =  —  nrinMp  +  3fp  +  Hty  +  M, 

la.ssen  sich  nun  sehr  übersichtlich  wie  folgt  darstellen. 
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Man  zeichne  zuerst  die  Linie  ADSB^  deren  Ordinaten  die  größten  negativen 
Momente  wdnMp  angeben  und  addiere  hierzu  die  Ordinaten  einer  Parabel  ASiB  von 
der  Pfeilhöhe. 


Je  nachdem  ä/'2    q~  (^  —  ^)  ^^*i  ^"^  ^^®  Parabel  unterhalb  oder  oberhalb 

der  AB  angetragen;  ihre  Ordinate  an  der  Stelle  x  ist 

x{l  —  «) 


j;a  =  — Ä^+^r,— Sr— -(i-v)  =  -5;y  +  ji^ 


und  es  ergibt  sich  daher:  M<«3f=  —  DD^. 

Jetzt  zeichnet  man  eine  zweite  Parabel  AS^B^  welche  die  Pfeilhöhe 


S,J=.H,f+(p  +  gn)~^(l-^) 


hat  und  deren  Ordinate  an  der  Stelle  x 


x(l  —  x) 


ist,  weshalb  man  mcaM='\-DD^  erhält 


6.  D(i8  größte  aller  BcUken-Momente  entsteht  sehr  nahe  der  Stelle  x=  — /. 
Es  kommt  dort  nur  eine  Belastungsscheide  in  Betracht,  und  es  ist  daher  (wegen 

_  px  [3va;^— /]»        pxx'  gnxx'  SHtf 

1  3 

Mit  a5  =  -r-/  und  x'=z-7-l  geht  dieser  Wert  über  in 
4  4 

(24)  Jtf  =  l^^  (» - !)'+  ^(p  +  g,)P(l-^)  +  ^ n,f. 

Für  den  Gurtquerschnitt  des  VereteifungsbaÜtens  ergibt  sich  nun  an  der  be- 
trachteten Stelle  der  Wert 

wo  a  die  zulässige  Spannung  bedeutet.  Es  empfiehlt  sich,  den  auf  diese  Weise 
gefundenen  Querschnitt  der  Berechnung  der  Ziffer  v  xugrunde  tm  legen,  toeü  die 
Momente  mit  abnehmendem  v  UHichsen  und  es  deshalb  ratsam  ist,  den  Wert  v  eher 
eiwas  xu  klein  als  xu  groß  xu  nehmen.    Wir  setzen  daher: 

7.  Qrenxwerte  der  Querkräfte  infolge  der  beweglichen  Belastung.  Nachdem 
die  Schlußlinie  Ä'B"  in  wagerechte  Lage  gebracht  worden  ist  (Fig.  282  u.  286), 
wird  im  Abstände  Ä'^"=4/';3v  die  Wagereohte  SS'  eingetragen.*)  Hierauf  wird, 
behufs  Ermittlung  der  Querkraft  maxQp  des  Feldes  F^F^^  durch  A"  eine  Parallele 


*)  Damit  Fig.  286  recht  deutlich  werde,  nahmen  wir  die  Balkenachse  zusammen- 
fallend mit  der  Geraden  SS'  an. 
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zu  dem  Kettengiiede  F'F"  gezogen,  der  Schnittpunkt  E  dieser  Geraden  mit  SS' 
bestimmt  und  (vorausgesetzt,  daß  E  links  von  B"  liegt)  der  Balken  zwischen  E  und 
der  Feldmitte  beladet    Für  diesen  Belastungszustand  werden  nun  mit  Hilfe  der 

zweiten  ^- Linie  und  der 
zweiten  /T-Iinie  die  Werte 
A  und  H  dargestellt,  und 
dann  wird  gefunden: 

(26)    ««C>,  =  ^  - //tg  a", 

wo  a"  den  Winkel  bedeu- 
tet, welchen  F'F"  mit  der 
Wagerechten  einschließt  Die 
zweite  ^-linie  ist  eine  Pa- 
rabel, deren  Scheitel  bei  B^ 
liegt,  und  die  zweite  /T-Iinie 
wird  in  derselben  Weise  be- 
stimmt wie  beim  Bogen  mit 
zwei  Gelenken  (Gleich.  (46), 
Seite  242);  nur  mit  dem 
Unterschiede,  daß  v  einen 
anderen  Wert  annimmt  Ver- 
gleiche auch  die  auf  Seite  243 

gelöste  Aufgabe.     Liegt  E  rechts  von  B^^  so  wird  der  Balken  von  der  Mitte  des 

Feldes  F^F^  >)is  B  belastet. 

Zur  Berechnung  von  minQp  dient  schließlich  die  Gleichung 


Fig.  286. 


(27) 


minQp  +  ma*Qp  =  Q,  =  px''  (1  —  v). 


Fig.  287  u.  288. 


Ein  zweites  Verfahren,  maxQ,  zu  ermittehi,  ist  auf  Seite  268  und  269  erläutert 
worden;  dasselbe  setzt  gleiche  Feldweiten  und  feste  Werte  der  Knotenlasten  vonnis; 


§  9.    Kette,  versteift  dui'ch  einen  Fachwerkbalken.  281 

und  ein  drittes  Verfahren,  ebenfalls  für  gleichlange  Felder  und  feste  Knotenlasten, 
ergibt  sich  wie  folgt: 

Belastet  man  r  Knotenpunkte,  von  B  aus  gezählt,  Fig.  287,  mit  je  pX,  so 
entsteht 

(28)  .1,  = /^>L<M-_1)  X 

nnd  (nach  der  Fonnel  9,  Seite  271,  mit  ;  =  nX): 


(29) 


Ä-  =  -^J'^^[l(»i-l)  +  2(«-2)4-3(»-3)-f  ...  +  r(n-r)]X» 


=  -^^r(r+l)(3«-2i--l), 
wofür  man  mit  Rücksicht  auf  Uleichong  (28)  auch  schreiben  darf 

(30)  H.^A^-^i^^-r-\. 

Zur  zeichnerischen  Bestimmung  der  Werte  Ar  und  Hr  mache  man  (nach  Fig.  287> 
A^j^=z  ^ ,  bestimme  senkrecht  unter  r-\-\  auf  der  Geraden  BoJ  den  Punkt  L, 

ziehe  LR^AoB^t  und  verbinde  R  mit  Ä.    Die  Geraden  B^Ao  und  B^R  schneiden 

auf  der  Senkrechten  durch  r  die  Kraft  r"i'*  ^=.Ar  ab. 

Verlängert  man  jetzt  BoAo  um  -«loC=0,5(/  —  1),  macht  CD^=.2f\^  und 
bringt  die  Gerade  Dr"  mit  der  Wagerechten  durch  r'  in  r"  zum  Schnitt,  so  erhält 
man  r'r*'  =iHr^  welcher  Wert  nun  von  einer  Wagerechten  A'B'  aus  als  Ordinate 
aufgetragen  wird. 

Soll  nun  die  Querkraft  mnQp  für  das  Feld  F^F^  bestimmt  werden,  so  suche 
man  mit  Hilfe  von  A"E\\FF^  die  Belastungsscheide  E  auf  imd  nehme  nur  die 
zwischen  E  und  dem  Schnitte  tt  gelegenen  Knoten  belastet  an.  Es  seien  dies  die 
Knoten  r^  (r  —  1),  ....  X:  +  1-    Dann  entsteht 

8.  Die  Querkräfte  Qt  infolge  eitler  Temperaturändenmg  sind 

sie  sind  ebenso  groß  wie  die  Querkräfte  eines  nicht  an  der  Kette  hängenden  em> 

fachen  Balkens  ^^,  welcher  gleichmäßig  mit  ^. — -j^-^  für   die  Längeneinheit  be- 
lastet ist. 

9.  Die  Oesamtquerkräfte  : 

SfH, 


ft  =  4:/itga"  =  +  ^i^a:"; 


ö =_(?,+  "i,"-^  y'+Qr) 


SfH, 


=  ~^0,+  0p— ^^"+0, 


lassen  sich  jetzt  übersichtlich  wie  folgt  darstellen. 


*)  Dieses  Verfahren  läßt  sich  selbstverständlich  auch  beim  Zweigelenkbogen  mit 
annähernd  konstanter  Höhe  A,  sowie  bei  dem  im  vorigen  §  behandelten  Versteifungs- 
balken  mit  parallelen  Gurtungen  anwenden. 

**)  Hi  sei   der   absolute  Wert   des  Horizontalzuges  infolge   einer  Temperatur- 
änderung. 
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Man  trage  von  der  Wngerei^hten  A'B'  aiia  (Fig.  289)  die  Qaerkrätte  m^Qp  auf 

uiid  addiere  zti  denselben  die  Querkräfte  eines  gleichmäßig  mit  g,  (1  —  i)  -J ^  ' 

für  die  Längeneinheit  belasteten  Balkens,  welche  letztere  in  tiektumter  Weise  mittels 
einer  Geraden  J,J/ gewonnen  wenieu,  wobei  J.'Jf  =  —  i  nnd  J,  J'^ji,(l  —  »)-.- 


t 


+ff.(i-»)«"  =  -„0. 


Ereetzt  man  die  Gerade  J,M  durch  die  mit  Hilfe  \ 


bestiminte  Grade  J„M,  \ 


-Q^-Q,  =  -^Q. 


;  versteifte  Kettenbrücke  mit 


Innerhalb  eines  Peldes  hat  Q  einen  telen  "Wert. 

103.   Zahlenbetapiel  (Tafel  a).     Es  soU 
folgenden  Abmessungen  berechnet  werden: 

Stützweite  der  Kette  (,  =  75-,  des  Balkens  t  =  72";  Pfeil  der  Kette,  ) 
bis  zur  Schlufllinie  f=  9,0"  (/i  =  rund  9,7");   Länge  der  unter  a ' 
Eiickhaltkette  ä'^27-;   Hohe  des  Versteifucgsbalkeos  A  =  2,0-;   Feldweita  1  =  3- 

Dio  ständige  Behtstung  für  jeden  der  beiilen  die  Brückenbahn  atützendeii  Haupt- 
träger  sei  g  =  2,8'  für  den  Meter,  die  bewegliche  p  ^  1,5',  Es  sei  in  Aussicht  ge- 
nommen, die  Brücke  zoerKt  unversteift  auszuführen  (vergl.  Seite  266)  weshalb  3t  ^g 
=  2,8'  und  p,.  =  0.    Die  Teroperaturändenuig  sei  (=^  +  40°  C. 

1.  Absekätxung  des  QfiersrhniUfcerhäUnisseg  F, :  J»  (F,  =  Giutquerschnitt  des 
Balkens,  f»  =  Querschnitt  der  Kette  im  Scheitel)  behufs  Berechnung  der  Ziffer  t. 
Es  ist 
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V== 


16    Ä»     So     ^c  .     ,    ^^^o  ^'c 


l  +  T^-TT-f^  1+0,0968 


Schätzt  man  zuerst  jp;:i^*  =  0,40   bis  0,45,   so   erhält  man   v  =  0,962   bis 
V  =  0,957,  also  rund  v  =  0,96.    Aus  der  Formel 

aFu  =  H^=z  -^.[g^  +  (sfn+p)yi]  +  i^^ht(l  —  v) 

folgt  nun  der  erforderliche  Kettenquerschnitt  im  Scheitel 

p  _  ^[^i>  +  ton  +  y)v] 
8/*[a  — eJ£'<{l  — v)] 

und,  wenn  für  eine  schweißeiseme  Flacheisenkette  die  Beanspmchung 

a  =  1000*3^  f.  d.  ^cw  =  10000*  f.  d.  qm 

zugelassen  und  c^=240*  f.  d.  ^m  gesetzt  wird: 

_         72«  (2,8 +1,5 -0,96)  _no<»7„m 

^' -  8. 9 [10000 -240. 40. 0,04]- " ^'^'^^ ^'"^ 
Der  Neigungswinkel  a  der  äußersten  Glieder   der  panibelförmig  gerechneten 
Kette  ist  durch 


sec 


-=i/'+^=i/'+i=i/^ 


0,0317 


bestimmt,  und  es  muß  daher  der  Kettenqiierschnitt  bis  zu  F*  sec  «j  =  —  ^ —  yb 

=  0,0356  ^w  anwachsen.    Im  vorliegenden  Falle  empfiehlt  es  sich,  der  Kette  den 
überall  gleichen  Querschnitt  OfiSbQ  qni  zu  geben,  also  auch  F»  =  0,0356  zu  setzen. 
Nun  ergibt  sich  der  Horizontalzug  infolge  der  Temperaturänderung: 

Ht  =  tEFjtt  (1  —  v)  =  240 . 0,0356  •  40  •  0,04  =  13,7' 

und  der  Gurtquerschnitt  des  Balkens  nach  Gleichung  (25)  (wegen  ^„  =  0) : 

32Äa  Lv«  \^       9/  ^^  ü^   Ua 

Wird  a  =  750*!'  f.  d.  gm*  =  7500*  f.  d.  qm  gestattet,  so  folgt: 
„         372«. 1,5    r    1      {^^       ^V.nnJ.     313,79,0        .^,-. 


Hiemach  ist: 

Fe        0,0154 


=  0,433  und  v=    ,    ,  ,,,,,   ^ ,,,    =0,9598, 


Fm        0,0356  ""   ' 1  +  0,0968  •  0,433 

also  rund  v  =  0,96,  übereinstimmend  mit  dem  zuerst  gefundenen  Werte  von  v.   Eine 
Wiederholung  der  Rechnung  ist  daher  nicht  erforderlich,  und  es  darf  die  Unter- 
suchung der  Versteifungsbalkens  mit  v  =  0,96  durchgefühil  werden. 
Der  größte  Horizontalzug  der  Kette  ist 

Z«  72« 

««ff  = -i^  (i, + pv)  +  Ä,  =  g^g-^  (2,8  +  1,6  •  0,96)  + 13.7  =  SIS« 

und  der  größte  Zug  in  einer  Hängestange: 

«^  =  Ä««  (tg  a»  -  <«  «.+,)  =  If^  ^ß^  =  319  - -*^-  =  14'. 
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Für  die  Rückhaltkettc  erhält  man: 

S^  =  Hn^  sec  36  •  =  389*, 
und  der  Druck  auf  den  Kettenpfeiler  ist: 

Hma,  (tg  35«  +  tg  «,)*)  =  319  [0,7  +  0,6]  =  383'. 
2.    Spannkräfte  in  den  Ourtungen,  Fig.  290.    Die   zur  Ermittlung  der  B^ 
lastungsscheiden  dienende  Wagerechte  SS'  liegt  im  Abstände 

Af_    430    _ 
3T-"3.0,%  -^^'^ 

von  der  J."J5";  ihre  Schnittpunkte  1«,  2©,  3o,  .  .  .  .  mit  den  Geraden  J."!',  Ä"2\ 
A'^d",  .  .  .  bestimmen  die  den  Knotenpunkten  1,  2,  3,  .  .  .  entsprechenden  Be- 
kstungsscheidon.  In  Fig.  290  wurde  die  Kette  parabolisch  angenommen.  Auf  der 
Senkrechten  durch  B"  wurde  die  Strecke  jB"0"  =  4/"=  36"'  aufgetragen  und  in  24 
gleiche  Teile  zerlegt.  Die  von  den  Teilpunkten  1",  2",  3", . . .  nach  Ä"  gezogenen 
Strahlen  schneiden  dann  die  Senkrechten  durch  1,  2,  3,  ...  in  den  Kettenpunkten 
1',  2',  3'  .  .  .  und  die  Grerade  SS'  in  den  Punkten  l^,,  2o,  3o,  .  .  .  . 

M 

Die  Werte  ^  wurden  nac^h  dem  auf  Seite  276  bis  279  zur  Ermittlung  der 

Momente  M  benutzten  Verfahren  bestimmt.  Punkt  1©  liegt  im  Abstände  gj  =  45,91"* 
von  der  Senkrechten  B"B%  imd  es  ist  dalier  die  zugehörige  Ordinate  der  nach 
Fig.  284,  Seite  278  aufzutragenden  kubischen  Hilfsparabel: 

pi,*        1,5.45,91»       ,^oAm 
W=   6-72T270-  =  ^^'^^^""^"- 

Die   Pfeilhöhen   der   gemeinen  Parabeln  A'L^B'   imd    A'L^B'   sind   (wegen 
^«  =  0),  bezw. 

^f-  =  ^^'o  i^'^  =  61i^  Tonnen  =  rund  62  Tonnen 
und 


Hif 


+  ^  (1  -  V)  =  61,65  +  '-^"^  •]?l^,^-^'-  =  rund  81  Tomien. 


h      '     8Ä    ^         '  '       •  8-2,0 

Die  Zeichnung  liefert  für  die  Knoten  1,  2,  3,  ...  12: 

:^  =  +  32;  +59;  +80;  +97;  +108;  +115;  +118;  +118;  +115; 

+  111 ;  +  109;  +  108  Tonnen 

•««-^  =  —  29;  —53;  —72;  —86;  —95;  -  101;  —102;  —101;  -97;  —93; 
n 

—  90;  —89  Tonnen. 

Durch  diese  Werte  sind  die  in  Fig.  293  zusammengestellten  Spannkräfte  in  den 

Gurtungen  bestimmt 

3.    Spannkräfte  D  in  den  Diagonalen.    In  einer  unter  dem  Winkel  9  gegen 
die  Wagerechte  geneigten  Diijgonale  entsteht  die  Spannkraft 

~   sm9 

wo  Q  die  Querki-aft  für  da.s  fragliche  Feld  bedeutet  Das  obere  Vorzeichen  gilt  für 
eine  linkssteigende,  das  untere  für  eine  rechtssteigende  Diagonale.  Da  9  für  sämt- 
liche Diagonale  gleich  groß  ist  (  -  -       =  1,8028  j ,  so  w^ui-den  an  Stelle  der  Quer- 

4/- 
*)  Genügend  genau  ist  tg  a»  =  — /-  • 
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kriifte  Q  sofort  die  Werte  0'  =  — ^ —  dargestellt  und  zwar  nach  dem  auf  Seite  280, 

sin  9 

Fig.  287  und  288  für  die  Ermittlung  der  Kräfte  Q  angegebenen  Verfahren.  Hier- 
nach sind  die  Ordinaten  der  für  feste  Knotenlasten  joX  aufgetragenen  zweiten  (A:»in  9)- 
Linie  durch  die  Strecke  (Fig.  291) 

X;;j^     PL .  =  A^_l!2,l,8028  ^ 
°         2sm9  2 

bestinunt  Die  Ordinaten  der  zweiten  (^:  sin  9) -Linie  wurden  nach  Festlegung 
des  Punktes  D  [mittels  A^C  =  ~  (/  —  X)  =  ^  (72  —  3)  ==  34,50-   und    CD  =  ^ 

=  -fjr^  =  18,75  "•]  auf  die  früher  beschriebene  Weise  (Fig.  287)  aus  den  Werten 
0,96 

^  :  sin  9  hergeleitet:  die  HiL&linien  sind  größtenteils  wieder  ausgelöscht  worden. 
Für  ^ :  sin  9  imd  -ö^ :  sin  9  wurden  auf  Tafel  5  die  kürzeren  Zeichen  Ä'  und  H' 
eingeführt. 

Wird  nun  beispielsweise  «axO/  für  das  dritte  Feld  gesucht,  so  zieht  man 
von  Ä*'  aus  zu  dem  Kettengliede  ///  eine  Parallele,  bringt  diese  mit  der  Wage- 
rechten SS'  in  ///q  zum  Schnitt  und  erhält  in  der  Senkrechten  durch  /72J,  eine 
Belastungsscheide.*)  Hierauf  nimmt  man  die  zwischen  dem  fraglichen  Felde  und 
IIIq  gelegenen  Knotenpunkte  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9, 10  mit  je  pX  belastet  an  und  findet 
für  diesen  Zustand: 

-;^— =  .V— ^V;     -.— =  i/,'— if,/,   mithin 
sm  9  sm  9 

«u„ep=(A,'-^.')-(/4'-iAi')tga,. 

Der  Kürze  wegen  haben  wir  auf  Tafel  5  den  Wert  A^' —  Ä^'  mit  Äni  be- 
zeichnet und  den  AVert  (^j'— //,i')tga,  mit  Tui-  Die  letztere  Kraft  ist  mittels  der 
zum  Kettenglied  ///  rechtwinkligen  Geraden  ///'  bestimmt  worden. 

Auf  dieselbe  Weise  wurde  die  Kraft  maxQp  für  alle  Felder  der  linken  Balken- 
hälfte in  der  Form  dargestellt: 

mazQ'pZ=Äz'-  Ti\     maxQ'pII^An—'  Tu',     u.   s.   w., 

wobei  zu  beachten  ist,  daß  nur  den  Feldern  /  bis  VUI  Belastungsscheiden  Iq.  .,  VIIIq 
entsprechen.  Für  das  ZXte  Feld  entsteht  mamQp-i  sobald  sämtliche  rechts  von  diesem 
Felde  gelegenen  Knoten  belastet  sind,  weshalb  ^xr=vV  und  Tix=/iitga9,  und 
ebenso  folgt  Ax^=^ä^q^  yx=^io'tgaio  u.  s.  w. 

Die  so  gewonnenen  Kräfte  maxQp  sind  in  Fig.  292  im  Maßstabe  i'W"  =  l«  von 
der  Geraden  AM  aus  nach  unten  aufgetragen  worden.  Hierauf  wm*de  die  Gerade 
J^  M  mittels 

^j^  ^  .fP±  ^  i:  9.5_i3A .  1,8028  =  12,35' 
*       /sm9  72  '  ' 

festgelegt  und  für  jedes  Feld  die  Kraft  maxQ'  nach  dem  auf  Seite  281,  Fig.  289, 
angegebenen  Verfahren  bestimmt. 

Zur  Ermittlung  der  ^^nQ'  müßte  die  (ierade  J^M  durch  eine  Gerade  J^M 
(Fig.  289)  ersetzt  werden,  wobei 

AJ^  =  ~^-(-*-—p (1  —  v)  ;,   .-      =  11,96' 
'       /  sm  9  2  sm  9 

zu  machen  wäre.    Es  unterscheiden  sich  aber  die  Ordinaten  der  Geraden  J^  M  und 


*)  Ist  die  Kette  parabelföniiig,  so  sind  die  von  A"  aus  nach  den  bereits  in 
Fig.  290  benutzten  Punkten  1",  3",  5",  7",  ...  gezogenen  Geraden  beziehungsweise 
parallel  zu  den  Kettengliedern  /,  //,  IZ/,  /r,  .  .  . 
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J^M  so  wenig  voneinander,  daß  es  im  vorliegenden  Falle  erlaubt  ist,  wdmQ'=-  —  matQ 
zu  setzen. 

Die  Ergebnisse  lauten  für  die  Felder  1,  2,  3,  ...  12: 

~W'=±39';  33';  29';  26';  24';  23';  23';  24';  25';  25';  25';  25'; 

denselben  entsprechen  die  in  die  Figur  293  eingeschiiebenen  Spannkräfte  D, 

Der  Widerstand  A  am  linken  Auflager  des  Balkens  Lst,  falls  kein  Endquertrager 
angeordnet  wird: 

J.  =  DiSin9,  woraus  ««^  =  +  21,6';   «<«^  =  — 21,6'. 

Der  positive  Widerstand  ist  nach  oben  gerichtet,  der  negative  Wert  .1  muß  durch 
einen  Anker  aufgenommen  werden. 

Ist  ein  Endquerträger  vorhanden,  so  entsteht 

»„A  =  21,6+  -P^  =  21,6  +  >-l^-^?^  =  +  24', 

während  ^nA  den  oben  angegebenen  Wert  behält,  weil  bei  der  Belastung,  welche 
»rf«J.  erzeugt,  der  Eiioten  0  unbelastet  bleibt. 

Wir  empfehlen  dem  Leser,  auf  Grund  der  angegebenen  Spannkräfte  nunmehr 
die  Längenänderungen  sämtlicher  Stäbe  zu  berechnen,  die  genauere  Einflußlinie  für  H 
als  Biegungslinie  für  den  Zustand  ^=  —  1  darzustellen  und  für  einige  Momente 
und  Querkräfte  die  Einflußflächen  abzuleiten.  Diese  schärfere  Ermittlung  der  ^-Linie 
erfolgt  genau  wie  bei  dem  in  Nr.  96  behandelten  Zahlenbeispiele,  und  es  dürfte 
deshalb  überflüssig  sein,  hier  näher  darauf  einzugehen. 

104.  Der  Stabbogen  mit  darüberliegendem  Versteif ongsbalken, 
Rg.  294,  läßt  sich   als  umgekehrte  versteifte  Kette  deuten    und  mit 

Hilfe  der  im  vorstehen- 
p  den    entwickelten   Ver- 

S  fahren  untersuchen.  Die 

Glieder  des  Stabbogens 
und     die     senkrechten 
Zwischenstäbe    werden 
natürlich  auf  Druck  be- 
ansprucht;   auch    muß 
man    zur    Bestimmung 
der  Punkte  Ä'  und  B" 
die  äußersten  Glieder  des 
Bogens  über  jR  und  T 
hinaus  verlängern.  End- 
lich sind  bei  Berechnung  des  Horizontalschubes  H  mit  Hilfe  der  für 
den  Horizontalzug  der  Kette  abgeleiteten  Formeln  die  Längen  s'  und  s" 
der  Rückhaltketten  gleich  Null  zu  setzen. 

In  Rg.  294  ist  ein  bei  A  und  B  auf  den  PfeUem  gelagerter  Balken 
gezeichnet  worden,  in  Fig.  295  ein  an  den  Enden  mit  den  Kämpfer- 
gelenken durch  senkrechte  Stäbe  verbundenes  Yersteifungsfachwerk. 
Während  das  erstere  Tragwerk  Lasten  beliebiger  Richtung  aufzunehmen 
vermag,  ist  letzteres  nur  senlrechten  Lasten  gewachsen.   Damit  es  fähig 


Fig.  294. 
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werde,  auch  wagerechte  Lasten  auf  die  Pfeiler  zu  übertragen,  lege  man 
einen  Kiioten  des  Versteifungsbalkens  auch  im  wagerechten  Sinne  fest, 
z.  B.  £  in  Fig.  295  a.  Führt  man  dagegen  den  Stabbogen  bis  an  den 
Balken  heran,  Fig.  296,  so  erhält  man  ein  Fachwerk,  welches  nur  in 
den  Punkten  jR  und  T  gestützt  zu  werden  braucht;  dasselbe  ist  steif 
und  einfach  statisch  unbestimmt. 


Fi«.  295. 


mm^ 


'A 


Fig.  295  a. 


/       ♦      T 


Fig.  295b. 


--0 > 


Fig.  296. 


Für  den  in  Fig.  295   dargestellten  Träger   ist   die  Anzahl   der  Knotenpunkte 
k  =  27,  der  Stäbe  s  =  50  und  der  Seitenkräfte  der  Stützenwiderstände  a  =  4*),  mithin 

2Ä  =  s  +  a  (d.h.  54  =  50  +  4), 

80  daß  man  versucht  sein  könnte,  den  Träger  für  einen  statisch  bestimmten,  zu 
halten.  Ein  Blick  auf  die  in  Fig.  295  b  eingetragene  Figur  F'  lehrt  aber,  dafi  hier 
ein  bewegliches  Stabgebilde  vorliegt,  ein  Tragwerk,  welches  sich  nur  in  gewissen 
Belastungsfällen  als  brauchbar  erweist,  dann  aber  statisch  unbestimmt  ist;  und  zwar 
ist  leicht  einzusehen,  daß  einer  am  Yersteifungsbalken  angreifenden  wagerechten  Last 
erst  dann  von  den  Spannkräften  der  anfänglich  senkrecht  stehenden  Zwischenstäbe  das 
Gleichgewicht  gehalten  werden  kann,  wenn  diese  Stäbe  infolge  einer  Verschiebung 
des  Balkens  eine  geneigte  Lage  angenommen  haben.  Fällt  der  Stabbogen  mit  der 
Geraden  R  T  zusammen  (/"=  0),  so  ist  das  Fach  werk  ein  solches  von  unendlicher 
Beweglichkeit;  Gleichgewicht  ist  in  diesem  Falle  bei  einer  wagerechten  Belastung  des 


*)  Wir  erinnern  daran,  daß  bei  Ermittlung  der  Zahl  a  der  Widerstand  eines 
festen  Auflagers  in  zwei  Seitenkräfte  zerlegt  werden  muß.  Einem  beweglichen 
Auflager  entspriclit  a  =  1. 
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Versteifungsbalkens  überhaupt  nicht  möglich.  Sonst  ist  die  Beweglichkeit  —  starre 
Stäbe  vorausgesetzt  —  eine  unendlich  kleine,  und  es  liegt  einer  der  auf  Seite  37 
hervorgehobenen  Ausnahmefälle  vor. 

Haben  Stabbogen  und  Versteif  ungsbalken  einen  Knotenpunkt  gemein 
und  wird  trotzdem  das  eine  Balkenauflager  festgemacht  (Fig.  297),  so 
entsteht  ein  steifes,  zweifach  statisch  unbestimmtes  Fachwerk.  Als  statisch 
nicht  bestimmbare  Größen  führt  man  zweckmäßig  die  wagerechten 
Auflagerwiderstände  H^  und  H^  ein;  man  berechne  sie  mit  Hilfe  des 
im  §  5  gelehrten  allgemeinen  Verfahrens  und  leite  die  Einflußlinie  für 
fl'o  und  H^  aus  den  Biegungslinien  für  die  Zustände  fl^  ==  —  1  und 
Ä.  =  — 1  ab. 


4 


Fitr.  297. 

Eine  solche  zweifache  statische  Unbestimmtheit  entsteht  natürlich 
auch  dann,  wenn  eine  der  Hängestangen  der  in  Fig.  277  dargestellten 
versteiften  Kettenbrücke  die  Länge  Null  erhält;  und  man  kann  hieraus 
schon  schließen,  daß  im  Falle  sehr  kurzer  mittlerer  Hängestangen  die 
unter  der  Voraussetzung  einer  einfachen  statischen  Unbestimmtheit 
gewonnenen  Ergebnisse  nicht  mehr  ganz  scharf  sein  können,  eine  Tat- 
sache, die  sich  auch  in  der  Weise  erkläi'en  läßt,  daß  die  Neigungs- 
winkel sehr  kurzer  Stäbe  schon  bei  einer  geringen  Formveränderung 
des  Fachwerks  sich  wesentlich  ändern  können,  was  dann  zur  Folge 
hat,  daß  die  Annahme  verschwindend  kleiner  Winkeländerungen  nicht 
mehr  zutrifft. 


S  10. 

Einfach  statisch  unbestimmte  Bogen-  und  Kettenbrücken  mit 

mehreren  Öffnungen. 

105.  Die  nächste  Untersuchung  beschäftigt  sich  mit  einer  Reihe 
einfach  statisch  unbestirmnter  Bogen-  und  Kettenbrücken  mit  mehreren 
Öffnungen,  deren  Berechnung  sich  eng  an  die  Untersuchungen  der 
vorigen  Paragraphen  anschließt     Als  statisch  nicht  bestimmbare  Größe 
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wird  durchweg  der  Horizontalschub  (beziehnngsweise  Horizontalzug)  H 
eingeführt  und  zur  Ermittlung  von  H  infolge  einer  senkrechten,  in  m 
angreifenden  Last  P^  wird  die  Gleichung 

K 


H=P^ 


2S'«Ä- 


F. 


F 


benutzt,  wobei  8'  die  mit  EF^  multiplizierte  senkrechte  Verschiebung 
bedeutet,  welche  m  bei  Eintreten  des  gedachten  Belastungszustandes 
H=  —  1  erfahren  würde,  während  S'  die  Stabkraft  für  den  Zustand 
H=  —  1  ist  Die  zu  betrachtenden  Tragwerke  lassen  sich  in  zwei 
Gruppen  scheiden;  bei  den  Gebilden  der  einen  Gruppe  besteht  das 
statisch  bestimmte  Hauptnetz  aus  einer  Reihe  von  Einxeäialken,  während 
die  anderen  im  Falle  if=0  in  Oerbersche  Balken  übergehen. 


a.  Das  statisch  bestimmte  Hauptnetz  besteht  aus  einer  Folge  von 

Einzelballcen. 

106.  Bogenbraoke  mit  mehreren  Öfbimgen.  Die  über  einem 
Mittelpfeiler  zusammentreffenden  Bögen  erhalten  dort  ein  gemeinschaft- 
liches,   auf   wagerechter  Bahn   geführtes  Kämpf ergelenk,   damit  diese 


Fig.  298. 

Pfeiler   nur  senkrechte  Drücke   erfahren.    An  den  Enden  sind  feste 
Kämpfergelenke  angeordnet,  Eig.  298. 

Liegen  sämtliche  Gelenke  in  einer  wagerechten  Geraden,  so  sind 
die  senkrechten  Stützenwiderstände  -4,  jB,  C  unabhängig  von  H  und 
ebenso  groß  als  bestände  das  Trag  werk  aus  einzelnen  Balken  AC^^ 
C^Cg,  .  .  .  Man  erhält  z.  B.  für  die  in  Eig.  298  angenommene  Be- 
lastung: * 


Ä  =  P,^;C,=P,^  +  P, 


k 


k 


L 


«»     1    p    *s 


_^»a. 


l 


L 


£=- 


/. 


Mflller-BresUu,  Graphische  Statik.   II.  1. 
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Um  die  Ä-Linie  zu  bestimmen,  berechne  man  für  jede  einzelne 

TTT 

Öffnung   die   den   Gewichten  w  =  -^ — f^   entsprechenden  einfachen 

Balkenmomente  M„  —  genau  wie  beim  Zweigdenkbogen  (Seite  200)  — 
und  dividiere  dieselben  durch  die  über  die  Knotenpunkte  sämtlicher 
Öffnungen  auszudehnende  Summe:  ^x^=^yw.   Man  erhält  für  P=  1 : 

Aus  der  durchweg  positiven  Ä-Linie  werden  alle  übrigen  Einfluß- 
linien ganz  in  derselben  Weise  abgeleitet  wie  beim  Zweigelenkbogen. 

In  Rg.  298  ist  beispielsweise  die  3C-Fläche  für  einen  Knoten- 
punkt m  der  Mittelöffnung  C^C^g  dargestellt  worden;  sie  unterscheidet 
sich  von  der  Jf«-Eläche  eines  Zweigelenkbogens  QQ  (abgesehen  von 
den  kleineren  Ordinaten  der  jy^Linie)  nur  dadurch,  daß  sie  links  von 
Cj  und  rechts  von  C,  einen  aus  den  negativ  zu  nehmenden  iT-Flächen 
bestehenden  Zuwachs  erhält  Denn  Lasten,  welche  außerhalb  der  Öff- 
nung C^Cj  liegen,  beeinflussen  das  zweite  Glied  des  Ausdruckes 

Für  den  infolge  einer  gleichmäßigen  Zunahme  der  Anfangstemperatur 
um  t°  entstehenden  Horizontalschub  findet  man  (vergl.  S.  204) 

wo  2  Z  die  Summe  der  Stützweiten  sämtlicher  Öffnungen  bedeutet 

107.   Kette,  versteift  duroli  mehrere  Einzelbalken.   Der  in  Nr.  106 

behandelten  Bogenbrücke  kann  man  die  in  Fig.  299  dargestellte,  durch 

Einzelbalken  versteifte  Kettenbrücke  an  die  Seite  stellen.    Jeder  Balken 

erhält  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auflager.    Behufs  Ermittlung  der 

If-Linie   berechne   man  auch  hier  für  jede  einzelne  Öffnung  die  den 

ys    F 
Gewichten  iv  =  -^-  -—4-  entsprechenden  einfachen  Balkenmomente  M^ 

und  dividiere  dieselben  durch  den  Ausdruck 

9?  =  2;^  +  -'^  (2X,sec2  Or+s  sec  a'  +  Ä"sec  a") 

+  -;^^2^.(<ga.-tga.+0*, 

dessen  Summen  sich  über  sämtliche  Öffnungen  erstrecken.    Man  erhält 
für  P=l:       • 

TT ^"«> 
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Aus  der  durchweg  positiven  jff-Liiiie  werden  die  übrigen  Einfluß- 
linien in  derselben  Weise  abgeleitet  yde  im  §  9,  Nr.  101.  In  Fig.  299 
ist  als  Beispiel  die  JIT^-Fläche  für  einen  Knotenpunkt  der  Mittelöffnung 
gezeichnet  worden. 

Für  den  Horizontalzug  infolge  einer  Temperaturänderung  erhält 
man  nach  Seite  271  und  272: 


H,= 


dl 


tEFj 


[2X,  sec*  a  +  «'  sec  a  +  s"  sec  a 


ff 


+  2^,(tga,  — tga,+  ,)]. 


Fig.  299. 


Die  in  den  vorstehenden  Formeln  noch  enthaltenen  Summenaus- 
drücke darf  man  für  die  einzelnen  Öffnungen  nach  den  Formeln  be- 
rechnen: 

64/?(3Ä'  — 2/;— l,6c)X 


S*,  (%«,-%  «,+,)»  = 


3/? 


Sxrte<^      to»     X  -8/-.(3A'-2/-,-l,5c) 
2iX^  [tg  Or —  tg  a,+  ,)  = g-^ , 

wo  /j,  /i  und  e?  die  in  Fig.  279  auf  Seite  269  angegebene  Bedeutung 
haben. 

Die  im  §  9  für  Versteifungsbalken  mit  parallelen  Gurtungen  nach- 
gewiesenen Vereinfachungen  sind  natürlich  auch  bei  der  Kettenbrücke 
mit  mehreren  Öffnungen  ausführbar. 

108.  Hängebrfloke  ftber  drei  Öfbimgen,  bestehend  ans  drei  Scheiben, 
Jflg.  300,  301.  Jede  Scheibe  ruht  auf  zwei  Gleitlagem.  An  den 
beiden  äußeren  Scheiben  greifen  die  Bückhaltketten  S^  und  S^  an 
so  daß  jede  dieser  beiden  Scheiben  durch  drei  Widerstände  gestützt 
wird,  deren  Bichtungen  sich  nicht  in  einem  und  demselben  Punkte 
schneiden.    Die  mittelste  Scheibe  wird  durch  vier  Kräfte  gestützt,  näm- 

19* 
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lieh  durch  die  an  den  beiden  bewegliehen  Auflagern  auftretenden  Wider- 
stände und  durch  die  Spannkräfte  S^  und  S^,  welche  an  den  mit  Hilfe 
der  Stäbe  S^  und  S^  festgehaltenen  Gleitlagem  C  angreifen.  Das  vor- 
liegende Tragwerk  ist  deshalb  einfach  statisch  unbestimmt;  es  unter- 
scheidet sich  von  dem  im  I.  Bande,  §  47,  Seite  389  untersuchten 
Hängewerke  nur  dadurch,  daß  das  Scheitelgelenk  fehlt  Als  statisch 
unbestimmte  Größe  wird  wieder  der  Horizontalzug,  d.  i.  die  überall 
gleiche  wagereehte  Seitenkraft  H  der  Kettenstäbe  S^^  S„  iS„  S^,  S^^ 
Sq  eingeführt.  Man  findet  dann  für  die  Mittelöffnung,  mit  den  aus 
der  Rgui'  ersichtlichen  Bezeichnungen,  die  Angriffemomente 

Mj,  =  J/o»  —  Hyu, 

wo  Mq^  mid  Mqj,  die  Angriffsmomente  für  die  Punkte  m  und  k  eines 
einfachen  Balkens  von  der  Stützweite  l  bedeuten.    Berücksichtigt  mau 


Fig.  300. 


bei  Ermittlung  der  Durchbiegungen  5'  für  den  Zustand  H=^ 
die  Formänderungen  der  Gui-tungen,  so  erhält  man 


—  1  nur 


^*  =  + 


Ai/fc 


=  + 


VhUu 


riEF, 

Will  man  auch  die  Formänderungen  der  Füllungsglieder  berück- 
sichtigen, so  bedient  man  sich  am  yw  eckmäßigsten  der  Formeln  (6)  und  (7) 
auf  Seite  105.  Die  Vertikalen  sind  für  den  Belastungsfall  ^5"=  —  1 
spannungslos,  sie  haben  also  keinen  Einfluß  auf  die  Durchbiegungen  h\ 

Für  die  über  die  Seitenöffnung  gelegte  Scheibe  findet  man,  nach 
Zerlegung  von  S^  in  Ä'  xmd  H'  (Fig.  301)  und  von  *S,  in  B'  und  ff^ 
die  Gleichgewichtsbedingungeu 

{A  —  A')l  =  Pb,     (B-}-B')l  =  Pa 

^'  =  ff(tga, -tga),     B'  =  H(igOL,-tgal 


§  10.    Bogen-  und  Kettenbrücken  mit  mehi-eren  Öffnungen. 


293 


mühin 


^  =  ^^^  +  JI(tga,-tga) 


B  = 


Pa 


/f(tga2— <ga). 


Die  Angriffsmoraente  sind 

M^  =  i¥o«  —  Hy^.     Mj,  =  M^^ 
Die  Spannkraft  in  einer  Diagonale  ist 


Hyu 


D  =  D,  —  H 


Vi 


■s. 


a. * "j > 

<  ^^ 

Fig.  301. 


wo  Vi  das  Lot  von  i  auf  B  bedeutet  J/o«^  -^^o*?  -^o  ^"^^  ^^^  Werte 
für  den  einfachen  Balken  AB.  Damit  sind  auch  die  Gewichte  w  be- 
stimmt   Zu  beachten  ist,  daß  in  der  Formel 


2  S'  ^s 


F 


die  im  Nenner  stehende  Summe  die  drei  Scheiben  und  die  sechs  Stäbe 
S^  bis  S^  umfaßt  Bezüglich  des  Einflusses  der  ständigen  Belastung  g 
und  einer  Belastung  g'  wird  auf  Seite  267  verwiesen. 

b.   Das  statisch  bestimmte  Hauptnetz  ist  ein  Gerberscher  Ballcen. 

109.  Aüsleger-Bogenbruoke  mit  drei  Öfbongen.  Das  Tragwerk  in 
Eig.  302  besteht  aus  einem  Zweigelenkbogen  AB  mit  Auslegern  AG^ 
und  -Bö,,  welche  ziu-  Unterstützung  der  Einzelbalken  CG^  und  G^B 
bestimmt  sind.  Wird  eines  der  beiden  festen  Lager  ^,  i^  in  ein  auf 
wagerechter  Bahn  bewegliches  verwandelt,  so  entsteht  ein  Gerberschor 
Balken  (Zustand  /f=0),  dessen  Angriffsmomente  mit  3/^  bezeichnet 
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werden  mögen,  und  dessen  senkrechte  Stützenwiderstände  =  -4,  JB,  C]  D 
seien.  Durch  Hinzutreten  der  Widerstände  H  werden  die  senkrechten 
Auflagerkräfte  sowie  die  Spannkräfte  in  den  äußeren  Öffnungen  CA 
und  BD  nicht  geändert  Nur  im  mittleren  Teüe  AB  sind  die  Stab- 
kräfte 8  abhängig  von  H\  sie  lassen  sich  auf  die  Form  bringen: 
S=So  —  S'H,  wo  Äo  den  Wert  von  S  für  i7=  0  bedeutet  und  S' 
die  Spannkraft  infolge  H=  —  1  ist 

Zur  Ermittlung  der  fl'-Linie  benutzen  wii*  wieder  das  Gesetz: 


H=P 


F 
F 


wo  5'  die  mit  EF,  multiplizierte  Ordinate  der  Biegungslinie  für  den 
Zustand  /f  =  —  1  vorstellt  Diese  Biegungslinie  besteht  zwischen  A 
und  B  aus  einem  Polygon,  welches  genau  so  bestimmt  wird,  wie  für 


Fig.  3()2. 


einen  gewöhnlichen  Zweigelenkbogen  AB^  femer  aus  den  Geraden 
A'G^'\  Q^'C  und  J5'Ö/,  ß/JD',  welche  den  bei  Eintreten  des  Zu- 
standes  5"=  —  1  spannungslos  bleibenden  Auslegern  und  Einzelbalken 
entsprechen.  Wird  die  Biegungslinie  des  Teiles  AB  durch  Aufzeich- 
nung eines  Seilpolygons  gewonnen,  so  erhält  man  die  Geraden  A' O^' 
und  B'G^"  als  die  äußersten  Seiten  dieses  Polygons.  Meistens  führt 
jedoch  die  Berechnung  der  fl^Linie  mittels  der  Formel 

H=  ^  (Tergl.  §  7) 

schneller  zum  Ziele.  In  diesem  Falle  empfiehlt  es  sich,  behufs  Yer- 
längerung  der  /f-Linie  über  A'  und  B'  hinaus,  sämtliche  Gewichte  iv 
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/ 
ziir  ^w  zu  vereinigen,  das  Moment  Sw-^  zu  berechnen,  welches 

dieses  Gewicht  in  der  Mitte  eines  einfachen  Balkens  A'B'  hervorbringt, 

hierauf  senkrecht  zu  A'B'  die  Strecke  RT=  aufzutragen  und 

die  Geraden  TA'  und  TB'  zu  ziehen.  Es  ist  dann  A'O^'  die  Ver- 
längerung der  Geraden  TA'  und  B'G^"  die  Verlängerung  von  TB'. 
Lasten  P,  welche  links  von  A'  oder  rechts  von  B'  aufgebracht  werden, 
rufen  einen  negativen  Horizontalschub  H  hervor. 

Hatte  beispielsweise  der  mittlere  Teil  ^^  die  Abmessungen  des  in  Fig.  211 
auf  Seite  212  dargestellten  Zweigelenkbogens,  so  würde  zwischen  Ä  und  ^  die  in 
!Fig.  211  dargestellte  ^-linie  ohne  jede  Änderung  beizubehalten  sein.  Man  würde 
dann  2«r  =  (iro  +  «^i  +  «r,  +  «'t  +  tr4)2  4-«'5  =  (0,33*) +  0,88  +  2,35  +  15,00)2 
-f  20,00  =  57,12  erhalten,  mithin 

^__^iW^__5742.20    _ 

^  4 .  'S  ^  "■  4  .  183,356   ~   '^* 

Der  Horizontalschub  infolge  einer  Temperaturänderung  ist  ebenso 
groß  wie  der  eines  Zweigelenkbogens  AB, 

Behufs  Herleitung  der  übrigen  Einflußlinien  aus  der  Ä-Linie  be- 
achte man,  daß  sich  die  Mittelöffnung  bei  imbelasteten  Seitenöffnimgen 
genau  wie  ein  gewöhnlicher  Zweigelenkbogen  verhält  Will  man  also 
beispielsweise  die  3C-Mäche  zeichnen,  so  trage  man  (wie  in  Eig.  220, 

Seite  221)  A'Js=l—^  auf,  ziehe  JB'^  bestimme  m'  lotrecht  unter  m^ 

M 

verbinde  ni   mit  A'  imd  subtrahiere  die  H-Fläche  von  dem  die  — ^^^ 

Mäche  vorstellenden  Dreiecke  A'mB'.  Der  Unterschied  beider  Mächen 
ist  die  -JC-Mäche  des  Zweigelenkbogens  AB\  der  Multiplikator  ist 
=  Vm'  Verlängert  man  nun  die  Geraden  m  A'  und  tyiB'  bis  zu  ihren 
Schnittpunkten  Ö^',  Ö,'  mit  den  Senkrechten  durch  Gj,  G„  und  zieht 
man   schließlich   die  Geraden   Oi'C^    ^%^\   so  gibt  der  Linienzug 

CQ^'A'm'B'O^'D'  die  auf  ^'J5'  als  Nullinie  bezogenen  ^=^-Linie 

lfm 

des  Gterberschen  Balkens  CABD  an,  imd  die  in  Kg.  302  schraffierte, 
zwischen  dieser  Linie  und  der  jff-Linie  gelegene  Fläche  ist  daher  die 
gesuchte  3f^-Fläche. 

110.  Stabbogen,  versteift  dnroh  einen  Oerbersohen  Balken.  Ganz 
ebenso  wie  der  in  Nr.  109  untersuchte  Träger  werden  die  in  den 
Figuren    303   und   304    dargestellten   Stabgebilde   behandelt     Zuerst 


*)  Der  Wert  Wo  =  -r~  =  ^tf:  =■  0,33  wurde  früher  nicht  gebraucht,   da  er 
'  Äo*       3,0 

ohne  Einfluß  auf  die  Momente  3f„  ist. 
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werden  die  Einflußlinien  für  die  ilittelöffniuig  genau  so  gezeichnet, 
als  wären  die  Seitenöffnungen  gar  nicht  vorhanden,  und  schließlich 
werden  sie  über  Ä'  und  B'  hinaus  auf  die  vorhin  beschriebene  Weise 
verUngert     In  ¥ig.  303  ist  eine  ö-FIäche  eingezeichnet  worden. 


S  11- 
Fachwerkbogen  mit  eingespanaten  KBmpfern. 

111.  Der  bereits  auf  Seite  156  in  ganz  allgemeiner  Weise  be- 
handelte Bogenträger  mit  eingespannten  Enden  ist  dreifach  statisch 
unbestimmt  imd  erfordert  daher  die  Aufstellnng  von  drei  Elastizitäts- 
bedingungen. Diese  soll  hier  nach  zwei  verscliiedenen  Verfahren  er- 
folgen, von  denen  das  erste  an  die  Voraussetzung  senkrechter  Lasten 
gebunden  ist,  wähi-end  die  zweite  Xlntersuchung  P^nzelkräfte  beliebiger 
Richtung  berücksichtigen  wird.  Bei  der  Herleitung  der  Elastizitäls- 
gleichungen  dürfen  die  Längenändeiungen  der  Füllungsstäbe  in  der 
Regel  vernachlässigt  werden.  Beim  Bogen  mit  eingespannten  Kämpfern 
erweist  sich  der  Einfluß  der  Temperaturänderungen  (welche  doch  nor 
geschätzt  werden  können)  als  so  bedeutend,  daß  eine  allzu  peinliche 
Ermittlung  der  übrigen  Einflüsse  noch  liei  weniger  am  PUtze  ist, 
wie  beim  Zweigelentbogen.  Auch  die  Annahme  eines  überall  gleichen 
oder  nach  einem  einfachen  (fesetze  sich  ändernden  Gurtquerschnitts  ist 
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2Öt 


zur  Vereinfachung  der  Rechnung  meistens  zulässig.  Trotzdem  ist  auch 
das  genaue  Verfahren  im  folgenden  durch  ein  Zahlenbeispiel  ausführ- 
lich erläutert  worden. 

a.   Erstes  Verfahren. 

112.  EinfluB  einer  senkreoliteii  Elnzellast  (Fig.  305).  Die  Einzel- 
last P  erzeugt  Stützenwiderstände  (Kämpferdrücke)  K^  und  Ä'g,  welche 
P  in  demselben  Pimkte  C  treffen,  imd  deren  Schnittpunkte  mit  den 
Senkrechten  durch  die  äußersten  Stützpunkte  A  und  B  mit  JF\  und 


Fli^.  305. 


JFg  bezeichnet  werden  mögen.    Der  Linienzug  F^^  CF^  heißt  das  Mittel- 
kraftpolygon  und  die  Gerade  F^F^  die  Schlußlinie, 

Der  senkrechte  Abstand  NQ  eines  Punktes  des  Mittelkraftpolygons 
von  der  Schlußlinie  ist  gleich  dem  durch  den  Horizontalschub  H  des 
Bogens  dividierten  Biegungsmomente  M^  eines  durch  die  Last  P  be- 
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ansprachten  einlachen  Balkens  ÄB\  dessen  Stützweite  =  /  ist  und  der 
an  den  Enden  frei  aufliegt*)    Es  folgt  deshalb 

CT)  =  ^^* 
IH  ' 

und  hiemach  ist  das  Dreieck  F^  CF^  und  somit  auch  die  Richtung  von 
jSTj  und  K^  bestimmt,  sobald  die  Schlußlinie  F^F^  und  der  Horizontal- 
schub H  gegeben  sind. 

Wir  beziehen  den  Bogenträger  auf  eine  senkrechte  Achse  A^  und 
eine  schräg  liegende  Achse  A^.  Neigung  der  A^  und  Lage  des  Ursprungs 
0  seien  vorläufig  beliebig.  Die  Lage  der  Schlußlinie  bestimmen  wir 
durch  Angabe  ihi-es  Schnittpunktes  F^  mit  der  Achse  -4,,  d.  h.  durch 
Angabe  der  Strecke  x^  in  Fig.  SOöa,  femer  durch  die  Sti*ecke  c,  welche 
die  zur  Schlußlioie  parallele  Gerade  J^«/,  auf  der  Senkrechten  durch  ß 
abschneidet 

Behufs  Ermittlung  des  Angriffsmomentes  3/^  füi*  ii*gendeineii 
Knotenpunkt  m  führen  wir  durch  m  einen  senkrechten  Schnitt,  zer- 
legen den  von  diesem  Schnitte  in  X  geti-offencn  Eämpferdruck  (hiei- 
K^)  im  Punkte  ^V  in  eine  senki-echte  und  eine  wagerechte  Seitenkraft 
und  erhalten: 

M^  =  H*  Xni, 

Sind  nun  y^  und  x^  der  senkrechte  bezw.  wagerechte  Abstand 
des  Punktes  m  von  den  Achsen  A^  und  A^^  so  ergibt  sich 

Xm  =  XQ  —  y^  —  x, 

"x~"~'^~/  '     also  :^  =  y  X^  +  ^., 

mithin  (wegen  //•  XQ  =  M^J): 

He 
(1)        3/^  =  31^^  —  Hy^  —    i^m  —  Hx^' 

Indem  wir  nun  die  Bezeichnungen  einführen 

(2)         Hx,  =  X'',     ^^=^Y";     H=X"\ 

erhalten  wir  die  Gleichung 

(3)        J/.  =  M,.  -  A"  -  X"x,  —  X"'y„, 

welche  die  Berechnung  der  Momente  3/«  gestattet,  sobald  die  drei 
statisch  nicht  bestimmbaren  Orößen  X\  X'\  X'"  gefunden  sind. 

Zur  Berechnung  der  X  bedienen  wii-  uns  der  Gleichungen  (V)  auf 
Seite  169.     Wir   nehmen    starre  Widerlager   an,    setzen   also  L'=  0, 

*)  Man  betrachte  F^CF^  als  Culmannsche  Momentenf lache  des  einfachen 
Balkens  A'B'. 
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X"=0,  X'"=0.  Auch  vernachlässigen  wü'  die  Formänderung  der 
Füllungsstäbe. 

Die  Spannkraft   des  einem  Knotenpunkte  m   gegenüberliegenden 
Gui-tstabes  ist 

(4)        5=q:f-, 

xmd  zwar  gilt  das  obere  Vorzeichen  für  die  obere,  das  untere  für  die 
untere  Gurtung.  Den  Zuständen  X'=  —  1,  JC"=  —  1,  -X'"=  —  1 
entsprechen  die  Momente: 

(5)  Jf.  =  +  1;     3f."=  +  ^.;     i¥r=  +  y. 
und  die  Stabkräfte: 

(6)  S'=  +  A;     5"=+^*";     S'"  =  T^"'- 

Wählen  wir  nun  das  Achsenkreuz  -4,,  A^  derart,  daß  die  Summen 

^S'8"4=',    ^S'S'"-4ip',    ^S"8'"4^*) 
EF  EF  EF  ^ 

verech winden,  daß  also  die  Bedingungen: 

erfüllt  ^Verden,  so  gehen  die  Gleichungen  (V)  für  eine  Einzellast  P 
über  in: 


(8) 


X'S-^^^^^=P5'+SÄ'6f« 


A-"2  f'^'.  =  P8"  +  'S 8" 6t s 
X"'2  ^^^^  =  P5"'+  SS"'6/*, 


wo  8',  8",  8'"  die  an  der  Stelle  P  gemessenen  Ordinaten  der  den  Zu- 
ständen ^'=  —  1,  -X"=  —  1,  -X'"=  —  1  entsprechenden  Biegungs- 
linien bedeuten. 

Zur  weiteren  Vereinfachimg  der  Bechnung  schreiben  wii*  sämtlichen 
Gurtstäben  denselben  Querschnitt  F  (Mittelwert  der  F^  zu  und  setzen 
feste  Weiie  £,  e,  t  voraus.    Multiplizieren  wir  dann  die  Gleichungen  (8) 

mit  EF^  so  erhalten  wir  mit  der  Bezeichnung:  -J^  =  v\!**)  den  Ein- 
fluß  einer  Einzellast  P: 


*)  In  den  angezogenen  Gleichungen  (V)  ist  p  =  -^^^-. 

**)  Sollen  verschieden  große  Gurtquerschnitte  Fm  berücksichtigt  wei-den,  so  muß 
Wm  =  -^ — j^  gesetzt  werden. 
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(9) 


X'=P 


EFh' 


J«'' 


A"'=  P 


EFh 


X"'=P 


EFh 


rrt 


f  1 


ferner  den  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Ei-wärmung  um  f°: 

,  ^._egl^^Sgs      ^.._  tEFtSS"s        ,„_eEFt^S^ 

Die  Bedingungen,  welche  durch  geeignete  Wahl  der  Lagen  der 
Achsen  J,,  A^  zu  erfüllen  sind,  lauten: 

(11)         S  x„z<;^'  =  0,     S  //« ?r  J  =0,     2  x^//^  w^  ==  0. 

Wird  dem  Knotenpunkte  ra  das  Gewicht  ?r/  beigelegt,  so  fordern 
die  Gleichungen  (11): 

1.  Der  Ursprung  0  muß  mit  dem  Schwerpunkte  der  Gewichte 
w'  zusammenfallen. 

2.  Die  Richtung  der  Achse  A^  muß  so  gewählt  werden,  daß 
das  Zentrifugalmoment  der  Gewichte  w'  gleich  Null  ist 

In  der  Regel  wird  der  Bogen  symmetrisch  sein  in  bezug  auf  die 
Senkrechte  durch  die  Mitte.  Dann  fällt  die  Achse  -4,  mit  der  Symmetrie- 
achse zusammen,  und  die  Achse  A^  mit  der  wagerechten  Schwerachse 
der  Gewichte  w\ 


Fig.  306. 


Fig.  307. 


Einen  steigenden  Bogen  leite  man,  falls  der  Unterschied  in  der 
Höhenlage  der  Kämpfer  gering  ist,  nach  Fig.  306  aus  einem  symmetrischen 
Bogen  ab  und  schreibe  den  einander  entsprechenden  Knotenpunkten 
beider  Bogenhälften  gleiche  Gewichte  w'  zu.*)  Man  en-eicht  hierdurch, 
daß  die  Achse  A^  niit  der  Mittelsenkrechten  und  die  A^  mit  der  zu 
AB'  parallelen  Schwerächse  der  Gewichte  ic    zusammenfällt 

Ganz  allgemein  findet  man  die  Achsen  ^,,  A^  wie  folgt.  Man  bezieht  den 
Bogen  zunächst  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Achsenkreuz  x\  y'  mit  wagerechter 
«'-Achse  (Fig.  307),  berechnet  die  Summen: 

Lir  ,  Lw  X  ,  Stt-  y  ,  Lir  x\  Zw  y  *,  Zw  x  y  , 

*)  Diese  Annahme  ist  ebenso  zulässig  wie  die  Annahme  i^:i^»,=  l. 
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bezeichnet  mit  £,  i)  die  Kooixlinaten  von  0  in  bezug  auf  x\  y\  mit  a  den  Neigungs- 
winkel der  A^  gegen  die  x'- Achse  und  hat  dann: 

y  =  y '  —  X '  tg  a  —  (t)  —  5  tg  a) . 
Die  Gleichungen  2ff'x  =  0,  2ff'y=0,  2ir'a;y  =  0  liefern  nua: 

- 2ir'j:' "Sir'y' 


Schließlich  bestimmt  man  noch 

^ic'y^  =  2ir>'«  —  Tj'Sir'  —  tg«  aSir'x". 

Natürlich  kann  man  auch  die  auf  der  Darstellung  von  Momenten  zweiter  Ord- 
nung beruhende  Ermittlung  von  tg  a  auf  zeichnerischem  Wege  mit  Hilfe  von  Band  I, 
§  6 — 7  aasführen. 

Nach  FesÜegimg  der  Achsen  -4^,  A,  bestimme  man  die  Zähler  der 
für  X\  X'\  X'"  gefundenen  Ausdrücke  (9)  wie  folgt 

Man  erwäge,  daß  den  Zuständen  -X'  =  —  1,  X"  =  —  1,  X'"  =  —  1 
die  Momente 

(13)         MJ  =  1 ;     MJ'  =  x^ ;     MJ"  —  y^ 

entsprechen,  und  daß  sich  die  mit  EF  multiplizierten  Durchbiegungen 
h\  h'\  h'"  als  die  Momente  eines  einfachen  Balkens  A'B'  (des  statisch 
bestinunten  Hauptsystems)  deuten  lassen,  welcher  beziehungsweise  be- 
lastet wird  mit  den  Gewichten: 

^^-  =  ^;  «'."=^;  wS'^^"  *),  d.  h.  nüt 
(14)       «;-'=-\;    w:'^^,  „C"=-^- 

'm  'm  '^m 

Bezeichnet  man  also  die  unter  P  gemessenen  Ordinaten  dieser  ein- 
fachen Momentenlinien  mit  MJ^  MJ\  MJ'\  so  erhält  man:  EFh'=  MJ; 
EFh"  =  MJ'\  EFh'"  =  MJ"  und  findet  schließlich  für  die  Einfluß- 
linien der  Größen  ^Y',  -X",  X'"  die  Gleichungen: 

(15)        .Y'  =  P^—, ;  X"  =  P  ^  - "^  -» ;  A""  =  P^^^..  •♦*) 

Aus  den  Einflußlinien  für  die  Größen  X\  X'\  X'"  kann  man 
jetzt  alle  übrigen  Einflußlinien  ableiten  und  zwar  lassen  sich  hierzu 
verschiedene  Verfahi*en  anwenden.  ' 


*)  Vergl.  Seite  192,  Gleichung  (2) ,  in  welcher  -=^  =  1  zu  setzen  ist. 

**)  Die  Gleichung  für  H=:X'"  stimmt  mit  der  im  §  7  zur  Berechnung  des 
Horizontalschubes  eines  Zweigelenkbogens  erhaltenen  Fonnel  überein.  Nur  ist  jetzt 
y  auf  eine  andere  Achse  bezogen.  Wir  machen  noch  auf  die  im  §  7  füi*  verschie- 
dene Sonderfälle  gezeigten  Umformungen  \md  Kürzimgen  der  Gewichte  tr  aufmerksam ; 
dieselben  sind  natürlich  auch  bei  eingespannten  Bogenträgern  brauchbar. 
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1.   Mit  Hilfe  der  Gleichungen 

^m    __  M^m   __    X,'     ^„    X^ ^,„    y. 


f^m  f^m  A«  f^m  ^m 

ermittle  man  die  (if :  A)-Linien  und  hieraus  nach  Seite  217  und  218 
die  Einflußlinien  för  die  Stabkräfte. 

An  Stelle  von    \  -  schreibe  man  ^ — z — ,  wo  d  eine  beliebig- 

X' 

anzunehmende   Strecke   bedeutet     Die   Multiplikation   der     -=-\  JY", 

X"'  mit  f-  ,  -J^  ,    f  -   führe  man  (nach  Seite  179  und  180)  mit  Hilfe 

'•iw  "'m  "m 

von  Winkeln  aus,  deren  Tangenten  gleich  den  Multiplikatoren  sind. 

2.  Man  bestimme  für  verschiedene  Lagen  der  Einzellast  P=  1 
die  Mittelkraftpolygone  f\  Ct\  (Fig.  305)  und  benutze  diese  zur  Be- 
rechnung der  Ordinaten  {M :  A)-Iinien. 

3.  Nach  Aufzeichnimg  der  Einflußlinien  für  die  Gurtkräfte  be- 
stimme man  die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  in  den  Füllungs- 
staben nach  Xr.  72. 

4.  Man  nehme  die  Lasteinheit  P  der  Keihe  nach  in  sämtlichen 
Querträgerangriffspunkten  an,  zeichne  für  jeden  einzehien  dieser  Be- 
lastungszustände  einen  Cremonaschen  Kräfteplan  und  bestimme  die 
Einflußlinien  der  Stabkräfte  mit  Hilfe  dieser  Kräftepläne. 

113.   Die  Aufgabe,  das  Mittelkraftpolygon  F^CF^  (Fig.  305)  zu 

zeichnen,  läßt  sich  —  außer  durch  Bestimmung  der  Werte  x^  =  — ^- 

H. 

X" 

und  e=   j^  l  —  noch  in  folgender  Weise  lösen. 

Yerbindet  man  die  (iewichte  w'  imd  tv"  durch  Seilpolygone 
(Fig.  305),  deren  Polweiten  Wi  und  Wn  sein  mögen,*)  so  erhält  man 
nach  Eintragung  der  Schlußlinien  s\  s"  die  Momente 

MJ=^Wi't{\    jUJ'  =  Wu'^'\    (Fig.  305c  u.  e). 

Die  äußersten  Seiten  des  ei*sten  Seüpolygons  schneiden  sich  auf 
der  Achse  -^,,  da  ja  diese  Gerade  die  senkrechte  Schwerachse  der  Ge- 
wichte w'  ist,  und  man  findet: 

Sw'  :tvj=  m:k  also  2 w'  =  Wj-y-  und  (nach  Gleich.  (15)) 

m 


*)  Zum  ersten  Seilpolygon  hal)en  wir  in  Fig.  305  d  das  zugehörige  Eräftepolygon 
teilweise  gezeichnet. 
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Die  äußersten  Seiten  des  zweiten  Seilpolygons  schneiden  auf  der 

Achse  A^  die  Strecke  /;  =  —  ab;  sie  sind  einander  parallel,  weil 

die  Summe  der  Gewichte  w"  (nämlich  2w"  =  ^xw^)  gleich  Null  und 
deshalb  die  Mittelkraft  der  w"  unendlich  klein  und  unendlich  fern  ist 
Es  ergibt  sich  nach  (15): 

V 

und,  wenn  die  Lasteinheit  P  durch  eine  Sti'ecke  von  der  Länge  v  dar- 
gestellt wird: 

=  7]    ;       A    =  T)    =  /IT]  , 

m 

wobei  n  nach  Mg.  305  o  mittels  der  parallel  zu  den  äußersten  Seiten 
des  ersten  Seilpolygons  gezogenen  Geraden  g^  und  g^  bestimmt 
werden  kann. 

Zerlegt  man  nun  die  Kämpf  erdrücke  JT^,  JT,  nach  senkrechter 
Richtung  und  nach  der  Richtung  der  Achse  -4,,  und  bezeichnet  man 
die  senkrechten  Seitenkräfte  mit  A  und  B  (Fig.  305  b),  so  findet  man 
leicht: 

e     \  Pab 

IH 
weshalb 

.        Pb    .    He        Pb    .    ^„        ob     ,      „ 

und  hieraus  folgt,  daß  das  Seilpolygon  der  Gewichte  w"  die  Strecke 

v  =  Pj  welche  seine  äußersten  Seiten  auf  der  Last  P  abschneiden,  in 

die  Teile 

TQ^  =  ^  und  7]j,  =  ß 

zerlegt  Hat  man  also  den  Horizontalschub  H  mit  Hufe  eines  die  Ge- 
wichte w'"  verbindenden  Seüpolygons  durch  eine  Strecke  t)"'  dargestellt 
(was  möglich  ist,  weil  nach  Gleichung  (15)  die  Kraft  X'"  =  H  pro- 
portional T)'"  ist),  so  ist  man  imstande,  die  Kämpferdrücke  nach  Größe 
und  Richtung  anzugeben,  und  braucht  jetzt  nur  noch  einen  Punkt  des 
Linienzuges  F^CF^  zu  bestinmien  (Fig.  308). 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  nun  die  Bestimmung  der  Schnitt- 
punkte R  der  Kämpferdrücke  mit  der  Achse  A,.  Wir  bezeichnen  die 
Entfernung  des  Punktes  R^  von  der  A^  mit  $  und  berechnen  diese 
Strecke,  indem  wir  die  Summe  der  Momente  der  im  Gleichgewichte 
befindlichen  Kräfte  K^^  Z^,  P  in  bezug  auf  F^  gleich  Null  setzen. 
Vorher  ersetzen  wir  jedoch  P  durch  die  beiden  in  F^   und  F^  an- 

Pb  Pa 

greifenden  Seitenkräfte  — r—  und      -   ,  zerlegen  A'^  und  K^  auf  die  in 


^:if=(cj9+  ^  a):a,    woCi)  =  - 
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Mg.  308  angegebene  Weise,  verschieben  die  in  die  Achse  A^  fallende 
Seitenkraft  von  K^  nach  0  und  zerlegen  sie  dort  nach  wagerechter 
und  senkrechter  Richtung.  Die  fragliche  Momentengleichung  lautet 
dann: 

Ak  +  Hx^  —  ^k  =  0^  d.h. 

tj^S  +  nr{  —  t?  —  i  =  0; 

sie  liefert,  wesen  v  —  =  n: 

"  m 


%^\     l         V        in^    ' 


Fig.  308. 


wo  t)^  in  Fig.  305  die  Strecke  bedeutet,  welche  das  Seilpolygon  der 
Gewichte  w*  und  die  letzte  Seite  dieses  Polygons  auf  der  Last  P  ab- 
schneiden. Die  hieraus  sich  ergebende  zeichnerische  Bestimmung  des 
Punktes  R^  zeigt  Mg.  308;  die  von  dem  im  festen  Abstände  n  von 
0  gelegenen  Punkte  T  aus  gezogene  Gerade  TR^  ist  parallel  zur  Ge- 
raden g. 

Auch   der  Punkt  F^  läßt   sich    schnell  festlegen.     Man  trage  zu 

V 

diesem  Zwecke  vom  unteren  Endpunkte  von  K^  die  Sti*ecke  i\^  —  nach 

oben  auf,  ziehe  die  Gerade  g'  und  hierauf  OF^  ||  g\  Der  Beweis  ist 
leicht  zu  finden. 
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Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  doppelte  Bestimmung  der  Lage 
von  iT,,  wenn  man  die  willkürliche  Polweite  des  Seilpolygons  II  so 
wählt,  daß  v  =  7n  wird  (was  durch  zweimaliges  Aufzeichnen  dieses  Seil- 

polygons  zu  bewirken  ist).    Dann  wird  7|^  -  -  =  tq^  und  n^=h 

114.  Wir  wenden  nun  das  im  vorstellenden  entwickelte  Verfahren  auf  einen 
symmetrischen  Bofgenträger  (Fig.  309  a)  an  und  stützen  uns  hierbei  auf  die  im  ersten 
Bande  unseres  Buches,  Seite  23  und  24,  Fig.  26,  gezeigte  D^irstellung  der  höheren 
Momente  paralleler  Kräfte. 

Die  durch  Rechnung  zu  bestimmenden  (fe^ichte  ir'  =  — ^*)  wei*den  zunächst 

als  lotrechte  Kraft«  aufgefaßt  und  in  der  Reihenfolge  w^\  Wf\  tr^^  .  .  .  durch  den 
Seilzug  /  (Pol  0/,  Polweite  wi)  verbunden.  Die  Polweite  irj  darf  beliebig  groß  an- 
genommen werden.    Die  Seiten  des  Seilpolygons  /  schneiden  auf  der  Achse  A,  die 

* 

den  Gewichten  w"  proportionalen  Strecken  — ;—  ab,  welche  für  die  Knotenpunkte 

der  linken  Ti-ägerhälfte  positiv  sind,  für  diejenigen  der  rechten  uegaüv.  Betrachtet 
man  diese  Strecken  als  senkrechte,  an  die  Stelle  der  w'  tretende  Kräfte,  verbindet 
sie  durch  ein  Seilpolygon  //  (Pol  On,  beliebige  Polweite  ^  iru),  und  mißt  man  senk- 
recht unter  der  in  Frage  kommenden  Last  P  die  durch  den  Seilzug  11  und  dessen 
äußerste  Seiten  bestimmten  Strecken  x^a-,  iqb,  v^  so  erhält  man 

und  für  den  Kräftemaßstab  P=:v\ 

7u  =  -l;  t[B  =  B. 
Da  die  x-Achse  wagerecht  ist,  so  sind  A  und  B  die  senkrechten  Stützenwideratände. 

Jetzt  wird  die  Achse  Ax  als  wagerechte  Schwerachse  der  Gewichte  w'  be- 
stimmt. Hierbei  empfiehlt  es  sich,  zur  Erzielung  einer  recht  deutlichen  Zeichnimg 
den  Bogen  verzerrt  aufzutragen. 

In  Fig.  309b  wurden  die  Höhen  verdoppelt,  auch  sind  die  Gewichte  w'  zu- 
nächst in  der  Reihenfolge  u\\  ir^^  tv^%  /r,',  «/?/,  ^ir^'**)  durch  einen  Seilzug  /// 
(Pol  Ozn-,  beliebige  Polweite  ttni)  verbunden  worden,  um  eine  Durchkreuzung  auf- 
einander folgender  Seiten  zu  vermeiden.  Der  Schnittpunkt  der  äußersten  Polygon- 
seiten  bestimmt  die  ^«,  und  auf  dieser  Achse  weixlen  von  den  Seiten  des  Seilzuges 

die  den  Gewichten  w*"  proportionalen  Strecken abgeschnitten,  welche  positiv 

tvin 

oder  negativ  zu  nehmen  sind,  je  nachdem  sie  oberhalb  oder  unterhalb  der  A^  liegenden 
Knotenpunkten  entsprechen.  Diese  Strecken  wurden  (an  Stelle  der  ta')  als  wage- 
rechte Kräfte  aufgefaßt  und  durch  einen  Seilzug  IV  (Pol  Oiv^  beliebige  Polweite  irjr) 
verbunden,  dessen  äußei-ste  Seiten  auf  der  A»  eine  Strecke  u  abschneiden,  für  welche 
die  Beziehimg  gilt: 

Hieraus  folgt  für  eine  Bogenhälfte  2/r'^*  =  ^/fixf  w/rw  und  für  den  ganzen 
Träger: 


*)  Siehe  die  zweite  Fußnote  auf  Seite  299. 

**)  ^  fr^',  weil  nur  die  Hälfte  des  symmetrischen  Bogens  betr«i(*htet  wii-d. 
Malier- Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  20 
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Fig.  309. 
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Um  nun  die  zur  Ermittlung  von 


dienenden  Momente  MJ"  zu  bestimmen,   wurden   die   Strecken    —  —  (an  Stelle 

der  fc')  als  senkrechte  Kräfte  aufgefaßt  und  durch  ein  Seilpolygon  V  (Pol  Ovt  Pol- 
weite irr)  verbunden,   jetzt   aber   in   der  Reihenfolge  1,  2,  3,  .  .  .*).    Ist  t)"'  die 

Ordinate  dieses  Seilzuges,  so  ist  das  Biegungsmoment  des  mit  den  Gewichten  —^ — 

belasteten  Balkens  Ä'B'  gleich  tcr^'^i  und  man  erhält  daher  für  einen  durch  die 
Gewichte  ir'*'  =  ir'i/  beanspruchten  Balken: 

3/„'"  =  I  wm  wrtj"',  weshalb 

wvi\'"  vwv     .„ 

U=zP =   — --    11    . 

Wählt   man   also  tfr= (z.  B.  wjr  =  ^v  und  fry=^lu  wie  dies  in 

Fig.  309b  geschehen  ist)**),  so  findet  man: 

und  ist  jetzt  imstande,  für  jede  Einzellast  P  die  Kämpferdrücke  K^  und  K^  zu  er- 
mitteln. Um  die  Lagen  dieser  Kräfte  anzugeben,  bestimmt  man  mit  Hilfe  der  zur 
ersten  Seite  des  Seüzuges  /  parallelen  Geraden  ED  die  Strecke  n  und  trägt  dieselbe 
auf  der  Achse  A^  von  0  aus  nach  T  hin  ab.  Nun  dreht  man  die  vom  Seilzug  / 
imd  dessen  letzter  Seite  auf  P  abgeschnittene  Strecke  t),  um  90"  nach  links,  ver- 
bindet ihren  Endpunkt  mit  dem  Endpunkte  der  Strecke  ij^  durch  eine  (strichpunk- 
tierte) Gerade  und  zieht  zu  dieser  von  T  aus  eine  Parallele ;  dieselbe  schneidet  die 
A^  im  Durchgangspimkte  von  K^. 

115.  Einfluß  einer  Temperatorändening.  Zur  Berechnung  der 
von  einer  Temperaturänderung  herrührenden  Werte  X  könnten  die 
Gleichungen  (10)  und  (6)  benutzt  werden;  der  folgende  Weg  verdient 
jedoch  den  Vorzug. 

Wir  denken  die  Spannkräfte  5""  =  +  1  -^^  durch  zwei  entgegen- 

gesetzt  gleiche,  nach  außen  gerichtete  Kräfte  von  der  Größe  1  sec  a 
(Fig.  310)  heiTorgerufen,  welche  mit  der  Achse  -4,  (deren  Neigungs- 
winkel =  a  sei)  Zusammenfellen  und  deren  Angriffspunkte  L^  und  L^ 
mit  den  Bogenenden  durch  starre  Stäbe  verbunden  seien***).    Sodann 

*)  Im  zugehörigen  Kräfteplan  ist  die  Reihenfolge  der  Strahlen  durch  Ziffern 
angegeben. 

**)  w'K  ist  die  einzige  Polweite,  welche  nicht  willkürHch,  sondern  durch  die 
vorhergehenden  Polweiten  bestimmt  ist.  Der  Maßstab,  in  welchem  die  w'  auftragen 
werden,  ist,  solange  nui'  der  Einfluß  von  Lasten  in  Frage  kommt  (nicht  auch  der 
von  Teraperaturänderungeu)  ganz  gleichgültig. 

***)  Diese  Kräfte   erzeugen   das   Angriffsmoment  Mm  =  1  sec  a  (y,„  cos  a)  =  i/m 

und   die  Stabkraft  5^'"  =  qp -^"•- •     Diese  Formel   gilt  auch  für  die  Füllungsstäbe; 

an  Stelle  der  Knoten  m  treten  die  bekannten  Drehpunkte  der  Ritterschen  Momenten- 
Gleichungen. 

20* 
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fassen  wir  1  sec  a  als  eine  Spannkraft  (und  zwar  als  einen  Druck)  auf, 
der  in  einem  die  Knoten  L^  und  L,  verbindenden  Stabe  auf  irgend- 
eine Weise  erzeugt  wird 
und  wenden  auf  das  nun- 
mehr nur  von  inneren 
Kräften  beanspruchte  und 
in  keinem  Punkte  gestützte 
Eachwerk  das  Gesetz  der 
virtuellen  Verschiebungen 
an,  indem  wir  den  Stab- 
längen s  die  Änderungen 
iö-s  zuschreiben,  wo  o 
einen  festen  Wert  vorstellt 
Wir  erhalten  dann  die  Är- 
beitsgleichung 


Fig.  310. 


2  S"  OS  +  2  Ä"  WS  —  1  sec  a .  i^L^L^  =  0, 

wobei  sich  das  erste  Glied  auf  die  Stäbe  des  Bogenfachwerks  bezieht, 
das  zweite  auf  die  hinzugefügten  starren  Stäbe,  mit  Ausnahme  von 
LjL,,  das  dritte  schließlich  auf  den  Stab  L^L^.  Wird  a>  gehoben 
und  werden  die  Punkte  ij,  L,  so  angenommen,  daß  2S'"s  =  0  wird, 

so  ergibt  sich 

2S""s  =  iiL,seca 


und  ^ir  erhalten  sehi*  ein&ch: 


(16) 


,„_  t  E Ftr  sec  a 


WO  /"'  die  Länge  der  Strecke  L^L^  bedeutet 

Zui'  Bestimmung  des  Punktes  L^  bezeichnen  wir  die  Längen  der 
Stäbe  ÄL^^  CL^^  AC  mit  a,  ft,  c,  die  durch  die  Kraft  1  sec  a  in  diesen 
Stäben  erzeugten  Spannki-äfte  mit  SJ'\  S/",  Sj"  und  suchen  die  Er- 
füllung der  Gleichung 

sra + srb + src = O 

herbeizuführen.  Geht  der  erste  Füllungsstab  des  Bogenfachwerks  dm'ch 
den  Punkt  A^  so  ergibt  sieh  der  in  Mg.  311  dargestellte  Kräfteplan, 
in  welchem  äS/"  die  Spannki*aft  im  ersten  GHede  der  unteren  Gurtung 
bedeutet  Mit  den  aus  der  Figur  zu  entnehmenden  Bezeichnungen  der 
Winkel  folgt,  wenn  AE  und  AE'  so  gezogen  werden,  daß  <[  Lj^EA  =  \j) 
und  <  L^E'A  =  ß  wird: 
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—  .S' 

43j 


e 


—  ig. 
5» 


/// 


o 


und  hieraus: 


sin  (\J;- 
sin  (180" 

-T) 

sinp  

LiE" 

sin  ß 

AL^ 

CE       CE 


AC 
a 


S:"a  +  Sr  {CE  4-  Lj  JF')  +  src  =  O. 


mi^&teof 


Fig.  311. 


Fig.  312, 


Die  oben  angestellte  Bedingung  wird  hiemach  erfüllt,  sobald 
C^  +  L^'=  b,  d.  h.  sobald  ß  =  q>  wird. 

Ähnlich  folgt:  Geht  der  erste  Füllungsstab  von  C  aus  (Mg.  312), 
so  muß,  damit  aSa''+ bS^'"+cSr=0  werde,  der  Winkel  L^L^C 
=  \J;  sein. 


Fig.  313. 

In  derselben  Weise  wird  der  Punkt  Lg  bestimmt  und  damit  die 
Länge    der    Strecke    ^L^  =  /'"    gefimden.      In    Mg.   313    wurden 
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die  äußei-sten  Füllimgsstäbe  durch  A  beziehungsweise  B  gehend   an- 
genommen. 

Durch  eine  Reihe  ganz  ähnlicher  Schlußfolgerungen  Avird  für  die 
im  Zähler  des  Ausdruckes  für  X"  stehende  Summe  der  Wert 


(17) 


25"5  =  /",  und  damit  Jt/'=-^ 


^x^u\ 


gefunden,  wobei  Z"  den  gegenseitigen  Abstand  der  auf  der  Achse  A^ 
gelegenen  Punkte  N^  und  X^  bedeutet,  welche  erhalten  werden,  sobald 
man  von  A  und  B  aus  Gerade  zieht,  die  mit  der  Achse  A,  die  Winkel 
4>  und  ^'  bilden. 

Um  schließlich  noch  die  Summe  2  S's  in  einfacher  Weise  zu  be- 


rechnen, denken  wir  uns  die  Momente  Jf'=l  und  Spannkräfte  SJ=4 


_  1 


r. 


durch  an  den  Bogenenden  angreifende  rechts  drehende  Xräftepaare 
hervorgebracht,  welche  aus  zur  Achse  A,  parallelen  Bjüften  von  der 
Größe  1  bestehen  und  deren  Arm  =  1  ist,  Fig.  314.    Sind  E^^  E^j  J^,  J^ 


Flg.  314. 


die  Schnittpunkte  dieser  Kräfte  mit  den  Geraden  AL^  und  BL^,  so 
folgt  aus  den  vorstehenden  Untersuchungen 


2S'5  =  JiJ^—E^E^=eoig^-\-  cotg^', 
und  es  ergibt  sich  daher: 


(18) 


,_  eEFt  (cotg  vJ>^-(-  cotp  ^) 


Für  den  in  bezug  auf  die  Senkrechte  dmch  die  Mitte  symmetri- 
schen Bogen  ist  /"'=  0,  also  auch  -X/'=  0.  Ist  außerdem,  was  eben&lls 
in  der  Regel  (zum  mindesten  annähernd)  zutreffen  wird,  vj;  =  \J;'=90®, 
also  cotg  \J;  =  cotg  \j>':=  0,  so  folgt  auch  X'=0  imd  (wegen  a  =  0) 

(19)     xr=  n. = ^f  ™:, , 
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worin  /'"  die  gegenseitige  wagerechte  Entfernung  derjeniger  Punkte  der 
Kämpfer  bedeutet,  von  denen  die  äußersten  Füllungsstäbe  ausgehen.*) 
In  diesem  wichtigen  Falle  erzeugt  also  die  Temperaturänderung  zwei 
in  die  Achse  A^  fallende  Kämpferdrücke  von  der  Größe  fl,. 

Wird  die  Gestalt  eines  leicht  ansteigenden  Bogens  nach  Seite  300 
aus  einer  symmetrischen  Grundform  entwickelt,  so  ist  es  ebenfalls 
zulässig,  als  Folge  der  Temperaturänderung  einen  mit  der  -4^-Achse 
zusammenfallenden  Kämpferwiderstand  anzunehmen.  Die  Größe  des- 
selben ist  (wegen  K^  =  H^  sec  a  =  X"'  sec  a) 

Wird  der  Einfluß  der  BeUistung  nach  Nr.  114  mit  Hilfe  von  Seilpolygouen 
dai-gestellt,  so  wird  man  auch  die  in  den  Nennern  der  Wei-te  X/,  AV,  -Y/"  auf- 
tretenden Siunmenausdmcke  mittels  jener  Seilzüge  berechnen.  Man  muß  dann  auf 
die  Einheiten  der  m  Frage  kommenden  Größen  achten.  Für  den  in  Fig.  309  unter- 
suchten Bogen  ist  z.  B. 

_   ^EFtV"  _   tEFtV" 

und  Zymir„'=\iCiiitririf',  weshalb 

lEFtr 


7/,  =  2 


ivuiK'irit 


Nun  Ist  Wm=—Y'  ^^^  reziproke  Wert  einer  Länge,  also  SyS,//«'  eine  iJlnge 

und  man  muß  deshalb  eine  der  drei  Strecken  K7//>  '^7f,  w  (gleichgültig  welche)  mit 
dem  Maßstabe  messen,  in  welchem  die  w'  aufgetragen  worden  sind,  die  andern  beiden 
aber  mit  dem  Längenmaßstabe  der  Zeichnung. 

b.   Zweites  Verfahren. 

116.  Wir  entwickeln  noch  ein  zweites  Verfahren,  welches  auch 
über  den  Einfluß  schräger  Lasten  Aufschluß  gibt  und  sich  eng  an  die 
in  Nr.  64,  Seite  156,  gegebene  allgemeine  Lösung  anleimt.  Zu  dem 
Zwecke  ersetzen  wir  das  Unke  Widerlager  durch  eine  starre  Scheibe 
(Fig.  315a),  und  fügen  in  dem  vorläufig  beliebig  angenommenen  Pimkte 
0  derselben  zwei  sich  aufhebende  Kräfte  K^  hinzu,  welche  dieselbe 
Richtung  und  Größe  haben,  wie  der  linke  Kämpferwiderstand  K^.  Die 
eine  dieser  beiden  Kräfte  bildet  mit  dem  Kämpferwiderstande  K^  ein 
Kräftepaar,  dessen  Moment  K^c  wir  mit  X,  bezeichnen;  die  andere  zer- 
legen \Ndr  in  Xj,  (senki-echt)  luid  X^  (mit  vorläufig  willkürlicher  Rich- 
tung). X„  Xft,  X„  führen  wir  als  die  statisch  nicht  bestimmbaren 
Größen  ein.  Sind  dieselben  bekannt,  so  läßt  sich  Kj^  wie  folgt  finden: 
Zunächst  stellt  man  Größe  und  Richtung  von  K^  mittels  des  Kräfte- 
zuges X^Xt,  in  Fig.  315b  fest.     Nun  bestimmt  man  die  in  Fig.  315a 


')  Für  den  Ti-äger  in  Fig.  306  ist  /'"=  AB'. 
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niit  Z  bezeichneten  senkrechten  Kräfte,  welche  ein  dem  Kräftepaai-e 
(Äi,  K^  gleichwertiges  Paar  bilden,  mittels  der  Bedingung  Zk  =  Xa,' 
bildet  hierauf  in  Mg.  315b  die  ilittelki-aft  L  von  Z  und  S^^  und  zieht 
durch  0  zu  L  eine  Parallele;   sie  schneidet  die  Senkrechte  durch  A 
im  Durchgangspunkte  t\  des  Kämpf erdnickes  Äj. 

Bei  Aufstellung  der  Elastizitätsbedingungen  legen  wir  dem  Punkte 
0  die  Ordnungsziffern  b  oder  c  bei,  je  nachdem  wir  0  als  den  An- 
griffspunkt von  Xt,  oder  X^  bezeichnen  wollen.  Zur  Berechnung  des 
Einflusses  einer  in  m  angreifenden,  beliebig  gerichteten  Last  P„  be- 
nutzen wir  die  Gleichungen: 


(21) 


Y  =  P 


'ma 


'aa 


X  —  P 


i 


mb 


h 


X.  =  P, 


me 


bb 


8 


ee 


in  denen  die  5  die  in  der  Einleitung  erklärte  Bedeutung  haben,  und 
deren  Gültigkeit  voraussetzt,  daß  der  Angriffspunkt  von  A\,  X^  und 
die  Kichtung  von  X^  nach  den  auf  Seite  156  und  157  (im  Beispiel  1) 
gegebenen  Regeln  bestinmit  werden.     (Erzielung  von  &,j  =  8j„  =  0; 

Wir  fassen  (Fig.  316)  den  Stabzug  0—1—2  —  3—4 8—9 

mit  der  ruhenden  Seite  0 — 1  ins  Auge,  und  schließen  an  diesen  den 
(vorläufig  noch  nicht  gegebenen)  Punkt  0~  10  mittels  der  starren 
Stäbe  9—10  und  8  —  10  au.  Das  Dreieck  8—9—10  ist  dann  die 
das  linke  Widerlager  vertretende  Scheibe.  Die  Stablängen  bezeichnen 
wir  mit  rfj,  cij,  dj  .  .  ,  und  die  in  demselben  Sinne  zu  messenden 
Winkel  zwischen  den  aufeinander  folgenden  Seiten  mit  ai,  a„  aj  .  .  . 

Werden  die  Formänderungen  der  Füllimgsstäbe  vernachlässigt,  was 
meistens    erlaubt   ist,  so  sind  die  Yerschiebungeu  der  Knotenpunkte 
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durch  die  Änderangeii  Aa  der  Winkel  a  vollständig  bestinunt  Dabei 
ist  mit  den  geläufigen  Bezeichnungen  s^  und  r^: 

(22)         Aa^  =  +  ^'-    bezw.  Aa^  =  _  -^  , 

je  nachdem  a«  ein  Dreieckwinkel  ist  oder  nicht. 

Dem    Angriffsmomente    M^    entspricht    S^  =  -f  -^-^    und     Is^ 

M  s 
=  -h  —   Z-^- ,  wobei  sich  das  obere  Vorzeichen  auf  die  obere  Gur- 

tung  bezieht,  das  untere  auf  die  untere  Gurtung.  Ist  a  ein  Dreieck- 
winkel, so  ist  s  ein  Untergurtstab,  anderenfalls  ein  Obergurtstab,  so 
daß  allgemein: 

(23)         la,  =  +   f-''     und  EF,^a^  =  ^^•'  1% 

WO  F„  eine  beliebig  große,  aber  konstimte  Querschnittsgröße  bedeutet 
Rechnen  wii'  also  mit 

(24)        Aa.  =  *-  ^;  M,, 

so  erhalten  wir  die  i?i'V fachen  Verschiebungen,  eine  Vergrößerung, 
die  auf  das  Ergebnis  der  Gleichungen  (21)  ohne  Einfluß  ist,  da  in 
diesen  nur  Verhältnisse  von  Verschiebungen  vorkommen. 

Den  Zuständen  A"„  =  —  1,  A\  =  —  1,  X^  =  —  1  entsprechen 
die  Momente: 

M'  —  1       J/   "  =  X  ]/'"  =  !/ 

und  infolgedessen  die  Winkeländerungeu : 

<f      F  V      7^"  1/  s'      F 

Aa^   =—      a       t.     ^    ^a«    ~^-   r«~    ^^'    ^*-    ^~r2         ^^^ 

deren  absolute  Werte  mit  den  im  ei'sten  Verfahren  benutzten  Ge- 
wichten u'J,  tvj,\  u\,"  übereinstimmen,  wobei  nui*  zu  beachten  ist,  daß 
jetzt  //  rechtwinklig  zu  X^  gemessen  werden  muß.*) 

Die  Aufzeichnimg  der  Verschiebungspläne  geschieht  nun  in  folgen- 
der "Weise. 

/.  Verschiebungsplan  für  den  Znstand  X^  =  —  1.  Man  betrachte 
die  Winkeländerungen  —  Aa«'  als  loti-echte  nach  abwärts  gerichtete 
Kräfte  und  verbinde  sie  durch  einen  Seilzug  /,  dessen  erste  Seite 
wagerecht  anzunehmen  ist  und  dessen  Polweite  Wi  willkürlich  gewählt 


*)  Es  wird  sich  später  zeigen,  daß  die  Richtung  von  Xc  mit  der  Richtung  der 
Achse  ^1»  in  Fig.  305  zusammenfällt.  Wäre  die  wagerechte  Projektion  von  Xc  {d.  i.  H) 
als  statisch  nicht  bestinmibare  Größe  eingeführt  worden,  so  würde  die  Übereinstim- 
mung der  Aa'"  mit  den  früheren  ir"'  eine  vollständige  sein. 


§  11.    Fachwerkbogeu  mit  eingespannten  Kämpfern.  315 

werden  darf.  Durch  die  den  Knotenpunkten  1,  2,  3,  ...  9  des  Stab- 
zuges  entsprechenden  Punkte  des  Seilzuges  lege  man  wagerechte  Ge- 
rade 5^1,  </2,  <7s,  .  .  .  und  zeichne  von  dem  beliebig  in  g^  angenom- 
menen Punkte  1'  aus  einen  Linienzug  1'  2'  3'  4'  .  .  .  .  9',  dessen 
Seiten  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Seiten  des  Stabzuges  1  —  2 
— 3 — 4  ....  9  sind.  Die  von  dem  mit  1'  zusammenfallenden  Pole 
0„  nach  den  Punkten  2',  3',  4'  .  .  .  gezogenen  Strahlen  stellen  dann 
die  Verschiebungen  der  Knoten  2,  3,  4,  .  .  .  nach  Größe  und  Kichtung 
dar,  und  man  findet  daher  den  einer  Einzellast  P„  entsprechenden 
Weil;  8,^0  als  Projektion  des  Strahles  O^m'  auf  die  Richtung  von  P^ 
und  zwar  in  einem  von  der  Polweite  Wj  und  den  Werten  JF,  F  ab- 
hängigen, vorläufig  gleichgültigen  Maßstabe.  Da  nun  der  (die  Ziffer  10 
tragende)  Punkt  0  in  Suhe  bleiben  soll,  muß  10'  mit  0„  zusammen- 
fallen, und  es  ist  mithin  die  Lage  von  10  durch  die  Bedingungen: 
9— 10J__9'— 10',  8— 10J_8'— 10'  bestimmt;  auch  leuchtet  ein,  daß 
Punkt  10  in  der  senkrechten  Schwerachse  der  Gewichte  —  ^ol'  =^w' 
liegt,  wodurch  das  Zusammenfallen  von  JY»  mit  der  früher  benutzten 
Achse  Ag  bewiesen  ist. 

Ein  zweites  Verfahren  der  Aufzeichnung  des  Linienzuges  1'  2'  3' . . . 
besteht  in  der  Berechnung  der  Drehungswinkel  ^  und  Werte  p  =  ^^d 
für  die  einzelnen  Stäbe  rf^,  d^  .  .  .    Man  erhält: 

^i=Aai;  ^,  =^1  +Aa«;  4>3=^2  +  Aa3: 

und  macht  nun: 

1'  —  2'  =  pi;  2'  —  3'=rp2;  3'  —  4'  =  p3; 

Ein  drittes  Verfahren  stützt  sich  auf  den  Umstand,  daß  die 
Strecken  p  nur  von  den  Aa  und  d  abhängen,  nicht  aber  von  der 
Gestalt  des  Stabzuges.  Reiht  man  also  die  Stablängen  d  wagerecht 
aneinander,  wie  dies  die  in  kleinerem  Maßstabe  gezeichnete  Fig.  317 
zeigt,  so  findet  man  die  Weite  p  als  die  Unterechiede  aufeinander 
folgender  Ordinaten  eines  die  Gewichte  —  Aa  verbindenden  Seil- 
polygons. 

Schließlich  könnte  man  viertens  die  Punkte  1',  2',  3' 

mit  Hilfe  eines  WiUiotschen  Yerschiebungsplanes-  festlegen. 

Das  erste  Verfahren  läßt  im  Stich,  sobald  der  Stabzug  lotrechte 
Stäbe  enthält,  und  es  führt  zu  ungenauen  Ergebnissen,  falls  Stabrich- 
tungen vorkommen,  die  von  der  Lotrechten  nur  wenig  abweichen. 

Man  denke  sich  z.  B.  den  Stah  7  —  8  der  lotrechten  I^age  genähert,  um  ein- 
zusehen, daß  eine  genaue  Bestimmung  des  Punktes  8'  infolge  des  entstehenden 
schleifenden  Schnittes  schwierig  ist.  Man  würde  dann  p,  bere(.*hnen  oder  von  dem 
Seilpolygon  in  Fig.  317  das  Stück  6  —  7 — 8  aufzeichnen,  welches  cUnch  p,  und  Aoj 
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bestimmt  ist.  Besitzen  mehi*ere  Stäbe  eine  solche  Lage,  so  wird  man  von  der  An- 
wendung das  ersten  Verfahrens  ganz  absehen.  Am  übersichtlichsten  ist  die  I^- 
Stimmung  der  p  nsu^h.  Fig.  317. 

Nach  ErmitÜung  von  8««  findet  man  den  Einfluß  von  P^  auf  X^ 
mittels  der  ersten  der  Gleichungen  (21),  in  der  h„„  den  Drehungs- 
winkel (\J;)  der  Scheibe  8  —  9 — 10  für  den  betrachteten  Belastungs- 
zustand Jf.  =  — 1  bedeutet    Nun  entspricht  dem  Stabe  9 — 10  der 

Q' IQ'  * 

Wert  pg  =  9' — 10',  also  der  Drehimgswinkel  ^^  =  -q — jtt-  =  -r    und 

man  erhält  daher: 

b 

Y  V  % 

und  für^die  durch  die  Gleichung  Zk  =  X^  bestimmte  Kraft  Z  den  Wert: 


Z  =  P^ 


K 


'Jjt,      'Jar^    Jof,  'Jr,  '4jr.  -^OF,  -Ja;  -Jjr, 

^4  ^  1^4^4  4 "^4^5^ 


Fig.  317, 


Einer  in  5  angreifenden  lotrechten  Last  P^  entspricht: 

d.  i.  ein  Wert,  zu  dessen  Ermittlung  die  Aufzeichnung  des  Seilzuges  / 
gentigen  würde. 

IL   Verschielmiigspla?i  für  den  Zustand  -Xj  =  —  i.   Die  Gewichte 
—  Aa'=   _**  -vf  werden  durch  die  Gewichte  — Aa"  = ^j^  ^/ 

'#»1      -^  m  'mm 

(welche  rechts  von  0  positiv,  also  abwärts  gerichtet  sind)  ersetzt  imd 
nun    wird    das    vorhin    beschriebene  Verfaliren    wiederholt     Der   die 
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neuen  Gewichte  verbindende  Seilzug  //  kann  aus  dem  Seilzuge  I  in 
derselben  Weise  abgeleitet  werden  wie  in  Mg.  309.  Nur  muß  die 
Lage  des  Poles  Ou  (bei  beliebig  anzunehmender  Polweite  w^  so  ge- 
wählt werden,  daß  die  erste  Seite  des  Seilzuges  II  wagerecht  liegt 
Nach  Eintragung  des  vom  Pole  0»  aus  gezeichneten  Linienzuges  1'  2' 
3'  ....  8'  9'  findet  man  den  einer  schrägen  Last  P^  entsprechenden 
Wert  8^j  als  Projektion  von  O^m'  auf  die  Richtung  von  P«  und  die 
Verschiebung  8»»  des  Angriffspunktes  6  =e  10  von  X»  als  Projektion 
des  Strahles  0^  10'  auf  die  Richtung  von  -X^^  =  —  1.  Infolgedessen 
findet  man  den  Einfluß  der  schrägen  Last  P^: 


X,  =  P^ 


&.6 


5 


bb 


und  den  Einfluß  einer  lotrechten  Last  P^: 


*    hbb 

Zur  Ermittlung  des  letzteren  Wertes  würde  die  Aufzeichnung  des 
Seilzuges  II  genügen. 

Noch  sei  aus  dem  Zusammenfallen  der  Punkte  8',  9',  10'  der 
Schluß  gezogen,  daß  sämtliche  Punkte  der  Scheibe  8 — 9 — 10  bei 
Eintreten  des  Zustandes  JC»  =  —  1  dieselbe  Yerschiebung  0^8'  =  0*9' 
=  OfclO'  erfahi'en,  daß  also  der  Drehungswinkel  8aö  =  0  wird  —  eine 
Bedingung,  an  welche  die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (21)  bekanntlich 
gebunden  ist. 

III  Verschiebungsplan  für  den  Zustand  X„  =  —  i.  Da  die  Yer- 
sclüebung  8, 6,  welche  der  Angriffspunkt  c  von  X^  im  Sinne  von  X„ 
und  infolge  von  -X*  =  —  1  erfährt,  gleich  Null  sein  soll,  so  muß  die 
Richtung  von  X^  rechtwinklig  zum  Strahle  O^IO'  des  soeben  gezeich- 
neten Verschiebungsplanes  angenommen  werden.    Ist  dies  geschehen,  so 

s    F 
werden  die  6e\vichte  A'"a«  =  ?y„  _*  w^  =  y^wj    (absolut   genommen) 

bestimmt  oder  aber  es  werden  —  was  meistens  bequemer  ist  —  Ge- 
wichte ermittelt,  welche  den  Wei-ten  y^^wj  proportional  sind,  beispiels- 
w^eise    die   in    der  Figur  316   (im  Kräfteplane  der  w')  dargestellten  : 

//« ^m\  wo  ß  eine  beliebige  runde  Zahl  bedeutet    Die  algebraische 

I4'j 

Summe  dieser  teils  positiven  teils  negativen  Gewichte  muß  gleich 
Null  sein  (eine  sehi-  scharfe  Zeichenprobe!).  Da  nämlich  die  Richtung 
von  Xc  durch  die  Bedingung  8„t  =  0  bestimmt  wurde,  so  muß  nach 
dem  MaxweUschen  Satze  auch  84^  =  0  sein,  d.  h.  es  muß  die  Ver- 
schiebung des  Angriffspunktes  b  von  X^  in  der  Richtung  von  X^  und 
hei-vorgerufen  durch  X  =  —  1  gleich  Null  sein.    Hieraus  folgt  aber: 
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O^IO' J_Jf5,  was  nur  der  Fall  ist,  wenn  die  äußersten  Seiten  des  Seil- 
zuges III  zusammenfallen. 

Man  erhält  schließlich  für  eine  schräge  Last  P„  mid  eine  senk- 
rechte Last  P5: 

X.  =  P^  ^   und  X  =  P^,  >^, 

WO  8^0  die  Projektion  von  O^IO'  auf  die  Richtung  von  X^  bedeutet 
Die  gestellte  Aufgabe  ist  somit  gelöst;  und  es  möge  nur  noch 
daran  erinnert  werden,  daß  man  die  den  Linienzug  0»2'3'  ....  10' 
beziehungsweise  0^2'  3'  ....  10'  bestimmenden  Stiecken  p  auch  ia 
der  bei  Herleitung  des  Verschiebungsplanes  für  X„  =  —  1  beschrie- 
benen Weise  durch  Rechnung  oder  mit  Hilfe  eines  gestreckten  Stab- 
zuges (Fig.  317)  oder  mittels  eines  Williotschen  Planes  ermitteln  kann. 
—  und  daß  diese  Abänderung  des  in  der  Fig.  316  befolgten  Verfahrens 
zuweüen  geboten  ist. 

Es  verdient  hervoi-gehoben  zu  werden,  daß  ganz  besondere  Sorgfalt  auf  die 
Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  0  und  der  Richtung  der  Kraft  A'^,  zu  verwenden 
ist.  Etwa  hierbei  begangene  Zeichenfehler  sind  von  großem  Einfluß.  Will  man  diesen 
Teil  der  Aufgabe  durch  Rechnung  lösen,  so  beachte  man,  daß  (wegen  Sy«''=:0) 
der  Punkt  0  mit  dem  Schwerpunkte  der  Gewichte  tr'  und  die  Ki*aft  X^  mit  der 
fiiiher  benutzten  Achse  A^  zusammenfällt,  weshalb  die  auf  Seite  314  abgeleiteten 
Formeln  brauchbar  sind;  die  y  dürfen  hierbei  zunächst  lotrecht  gemessen  werden. 

Anderei-seits  liefern  die  vorstehend  entwickelten  Verschiebungspläne  einen 
Beitrag  zur  Lehre  vom  Schwerpunkte  und  den  Momenten  zweiter  Ordnung.  Mit 
Hufe  des  Linienzuges  O3  1'  2'  .  .  .  .  (den  man  dann  um  90"  nach  links  drehen 
wird)  vermag  man  den  Schwerpunkt  0  einer  Gruppe  von  Punkten  zu  bestimmen, 

welche  mit  den  Gewichten  w'  belastet  sind  und  die  Linienzüge  0*  1'  2' , 

Ofl  1'  2' können  zur  Ermittlung  der  Trägheitsmomente  Z/r'-c'  und  Zir'y^ 

benutzt  werden.    Man  findet  nämlich: 

_y  tr'x        J-  _^  tr'y^         y 

ui       «71  //•/         it'm 

also  für  wi  =  irn  =  wm  =  1  und  ß  =  1 : 

IV,  Einfluß  einer  Temperaturänd€7'ung.  Wir  gehen  von  deu 
Formebi  aus: 

(25)         A-,.  =  1  ^"  ;  A'.,  =  1  -^;  X.  -  1  ^-, 

Oao  Ofti  ^ee 

in  welchen  5„«  den  von  der  Temperaturänderung  heiTorgerufenen 
Drehungswinkel  der  Scheibe  8 — 9  — 10  bedeutet,  während  8»«  und  5^« 
die  von  der  gleichen  Ursache  herrührenden  Vei^chiebungen  des  Punktes 
10  im  Sinne  von  Xj,  beziehungsw^eise  X^  sind. 

Wir  nehmen  eine  gleichmäßige  Erwärmung  des  Trägei's  an  und 
machen  zur  Yereinfachung  der  Eechnung  die  stets  zulässige  Annahme, 
daß  sich  auch  die  Strecken  1 — 0  und  8 — 9  in  demselben  Maße  aus- 
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dehnen  können,  wie  die  Fachwerkstäbe.  Es  sind  dann  alle  Winkel- 
änderungen =  0  und    der  Stabzug  1 — 2 — 3 8  nimmt  eine 

Form  an,  welche  der  anfänglichen  Gestalt  ähnlich  ist.  Man  erhält 
h„t  =  0,  femer,  da  die  Verschiebungen  von  10  mit  denen  des  Punktes  8 
übereinstimmen: 

wo  Ij,  und  l„  die  Projektionen  der  Strecke  8 — 1  auf  die  Richtungen 
von  Xt,  und  X^  bedeuten.    Hiemach  ergibt  sich: 

x^       /\.      -er       6*A  ■y'      *       * 

Oft»  0,^ 

SoUen  hiereiQ  die  in  Fig.  316  dargestellten  Strecken  8^»  und  8^^ 
eingesetzt  werden,  so  ist  zu  beachten,  daß  jene  Verschiebungspläne 
die  E'-F, -fachen  Verschiebungen  liefern,  daß  also  die  Zähler  der  Aus- 
drücke für  Jlj«,  X„t  mit  EF^  multipliziert  werden  müssen.  Weitere 
Umformungen  sind  dadurch  bedingt,  daß  die  Polweiten  der  Seilzüge 
//,  III  (welche  letztere  die  BiegungsHnien  für  -X»  =  —  1  und  Xc  =  —  1 
voi-stellen)  nicht  =  1  sondern  =  Wn  beziehungsweise  w„i  sind,  daß  also  die 
entsprechenden  Verschiebungen  noch  mit  w^  beziehungsweise  u-m  zu 
multiplizieren  sind.     Schließlich  wurden  die  Gewichte  2v"  =  xw'  und 

w'"  =  yw'   durch    die  Gewichte und  ersetzt:    was    eine 

weitere  Multiplikation  mit  Wj  beziehungsweise  -^  zur  Folge  hat  Man 
erhält  daher: 

Aft,  =  -         -  -   und  X^t  =  p  -  —  T~  • 

Von  den  in  den  Nennern  erscheinenden  drei  Strecken  {wi^  Wu^  8^6 
beziehungsweise  Uj,  Wm^  8,^)  müssen  je  zwei  mit  dem  Längenmaßstabe 
gemessen  werden  (z.  B.  Wn  imd  8»»,  ferner  Um  imd  8,^)  und  je  eine 
(nämlich  beide  Male  tv^  mit  dem  Maßstabe,  nach  welchem  die  Gemehte 
w'  aufgetragen  worden  sind*). 

Zeichnet  man  die  Yerschiebungspläne  nach  dem  Vei-fahren  von  Williot,  so 
fasse  man  die  den  Zuständen  Z«  =  —  1,  Xft  =  —  1,  -X«  =  —  1  entsprechenden 
Spannkräfte  Äi,  Ä^,  5c,  als  Zahlen  auf.  Die  mit  EFc  multiplizierten  längen- 
änderangen 

^8a=^  SaSa^     ^8b=z  S  8^^     A8c  =  Sg^Sg 

sind  dann  Längen,  welche  in  einem  geeigneten  —  vom  Maßstabe  der  Zeichnung 
unabhängigen  —  Maßstabe  aufgetragen  werden,  mit  dem  auch  die  8»^,  Hee  gemessen 
werden.    Man  erhält  dann: 

Xuz=tEFct~^~',  X,t=ztEFct   i"    • 


')  Vergl.  den  Schluß  von  Nr.  115,  Seite  311. 
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117.  Der  Kämpfei-druck,  dessen  Zerlegung  die  Unbekannten  JT., 
X^y  X„  lieferte,  ist  die  Mittelkraft  der  Spannkräfte  in  den  drei  am 
Widerlager  angreifenden  Stäben.  Ersetzt  man  diese  drei  Stäbe  durch 
drei  andere,  von  irgendeinem  Schnitte  tt  getroffene  Stabe,  Mg.  318, 
so  gelangt  man  zu  der  folgenden  Lösung,  die  sieh  von  der  eben  be- 
schriebenen nur  unwesentlich  unterscheidet  und  deshalb  nur  einer 
kurzen  Erläuterung  bedarf. 


Fig.  318. 


h 


Fig.  319. 


/^^ 


i! 
I 


Fig.  320. 


Man  betrachte  zunächst  den  links  vom  Schnitte  tt  gelegenen  Teil 
des  Bogenträgers,  Fig.  319,  ersetze  die  Spannkräfte  in  den  durch- 
schnittenen Stäben  wieder  durch  ein  Kräftepaar  X^  und  zwei  Einzel- 
kräfte Xf,  imd  X^  und  stelle  sich  vor,  es  greifen  X^^  Xj,  und  X^  an 
einer  stan*en  Scheibe  /  an,  welche  mit  den  durchschnittenen  Stäben 
durch  drei  in  der  Linie  tt  liegende  Gelenke,  von  denen  auch  zwei  zu- 
sammenfallen dürfen,  befestigt  ist  Diese  Scheibe  wird  sich  beim  Ein- 
treten des  Belastungszustandes  X^  =  —  1  um  einen  leicht  zu  be- 
stimmenden Pol  (/)  drehen. 
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In  derselben  Weise  verfahre  man  mit  dem  rechten  Trägerteile, 
Kg.  320,  und  ermitüe  den  Pol  (//)  der  Scheibe  II  für  den  Zustand 
-X«  =  —  1.  Nun  suche  man  den  in  der  Verbindungsgeraden  der  Pole 
(7)  und  (77)  liegenden  Pol  (777)  von  7  gegen  77  auf  und  wähle 
diesen  Punkt  zum  Angriffspunkte  von  Xj,  und  X^\  er  spielt  dieselbe 
Rolle  wie  der  Punkt  0  in  Mg.  315  und  möge  bezeichnet  werden 

mit  bj  als  Angriffspunkt  der  an  7  angreifenden  Kraft  JT^, 


7? 


11 

-Y., 

V 

X, 

•1 

X. 

11      ^/     11  11  11       11     -* 

11       ^Jl   11  11  '1        11     -*"* 

Es  bedeutet  dann,  mit  den  auf  Seite  31  imd  32  erklärten  Begriffen, 
hia  die  gegenseitige  Verschiebung  des  Punktepaares  bjba  im  Sinne  der 

Belastung  Xi,  =  —  1  und  infolge  der  Belastung  -X«  =  —  li 
8^a  desgleichen  des  Punktepaares  C/C/j  im  Sinne  X^  =  —  1  und  infolge 

von  Jfa  =  —  li 
8^4  desgleichen  des  Punktepaares  CjCu  im  Sinne  Xc  =  —  1  imd  infolge 

von  X^  =  —  1. 
Da  nun   der  Punkt  (7  77)   im  Belastungsfalle  X„  =  —  1  als  gemein- 
schaftlicher Punkt  der  beiden  Scheiben  7  und  77  angesehen  werden 
darf,  so  ist 

hia  =  0  und  5.«  =  0. 

Soll  auch  8^4  verschwinden,  so  muß,  nach  willkürlicher  Annahme  der 
Richtung  von  Jf^,  die  Richtung  von  X^  rechtwinklig  zu  der  Geraden 
c/cji  gewählt  werden,  wo  c/  und  C//  die  Endpunkte  der  Strecken  Oc/ 
und  Ocn  sind,  welche  die  Verschiebungen  der  Punkte  Cj  und  Cn  ftir 
den  Belastungszustand  Xj,  =  —  1  darstellen. 

Als  Rechen-  und  Zeichenproben  stehen  die  Bedingungen 

8«»  =  0,    8,,  =  0,    8»,  =  0 

zur  Verfügung,  welche  der  Reihe  nach  aussagen:  es  müssen  die  Winkel, 
um  welche  sich  die  Scheiben  7  und  77  in  den  Belastungsfällen  Xi,  = — 1 
und  -X^  =  —  1  gegeneinander  drehen,  gleich  Null  sein,  und  es  muß 
die  Gerade  6/6j/  mit  X^  einen  rechten  Winkel  bilden,  wo  6/  und  bj/ 
die  Endpunkte  der  Strecken  06/  und  Obn  sind,  durch  welche  die  Ver- 
schiebungen der  Punkte  bj  und  bn  für  den  Belastungszustand  X^  ==  — 1 
dargestellt  werden. 

Wir  heben  noch  hervor,  daß 


8    =2-  -  -  =  2,-^—4-2 


EF         '  EF    '  '"^  EF 

den  Winkel  bedeutet,  um  den  sich  die  Scheibe  7  gegen  die  Scheibe  77 
dreht  Die  Summe  2j  bezieht  sich  hierbei  auf  den  Trägerteil  links 
vom  Schnitte  it  (wobei  die  linken  Abschnitte  der  durch  den  Schnitt  tt 

Mfiller-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1.  21 
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geteilten  Stäbe  mitzurechnen  sind)  und  die  Summe  2jj  umfaßt  das 
Stab  werk  rechts  von  tt;  die  erste  Summe  ist  gleich  dem  Drehungs- 
winkel der  Scheibe  /,  die  zweite  gleich  dem  Drehungswinkel  von  IZ 
Das  Verhältnis  der  beiden  Strecken  ej  und  ej/,  in  welche  die  Strecke 
(/)(//)  durch  den  Pol  (7/7)  zerlegt  wird,  ist 


2. 


EF 


*u 


EF 


In  Kg.  321    ist   der   Schnitt   tt   durch    einen  Knotenpunkt   der 
oberen   Gurtung   geführt   worden.     Punkt    O   erfahre   als  Punkt   der 


Fig.  321. 

Scheibe  7  die  zum  Polstrahle  G  (7)  rechtwinklige  Verschiebung  8/  und 
als  Punkt  der  Scheibe  77  die  zu  O  {IT)  rechtwinklige  Verschiebung  8jj. 
Macht  man  dann  (7)  Fj=:{I)G  und  (77)  Fjj  =  (77)  O  und  errichtet 


Fig.  322. 

man  auf  der  Geraden  (7)  (77)  in  den  Punkten  Fj  und  Fjr  die  Lote 
Jy]^==8j  und  F^E^^^hwi  so  bestimmt  der  Schnittpunkt  E  der 
beiden  Geraden  {I)Ei  und  (77)  J?,^  den  Pol  (777).    Es  ist  E{III) 
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Besitzt  der  Träger  eine  Symmetrieachse  tt^  so  halbiert  der  Pol  (///) 
die  Strecke  (i)  (11)^  Fig.  322.  Ist  eine  Scheitelvertikale  vorhanden, 
so  halbiere  man  sie  durch  einen 
längs  der  Achse  geführten  Schnitt 
und  weise  je  eine  Hälfte  der- 
selben jedem  der  beiden  Trager- 
teile zu.  Bezüglich  der  Einzel- 
heiten dieser  Untersuchung  ver- 
weisen wir  auf  den  zweiten  Teü 

« 

des  folgenden  Zahlenbeispiels. 

Fallen  die  beiden  Kämpfer 
zusammen,  so  entsteht  der  Fach-  pj    323 

werkring,  Fig.  323,  dessen  Be- 
rechnung mithin  durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ebenfalls  er- 
ledigt ist 

c.   Zahlenbeispiel.    Erster  Teil. 

118.  Anil^abe.  Es  sollen  die  EinfluBlinien  für  den  in  Fig.  324  dargestellten 
Bogenträger  ennittelt  werden.  Spannweite  und  Pfeilhöhe  der  unteren  Qurtung  sind 
60"*  und  lö",  Länge  der  Scheitelveiükale  1,5 ••,  der  Vertikale  am  Kämpfer  3,95  ••. 


Fig.  324. 

Die  EnotenpunMe  0,  1,  2,  .  .  .  beider  Gurtungen  liegen  in  Parabeln;  ihre  auf  die 
SchluBlinie  AB  der  unteren  Gurtung  bezogenen  Ordinaten  y«'  und  y„',  sowie  die 
Höhen  hm  =  y'om — y'um  sind,  auf  zwei  Dezimalstellen  abgerundet,  in  der  Tabelle  I, 
Seite  326,  zusanunengestellt  worden.  Die  Yerkehrslast  wird  nur  auf  die  Knoten- 
punkte 1,  3,  5,  7,  9,  9',  7',  .  .  .   übertragen,   sie   sei  gleichmäßig  verteilt  und 

21* 
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j9  =  2,6'  f.  d.  m.    Ebensogroß  sei  die  gleichförmig  verteilt  angenommene  ständige 
Belastung  g,*) 

119.    Die  Gewichte  tr«   sollen   zunächst   unter   der  Voraussetzung   starrer 
FiiUungsstäbe  berechnet  werden.    Es  ist  dann  (nach  Gl.  14  auf  Seite  111): 

«-„  =  -^  (—  Ao«  sec  p«  +  Aw«+ 1  sec  y^+ 1) 

und,  da  Oi„  =  Xsecp«,,   fA„+i  =  Xsec']f„+i, 

0„  =  —  ~  sec  ß«,     Um  +  \  =  +  y-  sec  y„+i, 
/IN  1    Fl/-   X sec«p^  o  X sec« Y«+i1 

wo  MZ  das  Angriffsmoment  für  den  wten  Knotenpunkt  der  unteren  Gurtung, 

ÄÜ  desgl.  für  den  wten  Knotenpunkt  der  oberen  Gurtung  bedeutet 

"Wegen  der  großen  Pfeilhöhe  wachsen  die  Gurtquerschnitte  F^  und  Fu  vom 
Scheitel  nach  dem  Kämpfer  ziemlich  stark  an,  und  es  möge  deshalb  die  für  die 
Rechnung  besonders  bequeme  Annahme  gemacht  werden, 

J?;^  =  F,sec«ß„,  -F«(«+i)  =  F.sec»Yi„+i, 

wo  Fg  den  Gurtquerschnitt  im  Scheitel  des  Bogens  bedeutet.    Es  geht  dann  Gleich.  (1) 
über  in 

(2)        ,r«  =  A-  -J^  (X  +  JO 
und  nach  Heben  des  konstanten  Faktors  -^^r  ^ 

(3)      «•» = i  (IC + m:). 

Bei  Ermittlung  des  Einflusses  der  Temperaturänderung  ist   später   daran   zu 
denken,  daß  die  auf  Grund  der  Gleich.  (3)  gewonnenen  Verschiebungen  noch  mit 

-=^-  multipliziert  werden  müssen. 

Wir  wenden  zur  Ermittlung  der  Kämpferdrücke  das  unter  a  beschriebene  Ver- 
fahren an,  wollen  aber  die  Ordinaten  der  Seillinien  durch  Rechnung  bestimmen. 

2 
120.  Zustand  X'  =  —  1.    Es  ist  3C  =  ilC  =  +  1 ,  mithin  «?'„  =  -j^  ^  wofür 

(4)  *^-  =  7j- 

'•■IM 

gesetzt  werden  darf.    Nach  Berechnung  der  Momente  -JT  eines  mit  den  Gewichten 
w'^  belasteten  Balkens  von  der  Stützweite  /  =  60"  (Fig.  305c)  erhält  man 

(5)  X'  =  J"-,- . 


*)  Diese  Annahme  machen  wir  hier  der  Einfachheit  wegen.    Bei  einer  Bogen« 
brücke  mit  größerer  Pfeilhöhe  wächst  g  nach  dem  Kämpfer  hin. 
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Die  Berechnung  der  M'  erfolgt  am  schnellsten  nach  dem  auf  Seite  201  be- 
schriebenen Verfahren  mit  mife  der  Querkräfte  Q'm  =  O'^+i  +  «?'••  nach  der  Formel 

— r^  =  — ^^  +  Q'm  und  ist  in  der  Tabelle   I   übersichtlich   zusammengestellt 

worden.  X'  wurde  nur  für  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  9  ausgerechnet,  da  es  im 
vorliegenden  Falle  zulässig  ist,  auch  die  ständige  Belastung  ausschließlich  auf  diese 
Knotenpunkte  zu  verteilen. 

121.  Zustand  X"  =  —  1.    Es  ist  JM;;  =  AC  =  1  •  x^,  mithin  w",  =  -4v^' 
wofür 

(6)  «r  ,  =  -pi- 

gesetzt  werden  darf.  Für  die  linke  Trägerhälfte  sind  die  w"  positiv,  für  die  rechte 
negativ.  Für  einen  mit  den  w"  belasteten  einfachen  Balken  von  der  Stützweite  / 
(Fig.  305  e)  ergibt  sich  im  vorliegenden  Falle,  wegen  der  symmetrischen  Trägerform, 
in  der  Mitte  das  Moment  JIT*  =  0.  Es  darf  deshalb  die  iT'- Linie  der  einen  Träger- 
hälfte auch  als  Momentenlinie  eines  Balkens  von  der  Stützweite  4  ^  aulgefaßt  werden. 
Der  Stützenwiderstand  Ä"  ist  dann 


Ä"  = 

Ztr"x 

=: 

i' 

V    ' 

und  die 

Querkraft  für  das  Feld  0  1 

Q"-Ä" 

—  1 

Wo   . 

Aus  den  Momenten 

3/"  findet 

man 

• 

(7) 

X"  = 

3/" 

l 
Lt^'x 

0 

= 

4«: 

Die  Tabelle  I  enthält  die  Ausrechnung  der  Werte  X"  und  die  aus  ümen 
folgenden  lotrechten  Seitenkräfte  der  Kämpferdrücke  für  P=:l,  nämlich  (vergl. 
Seite  303) 

(8)         A  =  l~+X''  und  B=zl^A. 

Für  die   rechte  Trägerhälfte   erhält  man  gleich  große  Werte  X'\  nur  sind  diese 
negativ. 

128.  Zustand  X'"  =  —  1.  Bezeichnen  yo  und  yu  die  Ordinaten  der  Qurt- 
knoten  in  bezug  auf  eine  mit  X'"  zusammenfallende  ^- Achse,  so  ist  MZt=zl-y^ 
und  Mm  =  1-^0  und 

(9)         Wm"  =  -^  (i^«  -f  yp). 

Die  neue  a?- Achse  muß  so  bestimmt  werden,  daß  2«7,„'"  =  0  wird;  ihr  Ab- 
stand c«  von  der  Schlußlinie  AB  der  unteren  Gurtung  ist 

*'     ,         .1 

^(yu+yo')-rr 

(10)         r«  =  - 


*'      1 
S2  -  - 
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Die  Untersuchung  des  Zustandes  X'"  =  —  1  ist  in  Tabelle  11  durchgeführt 
worden.    Aus  der  Summe  der  Glieder  der  dritten  Spalte  und  der  vorhin  gefundenen 

Summe  2  -rj-  =  2,45  ergibt  sich  c„  =  — ^  '  oTc~  =  12,99"',  und  die  Summe  der  auf 


**f 


Grund  dieses  Wertes  berechneten  Gewichte  w' 

Zi/^'"  =  — 6,208  +  6,206, 

weicht  nur  unwesentlich  von  NuU  ab. 

Aus  den  Momenten  Jf' "  ergeben  sich  für  den  Horizontalschub  die  Werte 

3f'"  Jf' " 


(11) 


H=zX'"=z 


2  2^  +  ^!)-^ 


2  •  58,536 


M 


f*0 


M'" 


2 .  58,536 


39,024 


3,0 


128.  Berechnang  der  Lage  der  Kämpferdrücke.  Um  die  Eftmpferdrücke 
möglichst  genau  aufzeichnen  zu  können,  empfiehlt  es  sich,  die  Ordinate  py  der 
Kämpferdrucklinie  und  die  Schnittpunkte  der  Kämpferdrücke  mit  der  x- Achse  durch 
Rechnung  zu  bestimmen.  Mit  den  aus  der  Fig.  325  ersichtlichen  Bezeichnungen 
findet  man 


(12) 


e  = 


A    '  ^  ^'  B 


Fig.  325. 


Das  Angriffsmoment  für  den  Punkt  0  ist,  nach  Gleich.  (3),  Seite  298  (wegen  a?«,  =  0 
und  y„  =  0): 

andrerseits  ist  aber  auch 

Mo  =  Br, 
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mithin  ergibt  sich  (für  P=l) 

(13) 
Nun  ist 


a 


5r=f-A- 


yu  =  (e  +  n 


folglich 


(14) 


Hyi,  =  5e  +  y  ö  —  X\ 


und  für  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  9  der  Reihe  nach 


Hyi,  =  0,00626 
=  0,043 
=  0,121 
=  0,244 


27+   1,5  —  1,46327  =  0,20575 

21+   4,5  —  4,224     =1,179 

15+   7,5  —  6,637     =2,678 

9  +  10,5  —  8,498     =  4,198 

3  +  13,5  —  9,533     =  5,194. 


=  0,409 

Aus  diesen  Werten  ergeben  sich 

fürw=l  3  5  7  9 

die  Strecken  y*  =   6,09-  5,78-  5,50«  5,26-  5,18- 

«'=  0,21-  1,23-  3,05«  5,55«  8,79- 

e"=  32,87-  27,42«  22,13-  17,20-  12,70- 

In  Fig.  326  auf  Tafel  6  sind  die  Eämpferdrücke  dargestellt  worden. 

124.   Beäehungen  zwischen   den  Spannkräften   U^   0,  D,  V  und  den 
Momenten  yty  Fig.  327.     Durch  die  Angriffsmomente  Id?  für  die  Knotenpunkte 


e~2r 


Fig.  327. 


Fig.  328. 


der  oberen  Gurtung  sind  die  Spannkräfte  U  ohne  weiteres  bestimmt;  es  empfiehlt 
sich,  die  EinfluBlinien  für  die  wagerechten  Seitenkräfte 


(16) 


Cr«+iCOSYi»+i^  + 


hm 


aufzutragen.    Für  die  obere  Gurtung  erhält  man  dann 

0«cosp„  =  —  C;'„+icosY«,+i  — F, 


(16) 


Ml 
0«cosp«= i.-  — Ä 

hm 


Diese  Gleichung  gilt  auch  für  Ojo. 


330 


Erste  AbteUung.    Zweiter  Abschnitt. 


Die  Spannkräfte  Dm  sind  bestimmt  durch 
(17) 


Dm  COS  9m  =  — r j » 

nm  Äw-i 


und  die  Spannkräfte  V  (mit  Ausnahme  von  V^  und  F^o)  durch 


(18) 


F'MXM=iw:-i-itf;; 


A.. 


Zu  dieser  Formel,  die  wir  früher  nur  für  senkrechte  äufiere  Kräfte  heigeleitet 
haben,  gelangt  man  am  schnellsten  durch  Betrachtung  des  Gleichgewichts  der  am 
unteren,  unbelasteten  Knotenpunkte  m  angreifenden  Kräfte.  Zerlegt  man  Um-^x  and 
Um  nach  Fig.  328  in  ihre  wagerechten  und  senkrechten  Seitenkräfte  und  wählt  man 
den  oberen  Knotenpunkt  m  —  1  zum  Drehpunkt,  so  findet  man 

F',ii>«i  =  C/«iCos  Y„.  Ä„-i  —  C7;„+i  cos  Y«,+i  Ä'«-i, 

und  aus  dieser  Gleichung  findet  man  mit  Hilfe  der  Formel  (16)  sofort  die  Glei- 
chung (18).*) 

Die  Berechnung  der  Strecken  h'm~\  gestaltet  sich  besonders  einfach,  da  die 
Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  in  einer  Parabel  vom  Pfeile  /*:=  15,0  "*  liegen. 
Es  ist  nämlich 


tg  T«  —  tg  Y"+i  =  Konstante  = 


^fX 


mithin 


/«.i=:Ä»-i  — X(tgY»i  — tgY«,+i)  =  Ä».i ^  -=Äm-i ^p, 


(19) 


Ä'*.i=Ä«,-i  — 0,30. 


*)  Greifen  die  Lasten  in  den  Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung  an,  so  be- 
trachte man  den  Gleichgewichtszustand  der  am  oberen  Knotenpunkte  m  angreifenden 


niH 


Kt^t 


^ffUI 


I 
I 
I 


Fig.  329. 

Kräfte.    Man  findet  dann  aus  der  Momentengleichung  für  den  unteren  Knotenpunkt 
(w  —  1)  (Fig.  329) 

Vm^H  +  X  =  0»,+  iC08p„  +  i  'hm-^X  —  0,«  COS  ß»,  A "«,  + 1 


und,  da  0«cosp,»  = 


HC 

hm 


ist. 


I  // 


(18a) 


Fi,X«,  +  i  =  —  AC+  l  +  ^m 


m  +  l 


h» 
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Man  erhält  für 


m=s  1 
h'm^i  =3,65 

*'—  =1,06 


hm 


2 

3,18 

3 
2,77 

4 
2,40 

5 
2,08 

6 

1,81 

7 
1,59 

8 
1,42 

1,04 

1,03 

1,01 

0,99 

0,% 

0,92 

0,89 

9 
1,30' 

0,86 


Die  Spannkraft  in  der  Scheitelvertikale  ergibt  sich,  da  der  obere  Knotenpunkt  10 
unbelastet  ist,  ohne  weitei-es  aus  Oj«  (Fig.  330),  und  für  die  Spannkraft  F^  finden 
wir  durch  Untersuchung  des  Gleichgewichts  am  oberen,  unbelasteten  Sjiotenpunkte  0 
nach  Fig.  331  die  Gleichung 


(20) 


FoXj  +  Oo  cos  Po  •  ^  +  A  C08  9i  •  Äj  =  0, 
FoX,  =  —  0,095  Oo  cos  p«  —  3,48  Di  cos  9, . 


Y 
Fig.  330. 


ajwf/^0 


^D,eoaf, 


Fig.  331. 


126.  Einflnßlixiiexi  fOr  die  Momente  M**.  Bedeutet  t\  den  in  senkrechter 
Richtung  gemessenen  Abstand  eines  Knotenpunktes  m  von  dem  zu  einer  Last  1 
gehörigen  Mittelkraftspolygon  (Fig.  325),  so  ist  der  EinfluB  dieser  Last  1  auf  das 
Angriffsmoment  M^  nach  Seite  298 

es  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  m  unterhalb  oder  oberhalb  des  Miltelkrafts- 
Polygons  liegt.    Auf  diese  Weise  kann  man  die  Einflüsse  der  in  den. Knotenpunkten 

1.  3,  5  .  .  .  angreifenden  Lasten  1  auf  sämtliche  Angriffemomente  3C  schnell  er- 
mitteln.   Auch  die  Anwendung  der  Formeln 


und 


Jf„  =  -Bx" — Hym  (für  die  Knotenpunkte  rechts  von  der  Last) 
Mm'='Ax'  —  Eym  (für  die  Knotenpunkte  links  von  der  Last) 


führt  bei  gleichen  Feldweiten  sehr  schnell  zum  Ziele,  weil  sich  die  Werte  Bx ' 
und  Ax'  von  Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  um  die  konstanten  Beträge  B\  und  AX 
ändern.  Die  Ergebnisse  der  Rechnung  sind  für  alle  Momente  }^  in  der  Tabelle  in 
zusammengestellt  worden.  Die  Tabellen  IV,  V,  VI  und  VII  enthalten  die  mittels  der 
Formeln  (15)  bis  (20)  berechneten  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  die  Z7  cos  y> 
Ocosp,  PC0S9  und  V\. 
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I^in 

I 

3     1     5 

7 

9 

9' 

r 

6' 

8'          1* 

Ob  <x^?„ 

+  0^9 

+  1.21  + 1,06 

-fn.34 

—  0,67 

-1.19 

-1,R7 

-n,90 

-  0,41  -  0.07 

0.  cosß, 

-0,16 

4-0.7S  +  0,8< 

+  0.3* 

-0,?W 

-0,89-1,OC 

-0,7} 

-0,34 1-0.06 

0,  oos^ 

—  0,14;-1- 0.051+ 0,5C 

+  0,36 

-du 

-  0,57-  0,72 

-0,W 

-0.26!- 0.05 

0,  ..«p. 

-0.U 

-0,W 

—  0,0t 

+  0,1!? 

--0,0; 

-0,271-0:45 

—  034 

—  0,17;— 0.03 

0,  msp. 

-0.11 

-(W 

-I),V1 

-0,fti 

--0,12 

—  0,00-0,13 

-0,14 

-  0,08  -  0.02 

0,008^, 

—  0.0E 

-0,H(. 

-\fi-, 

-0,5( 

- .  O.OI 

+  0.20 
+  0,29 
-  -  0,22 

-O.l.H 

+  0.05 

-coli- 0,00 

'J.  cosp. 

-0,01 

-0,4^ 

—  1,3S 

—  1,1E 

-0.1J 

-ÜJKi 

+  0,21 

-0,08- 

■0,01 

rj,  C08P, 

-0,W 

-0,31 

-0,95 

—  2.i; 

-0.1'. 

-  0.421+  0,32 
-0.37  +  0.34 
-t-O.U-  -0,27 

-0.14- 

-0.(12 

f^  mp. 

—  0,02 

—  0,1S 

-0,66 

-  1,46  — 1,26 

—  0.06, 

-0.17- 

-0.03 

a««&. 

4-0.001-0,02 

—  0,21 

—  0,82  — 2.1E 

-U.bH] 

+  0.15  - 

r  0,0.4 

O,..osp„ 

^0.02 

+  Ü.OM 

-f  0,08 

-0,27 

—  1,30 

-.,30| 

-0,27  +  0,08 

+  0,09H 

-ü,üa 

II,  cos  9.  |- 

AcOBip.  - 
A008  9.  - 
J\   (WS  Ift    - 


0,46; 


-0,02(— 0,13. 

-0,02—0,141—0,36 
A  ««s  fj  \—  0,02|-  0,15,-  0,38  ■ 
i^  tos  9,  I—  0,02  —  0,15  —  038  —  0.67; 
i^  009  ft  1—  0,02  —  0,14  —  035  —  0,641 
AoOM  9it\—  0,02|—  0,11  —  0J9|—  0,56' 


0,06  —  0,23  —  0,31  —  0,27  —  0,17|—  Ofl7  - 
0,03:—  0,21;—  031  —  0,29  —  0,19,—  0.08'- 

■  0,13l—  0,16  —  030  —  0,30  —  0.20,-0,09  - 

■  0,27|—  0,08i—  0,27.-  0.29!—  0,20  —  0.09  —  0,tJ2 


0,041— 0,2fi 

—  0,119-0,20- 0,16 
+  0,07-0,09,-0.11' 
"■"  +  0,05|—  0,03 


-  0.t)2 
_  0,081-0,01 

-  0.06|  -  0,01 

-  0,03!—  0.01 


+  OJil'+  0,83  +  0,06  +  0,02!+  0.00 
-I-  0,73,+  0,4l!+  0,19;+  0,oe|+  0,01 


Last  in 

t 

r,\ 

-2,m 

i-,i 

-■i,i)t 

F,l 

--0,08 

ni 

-0,07 

r,i 

--0,07 

r.i 

--ao7 

^,y 

--ao6 

-0,05 

--0.04 

■4-0,02 

—  1.8 
-2,23; 

—  2,40 

-234!- 

+o,4&;- 

+  0.42 
+  038 
,+  032 
■  0,25 
0.16 


036  +  0,13 

;— 1,26- 0,17 
■1.471-0,42 

'  im 

1.85  —  0,95 

1,94  — 1,17 

1+  0.98  — 134 

'  ■  036  —  138 
'4-  0.68+  I30 
+  0,48  +  1,03 


+  0,87 
+  0,73 

■  0,48 
+  0, 


+  1.18  + 

+ 1.18  + 

4-0,97'+ 

+  0,72+ 

0,43  + 

0,13  + 

0,19l+ 


1,06!+ 0,(19  +  0,30  +  0.05 


0.98  - 
0,80- 
0,öH  -- 
0354 

0.20 
0,43 
0,64' 


ixm  + 
0,13+ 
0,05]— 
0.20  — 
0,34- 


0,02 
D.(XI 
0,01 
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126.   Einfluß  einer  Temperaturftndenuig.    Ändert  sich  die  dem  spannangs- 
losen  Anfangszastande  entsprechende  Temperatur  um  t^^  so  entsteht  nach  Nr.  115 

(21)       H,  =  xr  =  -,-^^ — — — —, 

X"  =.  0,  X'  angenähert  =  0. 

Der  im   Nenner  von  X/"  stehende  Faktor  -„=r  ist  derselbe,  der  auf  Seite  324 

beim  Übergang  von  Gleich.  (2)  zur  Gleich.  (3)  gehoben  worden  war.  Für  /'"  darf 
/  =  60"  gesetzt  werden.    Es  entsteht  dann,  mit  e£  =  2öOt/qm  für  Flußeisen, 

wo  Ft  den  Gurtquerschnitt  im  Scheitel  der  Brücke  bedeutet,*)  In  der  Regel  genügt 
es,  mit  <  =  4:35*C.  zu  rechnen.  Dies  würde  Ä  =  + 1500  F.  liefern.  "Wir  wollen 
aber,  da  der  Einfluß  der  Füllungsglieder  diesen  Wert  erheblich  verkleinert,  nur 

i7,  =  ±1400F. 

annehmen.  Die  Berechnung  von  F,  soll  mit  Hilfe  der  auf  Seite  185  abgeleiteten 
Näherungsformeln  (4)  erfolgen. 

Die  Summe  der  positiven  Ordinaten  der  Einflußlinie  für  Ojo  cos  ß,o  ist 

S  =  2  (0,02  +  0,09  +  0,08)  =  0,38, 

+ 

die  Summe  der  negativen  Ordinaten 

S  =  2  (0,27  +  1,30)  =  3,14. 

Die  Enotenlast  setzt  sich  zusammen  aus  der  ständigen  Last  2,5*6,0  =  15'  und  der 
ebenso  großen  Yerkehrslast  15*.    Der  größte  Druck  Oj©  ist,  wegen  sec  Pio  =  l,00, 

^Ojo  =  —  30 . 3,14  +  15 . 0,38  =  —  88,5';  ^0  <  nänO. 

Der  Einfluß  von  Ht  auf  Ojo  ist 

Ä,o  -  1,0  - 

"Wird  eine  Beanspruchung  von  o  =  950  kg/qcm  =  9500  t/qm  gestattet,  so  ergibt  sich 
Ft  aus  der  Gleichung 

88,5 +  1880  F.  =  9500  F,. 

Man  erhält  F.  =  0,01 16  qm. 

Ganz  ebenso  findet  man  für  U^q  cos  Yjo  =  ^"lo  ^i©  "Werte 

S  =  1,22,  S  =  3,04 

+  - 

^r^,o  = -30.3,04  + 15. 1,22-^^ 

=  -  73  -  ^^'l^  F.  =  -13-  3110  F.. 


*)  Da  die  Querschnitte  der  beiden  Giirtungen  nicht  gleich  groß  ausfallen,  so 
setze  man  für  F,  den  Mittelwert  der  beiden  Gurtquerschnitte. 
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Aud  der  Oleichung 

73 +  31101^.  =  9500  i; 

folgt  Ft  =  0,0114  qm.    Der  mittlere  Gortquerschnitt  betnigt  also  im  Scheitel  rtmd 
i!^,  =  0,012  qm  und  es  darf  daher  mit 

Äi  =  ±  1400-0,012  =  17* 

gerechnet  werden.    Dieser  Horizontalschub  erzeugt  die  folgenden  Momente 

-»£•  =  — iT'.yo 
für  Knotenpunkt       0  12  3  4 

i/^^rri  153,68;  ±113,22;  +76,84;  ±44,88;  ±  17,17  fm 

für  5  6  7  8  9  10 

if»  =  4:     6,29;  +   25,50;  +40,46;  +51,17;  +57,46;  +  59,67  fiw, 

und  aus  diesen  Momenten  ergeben  sich  mit  Hilfe  der  Formeln  (15)  bis  (19)  die  in 
Tabelle  ViLL  zusammengestellten  Spannkräfte  in  Tonnen. 


ynL   Einfluß  der  Temperaturänderung. 


m 

±  U^  cos  Y« 

1 

1 

±  Om  cos  Pi„ 

+  Dm  cos  f^m 

+  F'«X 

0 

56' 

26' 

1 

39' 

50 

6' 

35 

2 

33 

42 

8 

33 

3 

25 

34 

8 

31 

4 

17 

24 

10 

27 

5 

7 

14 

4 

23 

6 

3 

4 

10 

18 

7 

13 

7 

11 

12 

8 

24 

15 

8 

5 

9 

32 

21 

6 

2 

10 

38 

23 

2 

127.   Qaenchnittsbereohnaiig.    E^s  genügt  hier,  die  Berechnung  eines  Stab- 
querschnittes zu  besprechen.    Wir  wählen  die  Diagonale  />«.    Die  Einflußlinie  für 

P«  cos  9^  liefert  2  =  0,90,   2=:  1,05.    £^  ergibt  sich  also  einschließlich  des  Ein- 

+  - 

flusses  der  Temperaturänderung 

«iJ>fl  cos  9fl  =  —  30 . 1,05  +  15  •  0,90  —  10  =  —  28 ' , 
miJ)^  =  —  28  sec  9e  =  —  28  •  1,03  =  —  29 « . 

mmzD^  ist  kleiner  als  miJ^t'  ^^  erforderliche  Trägheitsmoment  des  Querschnitts 
ist  bei   5-facher  Enicksicherheit  nach  der  ^^erschen 

Formel  

J^n  =  2,5  Drf«  cm*,  ■  »-«  Äi/ 

wo  d  die  Länge  der  Diagonale  in  Metern  bedeutet.    Man 
erhält 

Jmin  =  2,5  •  29 . 9,58  =  695  cm*. 

Zwei  gleichschenklige  "Winkeleisen  von  den  Abmessungen  12  •  1,1  cm,  Fig.  332,  be- 
sitzen /,rf„  =  2'340  =  680,  genügen  also.  Der  Querschnittsinhalt  ist  F=2'25,4 
=  50,8qcm  und  die  Beanspruchung 

29 
a  =  -TjrQ  =  0,57  t/qcm  =  570  kg/qcm. 

0U,o 


Fig.  332. 
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Die  auf  diesem  Wege  gewonnenen  Querschnitte  sind  in  der  Tabelle  TS.  zusammen- 
gestellt worden  unter  Beifügung  der  Werte 

8  Stablänge  in  cm 

F         Querschnittsinhalt  in  qcm 

Die  Stablängen  sind  für  die  Gurtungen,  Diagonalen  und  Vertikalen  mit  o,  t«,  d^  h 
bezeichnet  worden. 


cm» 


J9.la 


vwf$^ 


Oim,*^ 


«^ 


Fig.  333. 


Fig.  334. 


Fig.  335. 


IX.   Qnenchnitte. 

a)  Gurtungen. 


0. 
0. 


1 


4  Winl-eleisen  13  •  1,2 

1  Platte  34  •  1,1 

2  Platten  16-1,1,  Fig.  333 


o    II 


F 


u  \  -%=- 


193  259 
193  383 


1,3 
2,0 


0, 

4 

0, 

4 

0* 

4 

0, 

4 

Ot 

4 

0, 

4 

0» 

4 

0, 

4 

0.0 

4 

Winkeleisen  13 . 1,4 
13-1,2 


^1 


1^ 


13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 


1,2 
1,2 
1,2 
1,2 
1,2 
1,4 
1,2 


139  369 
120  354 


120 
120 
120 
120 
120 
139 
,120 


342 
330 
321 
312 
307 


2,6 
3,0 
2,8 
2,8 
2,7 
2,6 
2,6 


302  2,2 
300  2,5 


ü 


4  Winkeleisen  13  •  1,2 

2  Platten  34  •  1,0 

4       „     16-1,0,  Fig.  334 


252  414 
252  394 


„ 


u 
F 


1,6 
1,6 


10 


4  Winkeleisen  13  •  1,2 

1  Platte  34  •  1,0 

2  Platten  16  ■  1,0,  Fig.  335 

4  Winkeleisen  13  •  1,4 
4  „  13 . 1,4 

4  „  13 . 1,4 

4  „  13 . 1,4 

4  „  13  •  1,4 

4  „  13 . 1,2 


186'375'  2,0 
186i358  1,9 


1, 


1391342,  2,5 
139:329  2.4 
139  318 


139 
139 


309 
303 


1201300 


2,3 
2,2 
2,2 
2,5 


b)  Füllungsstäbe. 


A 

2 

A 

2 

A 

2 

A 

2 

/>. 

2 

A 

2 

A 

2 

A 

2 

A 

2 

Ao 

2 

F 


F 


„ 


Winkeleisen  12 
12 
12 
12 
12 
12 
13 
13 
13 
14 


1, 


„ 


,, 


1,1 
1,1 
1,1 
1,1 
1,1 
1,1 
1,2 
1,2 
1,2 
1,3 


45 
45 
45 
45 
45 
45 
54 
54 
54 
63 


320 
314 
311 
310 
310 
310 
312 
315 
321 
330 


6,3 
6,2 
6,1 
6,1 

6,1 
6,1 
5,2 
5,2 
5,3 
5,7 


2  Winkeleisen  15 


2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 


„ 

„ 

„ 


„ 


„ 


„ 
„ 


„ 


15 

13 

13 

11 

11 

9 

9 

8 

8 

8 


•  1,4 

81 

•1,4 

81 

•1,2 

60 

•1,2 

60 

•1,0 

42,5 

•1,0 

42,5 

•1,1 

37,5 

•1,1 

37,6 

•1,0 

30 

.1,0 

30 

•1,0 

30 

395 
348 


F 


4,9 
4,3 


307  6,1 


270 
238 
211 
189 
172 
160 
152 
150 


4,5 
5,6 
5,0 
5,1 
4,6 

53 
5,0 

5,0 
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d.   Zahlenbeispiel.    Zweiter  Teil. 

128.  Im  Anschluß  an  die  vorstehende  Querschnittsbei^echnung  stellen  wir  uns 
jetzt  die  Au^be,  die  Kämpf  erdrücke  mit  Berücksichtigung  der  längenänderungen 
sämtlicher  Stäbe  zu  berechnen.  Als  statisch  unbestimmte  Größen  sollen  die  auf  den 
Scheitelquerschnitt  des  Bogens  wirkenden  X«,  X^  und  Xe  eingeführt  werden,  Fig.  336, 
vergl.  auch  Fig.  318  bis  320.  Da  ein  symmetrischer  Träger  vorliegt,  so  nehmen  wir 
Xh  senkrecht  und  Xe  wagerecht  an. 


Fig.  836. 


Die  Gewichte  w  sind  nach  der  Fomiel 
(23)    «:„  =  — I  —  Aoi^sec  Pm+  Af/«+i  sec  fm+i  +  Arf«,sec  9,»  —  Arf„+i  sec  tp^+x 

—  AÄ|„ ^^-^+  ^hm  +  l    . 

ZU  berechnen,  mit  Ausnahme  von  trc*)  und  m^jo,  für  welche  man  die  Werte 

(24) 


AÄo 


icc=    .  -    und 

Ap 


(25) 


iw'io  =  T—  [—  ^^10  sec  ßjo  +  Ar/,0  sec  9,0  —  A/#io  tg  9,0] 
«10 


*)  Mit  C  ist  der  linke  Endpunkt  des  Gurtstabes  Oq  bezeichnet  wonien.   Fig.  337. 
Müller-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1.  22 
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erhält  jitjo  ist  das  auf  eine  Bogenhälfte  ^entfallende  Gewicht  des  Knoten- 
punktes 10.  Bei  der  Berechnung  Ton  w^  denke  man  die  Stützpunkte  C  und  A 
in  Fig.  337  durch  einen  starren  Stab  verbunden,  der  die  RoUe  einer  Diagonale 
spielt  Der  für  alle  Stäbe  gleich  große  Elastizitätsmodul  E  darf  =  1  gesetzt 
werden. 


Fig.  337. 


189.  Ziutand  X^  =  —  1.  Die  Tabelle  X  enthält  die  durch  die  Momente 
Jlf>  =  —  1  bestimmten  und  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (15)  bis  (18)  auf  Seite  329 
berechneten  Spannkräfte,  sowie  alle  zur  Berechnung  der  Gewichte  w«  erforderlichen 
Werte. 


Tabelle  X. 


m 

0 

0 

F 

'^o-O-^ 

OAo 

secß 

Aosecß 

0 

1 

1   H 

h  0,329 

1,3 

h0,43 

_ 

h  0,141 

1.30 

4-0,56 

1 

-0,367 

2,0 

-0,73 

- 

-0,268 

1,28 

-  -  0,93 

d 

2 

h  0,401 

2,6 

-1,04 

- 

-  0,417 

1,23 

-  - 1,28 

3 

h  0,437 

3,0 

-1,31 

- 

-  0,572 

1,18 

--1.55 

4 

H 

h  0,479 

2,8 

-1,34 

- 

-0,642 

1,14 

--1,53 

O 

5 

1    _ 

h  0,521 

2,8 

-1,46 

- 

-  0,761 

1,10 

-  - 1,61 

2 

6 

h  0,566 

2,7 

-1,53 

.  _ 

-0,866 

1,07 

--1,64 

1 

7 

h  0,604 

2,6 

[-1,57 

- 

-  0,948 

1,04 

--1,63 

o 

8 

h  0,638 

2,6 

-1,66 

- 

-1,059 

1,02 

--1,69 

9 

h  0,665 

2,2 

-1,46 

- 

h  0,971 

1,01 

-1,47 

10 

- 

h  0,667 

2,5           H 

hl,67 

- 

h  1,114 

1,00 
Summ 

-  - 1,67 

Sumi 

ne: 

7,759 

e:     15,56 

§  11.    Fachwerkbogen  mit  eingespannteii  Kämpfern. 


—  0^9 

—  0376 

—  0,407 

—  0,440 

—  0,479 

—  0,521 

—  0,561 


+  0,22B 
-1-0,3711 

-h  o,fir»i 

+  U.T24 

+  11.789 
-i-  0.877 
-t-  1.086 

m>.-.     5.823 

—  0,77 
-0,79 

—  1,01 

—  1,00 

—  1,37 

—  1,38 
-137 

—  136 

—  1,40 
~ljB5 


D 

d 

aj=bA 

Did 

aec9 

idm,. 

1 

—  0^37 

6,3 

-0,23 

roma 

1,07 

-0,36 

2 

—  0,040 

«,2 

—  0,26 

.0,010 

1,06 

-0,86 

—  0,046 

«.1 

-0,28 

-0,013 

"   1,04 

-0,29 

—  0,061 

6.1 

-031 

-0,016 

1,03 

-0,32 

-0,066 

6,1 

-0,34 

-0,019 

1.03 

—  036 

-0,067 

6,1 

—  0,36 

1,03 

-0.36 

-0,064 

6,2 

-0,28 

1.04 

-0^9 

6,2 

-0,24 

1.05 

-0,26 

6,1 

—  0,19 

1.07 

-OIX 

10 

-0,010 

4,7 

—  0,06 

- 

-0,000 

-0,06 

Siunine 

H 

-0,120 

T'. 

F 

A*,=  ^| 

-AA, 

-'■'^ 

1 

.1.    *-- ' 

+  0,036 

4,9 

hO,17      h 

-  wm 

2,10') 

H 

hO.3« 

-  -  0,016 

43 

■  0,07       1  -1 

-0,1*1  II 

1,22 

-(MK 

1,S2 

--0,09 

-0,012 

6,1 

■0,06 

-  0,0<ll 

1,1« 

■lJ,l»i 

1.16 

--0,07 

--O/K» 

4,5 

-0,04         - 

-  O.UIO 

(),9a 

.(1,04 

1.02 

--0,04 

6,« 

- 

■0,02       !■ 

-  0,000 

Ü,HÜ 

- 

-U,1J1 

0.90 

-0,02 

6,0 

-0,02 

-0,1100 

0,6» 

—  0.02 

0,79 

-0,02 

^ 

6,1 

-  0,I.K.H 

(t,60 

—  0.04 

0,70 

—  0,06 

0,63 

—  0.06 

0,63 

—  0,07 

K 

—  0,038 

53      ,       -0,20         - 

-0.(HI8 

0,47 

-0.09 

0,67 

-oäi 

—  0,048 

6,0            -0,21         - 

IMI12 

0,43 

0,63 

-0,13 

—  0,068 

2,6")  1       ~0.U 

■il.IHlS 

0.61 

-0,13 

Summe:    - 

-0.040 

I  v_  230 


+  tg  Y,  =  1,16  +  0,95  =  2,10. 


**)  Es  ist  nur  die  halbe  Scheitelvertikale  in  Rechnung  gestellt  worden. 
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Die  Oewchte  fr,  für  den  Zustand  X«  =r  ^  1  sind  nun 

irca=  2'^  ==  +  0,08  (nach  Oleich.  (24)) 

""••  =  ^ö4r  (-  ^^  —  0.77  —  0,00  +  0,25  —  0.36  +  0,09)  =  —  0^ 
ir^ ,  =  ^-\-  (—  0,»3  —  0,79  -  0,25  +  0,26  —  0,08  +  0,07)  =  —  0,49 
ff,  .  =  —^  (—  1,28  —  1,01  —  0,26  +  0,29  —  0,06  +  0,04)  =  —  0,74 
"*••  =  oW  (""  ^'^  "  ^^^  ""  ^'29  +  0,32  —  0,04  +  0,02)  =  —  0,94 

""i*  =  -öW  (—  1.53  —  1.37  —  0.32  +  0,35  —  0,01  —  0,02)  =  —  1,22 
J.00 

/r,.  =  -\-  (—  1,61  —  1,38  —  0,35  +  0,36  +  0,02  —  0,05)  =  —  1,43 
1,11 

«■e«  =  -Aä  {—  h^  —  1-37  —  0,36  +  0,29  +  0,04  —  0,07)  =  —  1,65 
«r, .  =  -  4ö-  (—  1,63  —  1,36  —  0,29  +  0,25  +  0,06  —  0,11)  =  — 1,79 

1,  lo 

*''8«  =  .  i.  (—  l^ßö  —  1-40  —  0,25  +  0,20  +  0,09  —  0,13)  =  —  1,99 

«-,„  =  -4^-  (—  1,47  —  1,65  —  0,20  +  0,05  +  0,10  —  0,13)  =  —  2,17. 
1,0z 

Die  Biegungslinie  für  den  Zastand  X„=z  —  1  läßt  sich  als  die  Momentenliuie 

eines  Fi'iMträgers  (JG  deuten,  dessen  Einspannmigsstelle  dem  Scheitelquerschnitt  des 

Bogens  entspricht,  Fig.  338*),  und  der  mit  den  (re^whten  —  »r«  belastet  ist.    Nach 

Berechnimg  der  (juerkräfte: 


<)a  =  — 0,08 

Q^  =  —  0,08  -f  034  =  0,26 
Q^  =  0,26  +  0,49  =  0,75 
Q^  =      0,75  +  0,74  =  1,49 

Mo 


Q^  =  2,43 
Q,  =  3,65 
Q^  =  5,08 
Q,  =  6,73 


C>8  =  8,52 
y,  =10,51 
fto  =  12,68 


34  :X  =  28,86 
.119  I  X  ^s  39,37 
3f,p :  X  =  52,06. 


findet  man  Mo  =  —  0,08  •  2,0,  also  -  ~  -  =  —  0,08  •  |  =  —  0,05, 

.V, : X  =  — 0,05  +  0,26  =  0,21  3f,:X=   8,63 

3f,:X=      0,21+0,76  =  0,96  !     M^'.l^lSßl 

.14:X=      0,96  +  1,49  =  2,45  \     34:X  =  20,34 
-V4 :  X  =      2,45  +  2,43  =  4,88 

Nun  ist    ««,  =  2*^    l^,  =2>^aA.H, 

=  S  0^o  +  1  U^u  +  2:  Däd  +  2  TA r 

=  2  [7,759  +  5,823  +  0,120  +  0,040]  =  2 .  13,74, 

und  man  erhält  daher  aus  den  die  Durchbiegimgen  Ä«,«  (für  ^=1)  vorstellenden 
Momenten  M: 

M^  X  M^:\ 


'^"""^•"    Ä„«    ""^    2.13,74 


2 » 13,74 
3,0 


9.16 


*)  Ver^H.  auch  Seite  121,  Fig.  108. 
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Den  in  den  Knotenpunkten  1,  3,  ö,  7,  9  ongi-eifenden  Lasten  entspricht  ali^o 
der  Reihe  nach 


-X..i  =  ^"f^  =0,02293 


Fig.  338. 


Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  des  Poles  (/),  um  den  sich  eine  nach 
Seite  320,  Fig.  319,^  im  die  Scheitelvertikale  angeschlossene  starre  Scheibe  /  dreht, 
und  ermitteln  zunächst  die  wagerechte  Verschiebung  9*  des  oberen  Knotenpunktes  10 
nach  dem  in  Nr.  51,  Seite  129,  beschriebenen  Verfahren.  Aus  der,  einen  Sondei*fall 
der  Fig.  116,  Seite  129,  bildenden  (nur  als  Skizze  anzusehenden)  Fig.  338  folgt  die 
einfache,  leicht  zu  beweisende  Gleichung 

10  9 

«A  =  }:^0m  sec  ß„  +  2««.«  (tg  ß-  —  tg  p«_i)  +  «,o«  tg  Pio. 


Da  nun  die  Knotenpunkte  0,  1,  2.  ...  10  der  oberen  (iurtung  in  einer  Parabel  von 
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der  Pfeilhöhe  /*e  =  12,55  und  der  Spannweite  /=;60**==20X  liegen,  und  da  femei 
die  Feldweite  konstant  ist,  so  ergibt  sich 

8/;x         8.12,55        0,2510 


tgp-  — tgp«,i  =  2tgßi,= 


20U 


und 


8»  =  16,66+  d«,.  +  i  «...)  ?^>-^  =  16,66  +  (|   y"  +  ^)o,2610, 

WO  Mt^  die  vorhin  berechneten  Momente  infolge  der  Gewichte  «r«  sind. 
Es  ergibt  sich  (für  E=l) 

«*  =  15,56  +  (119,16  +  26,02)  0,2510  =  52,00. 

Bezeichnet  man  den  Abstand  des  Poles  (/)  vom  Knotenpunkte  10  mit  s  und  be- 
uchtet man,  daß  sich  die  Scheibe  /  infolge  von  Xa  =  —  1  um  den  Winkel  ^d«« 
dreht,  so  findet  man  für  die  Verschiebung  des  Punktes  10  den  Wert  ^d«««.  Da 
nun  andrerseits  die  Verschiebung  des  Punktes  10  durch  die  Strecke 


G10"  = 


sin<)> 


dargestellt  wird,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 


und  man  findet  daher 


i^aaii  = 


dA 


djk 


sin^ 
52,00 


..  =  .sin  +  =:g-^--  =  --;--  =  3,78-. 


c,  =  16,5  —  3,78  =  12,72-, 

während  sich  vorhin  c«  =  12,99*"  ergab.    Die  Lage  der  Kraft  X^,  ist  nunmehr  be- 
kannt, Fig.  336. 

180.  Eine  zweite  BeetiinmimgBweise  von  Cu  ergibt  sich  aus  der  Bedingung 

Sa  Sc  S 


9ae  =  £ 


1:1^ 


f  =0, 


Fig.  339. 


und  man  erhält 


wo  St,  die  Spannkräfte  infolge  von 
X«  =  —  1  bedeuten.  Fügt  man  zu  der 
Kraft  Xc  =  —  1  in  beliebiger  Höhe  (z.  B. 
in  der  Höhe  10",  Fig.  339)  zwei  sich 
aufhebende  Kräfte  1  hinzu,  und  bezeichnet 
man  die  Spannkräfte  infolge  der  durch 
einen  gefiederten  Pfeil  dargestellten 
Kraft  1  mit  S\  und  den  Hebelarm  des 
außer  dieser  Kraft  noch  angreifenden 
Kräftepaares  mit  c,  so  ist 

Sc  =  S' -]-  Sa- ^1 


^    FF    ^^^   FF  """' 


woraus  (wegen  Ä««  =  2  •  13,74) 


e  = 


0 


hl 

IS'^Sa 
0   

13^74 
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In  der  Tabelle  XI  sind  die  Spannktifl«  S"'),  üe  aus  Tabelle  X  überaommenen 
ijLngeninderungen  As.  infolge  ^=:  —  1  und  die  Produkte  S'Ac«  zosammengestellt 
worden.    Man  erh&lt 

_    14,7672 +  20,6132-1 


13,74 
B  vorhin,  c.  =  10,0  +  2,72=  12,72». 


+  1,6929-^.0,2690    ^^^g. 


TkUUo  ZL 

G  Ortungen. 


0- 

4o. 

o-ao. 

.• 

&«. 

f/'a«. 

". 

+  3,29 

h0,43 

^ 

h  1,4147 

", 

-2,63 

■U,V3 

■  1,9199 

V, 

^2,11 

^0,66 

-  - 1,1816 

11, 

-1,84 

-1,04 

■  i.nirir. 

V, 

^1.38 

--0,60 

--0,8280 

(J, 

-1,03 

rl,31 

-l,:un:i 

u. 

-0,62 

^0,81 

--0,5022 

0, 

-    0,19 

■1,34 

- 

.0,-':,ls 

V. 

-034 

-0,1260 

II. 

-0,66 

rl,4B 

—  0-'.il;"i 

II. 

'<, 

-1,47 

rl.S3 

p. 

.1,75 

^1,25 

—  2,1875 

", 

-2» 

■l,l.l 

—  3,w;i. 

'.', 

.aj)2 

^1,29 

—  3,2508 

<l. 

-2,81 

■1,BB 

-4,6646 

". 

-3.!« 

-1,32 

—  4,2504 

IK 

-3» 

■  1,4« 

—  4,7158 

-«,VV 

^139 

—  5,2403 

<>.. 

-3,33 

- 

-  1,6V 

-5,5611 

1.',. 

-4,20 

^1.66 

-6,9300 

Summe; 

- 

14,7572 

-20,6132 

D' 

Arf,  . 

V 

4A, 

r-AA, 

1 

K, 

-0,634 

+  0,17 

—  0,1078 

"i 

-0,610 

—  0,23 

-0,1173    1 

V, 

—  0,732 

-  -  0,07 

-  0,(ßl2 

'>', 

-0,584 

—  0,25 

-0,1460    li 

y. 

—  0,693 

--0,06 

—  0,0416 

", 

-0,653 

-0,28 

—  0,1828    |l 

-0,630 

-.0,04 

-0,0252 

l>, 

-  0,723 

—  0,31 

—  0,2241    i 

—  0,545 

-.0,02 

—  0,0109 

i>. 

-0,783 

-0,34 

—  0,2662    1' 

y. 

—  0,449 

—  0,02 

+  0,0090 

l\ 

—  0,36 

—  0,2825 

—  0,367 

—  0,07 

+  0,0260 

/*, 

-0,28 

—  0,160 

—  0,12 

+  0,0180 

f>t 

-  0,669 

-0;24 

-0,1582 

V. 

—  0,010 

-0,20 

-0,0020 

f\ 

r  0,479 

-0,19 

—  0,0910    i' 

V, 

+  0,174 

-0^84 

—  0,0418 

A. 

H 

h  0,149 

—  0,05 

—  0.0075    11 

I'io 

+  0,289 

-0,14 

131.  FOr  den  Zaatand..Yt  = --,  den  n-ir  an  Steile  des  Zustandes.Xt  =  — 1 

wntersuthen  wollen,  ergelten  sich  die  Momente  M'  =;  —  und  —  für   die    linke 
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Ei'ste  Abteilang.    Zweiter  Abschnitt. 


Bogenhälfte  —  die  in  der  Tal>elle  XII   angegebenen  Spannkräfte  St,  und  lüngen- 
nndeningen  ^s^. 

Tabelle  XIL 


^ 


0 

1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


(h 


+  3,29 

+  331 
+  3,21 

+  3,06 

+  2,87 

+  2,61 

+  2,26 

+  1,81 
+  1,28 
+  0,66 


F 

1,3 
2,0 
2,6 
3,0 
2,8 
2.8 
2,7 
2,6 
2,6 
2.2 


Ao»  = 


Oo 
F 


Oh'  ^Oh 


sec  p 


A  o»  seo  p 


+  4,28 

14,081 

--6,62 

21,912 

--8,35 

26,803 

--9,18 

28,091 

--8,04 

23,076 

--7,31 

19,079 

-  -  6,10 

13,786 

--4,71 

8,525 

--3,33 

4,262 

+  1,45 

0,957 

Summe: 

160,571 

1,30 
1,28 
1,23 
1,18 
1,14 
1,10 
1,07 
1,04 
1,02 
1,01 


+  5,56 
+  8,47 
+ 10,27 
+  10^ 
+  9,17 
+  8,04 
+  6,53 
+  4,90 
+  3,4<) 
+    1,4« 


t: 


0) 
0) 


l\ 


1 

2 

3 

4  — 

5  I 

6  ' 
7 

8    I 
9 

10 


fr 


3,49 
3,3^ 
3,26 
3,09 
2,87 
2,61 
2,24 
1,80 
1,26 
0,66 


u 


F 

1,6 
1,6 
2,0 
1,9 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 
2.2 
2,5 


A/lA  = 


F 


5,58 
5,42 
6.52 
5,87 
7,18 
6,26 
5,15 
•j,96 
2,77 
1,65 

Summe : 


Vh '  A  Uk 

19,474 

18,374 

21,255 

18,138 

20,607 

16,339 

11,536 

7,128 

3,490 

1,089 


sei*  Y 


137,430 


1,38 
1,31 
1,25 
1,19 
1,14 
1,10 
1,06 
1,03 
1,01 
1,00 


A  Uk  J*«*-'  Y 


—  7,70 

—  7,10 

—  8,15 

—  6,99 

—  8,19 

—  6,89 

—  5,46 

—  4,08 

—  2,80 

—  1,65 


1 

d 

Dd 

/>* 

~F' 

Arffr  =  -^,- 

Ih^dh 

sec  9 

Ae^fr  sec  9 

1 

0,058 

6,3 

—  0,37 

0,021 

1,07 

—  0,40 

2 

—  0,021 

6,2 

—  0,13 

0,003     ■ 

1,05 

—  0,14 

a 

3 

-0,011 

6,1 

--0,07 

0,008 

1,04 

+  0,07 

TS 

4 

+  0,074 

6,1 

--0,45 

o,as3 

1,03 

+  0,46 

o 

5 

+  0,156 

6,1 

—  0,95 

0,148 

1,03 

+  0,98 

ip 

6 

+  0,261 

6,1 

-  - 1,59 

■  0,415 

1,03 

+  1,64 

•1« 
P 

7 

+  0,387 

5,2 

-  -  2,01 

0,779 

1,04 

+  2,09 

8 

+  0,519 

5,2 

-  -  2,70 

1,401 

1,05 

+  2,a4 

9 

+  0,634 

5,3 

-  -  3,36 

2,130 

1,07 

+  3,60 

10 

-    0,724 

4,7 

+  3.40 

2,462 

1,10 

+  3,74 

Siunme:     7,400 


§  11.    Fachwerkbflgen  mit  eingespannten  Kämpfern. 
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V 

1 

F 

r.  A// 

X 

X     ^*" 

X 

^■""^    A  k 

Ol;  —0,017 

4,9 

—  0,08 

0,001 

2,10 

—  0,17 

1 

,  —  0,183 

4,3 

-0,79 

0,145 

1,22 

—  0,96 

132 

—  1,04 

c 

2 

1  —  0,227 

5,1 

—  1,16 

0,263 

1,06 

— 1,23 

1,16 

1,35 

9 

3 

!  —0,263 

4.5 

1,18 

0,310 

0,92 

—  1,09 

1,02 

—  1,20 

1 

4 

1  —0,313 

5,6 

—  1,75 

0,548 

0,80 

—  1,40 

0,90 

-1,58 

5  ;  —  0,360 

5,0 

—  1,75 

0,613 

0,69 

—  1,21 

0,79 

—  1,38 

1^ 

6 

—  0,387 

5,1 

—  1,97 

0,762 

0,60 

—  1,18 

0,70 

—  1,38 

7 

0,413 

4,6 

—  1,90 

0,785 

0,53 

-1,00 

0,63 

—  1,20 

8 

-0,407 

5,3 

2,16 

0,879 

0,47 

1,02 

0,67 

—  1,23 

9 

-0,380 

5,0 

-1,90 

0,722 

0,43 

—  0.82 

0,53 

—  1,01 

Summe :    5,028 


Für  die  Gewichte  ir*  erhält  man  die  Werte: 


U'ot  = 


3,95 
1 


if  16  =  - 


//■. 


3,48 
1 

3;ö7 

1 
2,70 
_1 
**""  2,38 
1 


«*  = 


/r^  = 


tr 


t^zb  = 


tr^  = 


fr^b  = 


2,11 

1 
1,89 

1 
1.72 


**'"*  ""  T,6Ö 


fr 9b  = 


1 

,6 

1 

1,52' 


—  5,56  —  7,70  —  0,00  +  0,40  +  0,17  —  1,04)  =  —  3,48 

—  8,47  —  7,10  —  0,40  +  0,14  +  0,96  —  1,36)  =  —  4,66 

—  10,27  —  8,15  —  0,14  —  0,07  +  1,23  —  1,20)  =  —  6,06 

—  10,83  —  6,99  +  0,07  —  0,46  -f  1,09  —  1,58)  =  —  6,93 

—  9,17  —  8,19  +  0,46  —  0,98  +  1,40  —  1,38)  =  —  7,50 

—  8,04  —  6,89  +  0,98  -  1,64  +  1,21  —  1,38)  =  —  7,47 

—  6,53  —  5.46  +  1,64  —  2,09  +  1,18  —  1,20)  =  —  6,59 
_  4.90  —  4,08  +  2,09  —  2,84  +  1,00  —  1,23)  =  —  5,79 

—  3,40  —  2,80  +  2,84  —  3,60  +  1,02  —  1,01)  =  —  4,34 

—  1,46  —  1,65  +  3,60  —  3,74  +  0,82)  =  —  1,60. 


Die  Momente  Mm  eines  mit  den  (Gewichten  ir»  belasteten  Freiträgers  sind  für 
X  =  1  '(in  dei-selben  Weise  berec^hnet  wie  auf  Seite  340) 


.Vo=  0,03 
A/i=  3,55 
J4  =  11,73 
^f^  =  25,97 


3/4=  47,14 
3/,=  75,81 
3/^=111,95 
3/,  =  154,68 


34  =203,20 
34  =256,06 
3/io  =  310,62. 


Da  nun  .X*  proportional  Mm  ist  und  für  eine  mit  dem  Scheitel  zusanmfien- 
fallende  Last  1  den  Wert  3l»  =  0,5  annehmen  muß,  so  entsprechen  den  in  den 
Knotenpimkten  1.  3,  5,  7,  9  angreifenden  Tasten  1  der  Reihe  nach  die  Werte 
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Ei'ste  Abteilang.    Zweiter  Abschnitt 


^=2:|'|62=«'«>^'2 


-Xja  = 


25,97 


2 .  310,52 
Andererseits  muß  auch  sein 


=  0,042 


-Xh  =  0,122 
.X*,  =  0,249 
X^  =  0,412. 


X,= 


^L 


3/-. 


zsi 


LSk^8|, 


EF 


wo  nach  Tabelle  Xu 

2  &  A«6  =  2  (160,571  +  137,430  +  7,400  +  6,028)  =  2  •  310,43. 

Dieser  "Wert  stimmt  mit  2  •  Jfjo  in  befriedigender  "Weise  überein.    Noch  sei  hervor- 
gehoben, daß  für  alle  links  vom  Scheitel  gelegenen  Lasten 

B=X^  und  ^  =  1— Z»  ist. 

188.  Zustand  Xc  =  —  1.  Tabelle  XUI  enthält  die  Spannlo&fte  Sp  infolge 
der  in  der  Höhe  c«  =  12,72"»  angreifenden  Belastung  Xc^=  —  1  sowie  die  zuge- 
hörigen A«e. 

Tabelle  XTTT, 


0 

0 

F 

Oo 
^'         F 

O-Ao 

sec  ß 

Ao  sec  ß 

0 

+  4,19^ 

1,3 

+  5,45 

22,836 

1,30 

+  7,08 

1 

+  3,63 

2,0 

+  7,26 

26,354 

1,28 

--9,29 

ä* 

2 

+  2,93 

2,6 

-  -  7,62 

22,327 

1,23 

-  -  9,37 

M 

3 

+  2,22 

3,0 

+  6,66 

14,785 

1,18 

--736 

5 

4    I 

+  1,50 

2,8 

-  -  4,20 

6,300 

1,14 

-  -  4,79 

O 

5 

+  0,77 

2,8 

+  2,16 

1,663 

1,10 

--2,38 

1 

6 

+  0,07 

2,7 

-  -  0,19 

0,013 

1,07 

--0,20 

M 

>«^ 

7 

-0,57 

2,6 

—  1,48 

0,844 

1,04 

—  1,54 

O 

8 

1      - 1,07 

2,6 

—  2,78 

2,975 

1,02 

—  2,84 

9 

t      — 1,42 

2,2 

3,12 

4,430 

1,01 

—  3,16 

10 

1      — 1,52 

2,5 

3.80 

5,776 

1,00 

—  3,80 

Summe:     108,303 


■r^   ♦ 

u 

Uu 

u 

~F 

At*-    ^ 

U^ti 

sec  Y 

A«  sec  Y 

1 

—  3,07 

1,6 

—  4,91 

15,074 

1,38 

—  5,78 

bo 

2    1 

—  2,41 

1,6 

—  3,86 

9,303 

1,31 

—  5,06 

p 

3 

—  1,73 

2,0 

—  3,46 

5,986 

1,25 

—  432 

% 

4 

—  1,04 

1,9 

—  1,98 

2,059 

1,19 

2,36 

O 

5 

1 

—  0,35 

2,5 

0,88 

0,308 

1,14 

—  1,00 

e 

6    1 

+  0,33 

2,4 

- 

-0.79 

0,261 

1,10 

^ 

-0,87 

J 

7 

+  1,09 

2,3 

- 

-2,51 

2,736 

1,06 

-2,66 

t§ 

8 

+  1,59 

2,2 

— 

-3,50 

5,565 

1,03 

-3,60 

9 

+  2,07 

2,2 

- 

-4,55 

9,419 

1,01 

-4,60 

10   ; 

+  2,40 

2,5 

- 

h6,00 

14,400 

1,00 

h6,00 

Summ( 

3:    65,111 

§  11.    Fachwerkbogen  mit  eingespannten  Eämptem. 
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d 

Dd 

■ 

D 

F 

Arf-    ^ 

D^d 

sec  9 

^d  sec  9 

1 

+  0,413 

6,3 

+  2,60 

1,074 

1,07 

+  2,78 

2 

-  -  0,474 

6,2 

+  2,94 

1,394 

1,05 

--3,09 

s 

3 

-  -  0,527 

6,1 

+  3,21 

1,692 

1,04 

--3,34 

CD 

"3 

4 

--0,584 

6,1 

+  3,56 

2,079 

1,03 

-  -  3,67 

1 

5 

--0,633 

6,1 

+  3,86 

2,443 

1,03 

-  -  3,98 

6 

-  -  0,652 

6,1 

+  3,98 

2,595 

1,03 

-  -  4,10 

7 

--0,635 

6,2 

+  3,30 

2,096 

1,04 

--3,43 

t 

8 

--0,528 

6,2 

+  2,75 

1,452 

1,05 

-  -  2,89 

9 

--0,376 

5,3 

+  1,96 

0,737 

1,07 

-  -  2,10 

10 

-f  0,021 

4,7 

+  0,10 
Summe 

0,002 

1,10 

+  0,10 

:     15,564 

V 

h 
F 

AÄ             y 

KAÄ 

2c 
X 

2c 
,-AÄ. 

• 

X 

Va^ 

0 

—  0,550 

4,9 

—  2,70 

1,318 

2,10 

5,67 

1 

—  0,687 

4,3 

—  2,95 

2,027 

1,22 

3,60 

1,32 

—  3,89 

2 

—  0,657 

5,1 

3,35 

2,201 

1,06 

—  3,65 

1,16 

—  3,89 

g 

3 

—  0,603 

4,5 

—  2,71 

1,634 

0,92 

—  2,49 

1,02 

—  2,76 

1 

4 

—  0,541 

5,6 

—  3,03 

1,639 

0,80 

—  2,42 

0,90 

—  2,73 

5 

—  0,458 

5,0 

—  2,29 

1,049 

0,69 

-1,68 

0,79 

—  1,81 

6 

—  0,353 

5,1 

—  1,80 

.0,635 

0,60 

—  1,08 

0,70 

-1,26 

^ 

7 

—  0,223 

4,6 

—  1,03 

0,230 

0,53 

—  0,66 

0,63 

-0,65 

8 

0,090 

5,3 

—  0,48 

0,043 

0,47 

-0,23 

0,57 

—  0,27 

9 

+  0,047 

5,0 

+  0,24 

0,011 

0,43 

+  0,10 

0,53 

-  -  0,13 

10 

+  0,132 

2,5 

+  0,33 
Summe: 

0.044 

0,51 

+  0,17 

10,831 

Für  die  Gewichte  Wc  erhält  mcon  die  Weile: 

2-70  -  «. 

,rcc  =  -    2-ö-  =  -l,35 

w^  =  3^5  [—  '^'08  —  6,78  +  0,00  —  2,60  +  5,67 
tc,c  =  -g^g-  [—  9,29  —  5,06  +  2,60  —  2,94  +  3,60 


55  —  2,761  = 


^^c  =  2  7Q  [-  7,86  -  2,36  +  3,21  -  3,56  +  2,49 

«^6^  =  3^  [- 0,20  +  2,66  +  3,98  -  3,30  +  1,08 
«^f  =  -j^^2-  [+  1,54  +  3,60  +  3,30  -  2,75  +  0,56 


3,89]  = 

—  3,72 

3,89]  = 

—  4,30 

2,76]  = 

—  4,29 

2,73J  - 

—  4,00 

1,811 

2,30 

1,261 

—  0,62 

0,65]  = 

+  1,89 

0,27]  - 

+  3,48 
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Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 


ic^  =  -^  -  [+  3,15  +  6,00  +  1,96  —  0,10  —  0,10  +  0,17]  =  +  7,34 

1,0^ 

it^io.  =  1^  [+  3^80  +  0,10  -  0,33  .  0,46 *)]  =  +  |^  =  +  2,500. 

Das  Gewicht  )  w^^c  hat  keinen  Einfluß  auf  die  Momente  M  des  mit  den  Ge- 
wichten fjc  belasteten  Freiträgers;  es  wurde  aber  berechnet,  um  die  Probe 

0 

ZfCc  +  Wer  +  \  w^oc  =  +  20,58  —  20,58  ==  0 

0 


ausfüliren  zu  können.     Aus  den  Momenten 


i/,=  5,97  X 
3f,  =  15,34  \ 
M,  =  29,00X 
M^  =  46,66  X 

ei'geben  sich  die  Worte 


A^  = 


Mf^^  66,62  X 
JM;=  87,20  X 
.¥,  =  105,89  X 


M 


3/,  =  121,10  X 
34  =  130,94  X 
3f,o  =  133,44  X 


M 


8 


V  et  _::  - 
^   "  EF 


I:Sr^sr ' 


wo  nach  Tabelle  XIII 

2Ä A«,  =  2  (108,303  +  65,111  +  15,564  +  10,831)  ==  2  •  199,809. 
Für  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  9  erhält  man 


Xi  =  0,0448 
X,,  =  0,218 
X^  =  0,500 


A'^  =  0,795 
X^  =  0,983 


188.    Die  Gleichoiig   der  Kftmpferdracklinie   ergibt  sich  aus   der  (Ueich- 
gewichtsbedingung  (Fig.  336) 

A'c^*  =  X^e  +  Xa. 

Man  findet  für  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  9  der  Reihe  nach 

X,y;b  =  0,1773      :       yA.  =  3,96- 
X^y*  =  1,149        I        /A=5,27- 


X.^*  =  2,761 
X.yifc  =  4,466 
Xci/k  =  5,534 


//t  =  5,52- 
Z/ib  =  ö,62- 
y*  =  5,63-. 


Bezogen  auf  die  Schlußlinie  AB  der  tinteren  Gurtung,    erhält  man  die  Ordinaten 
Oy«r'=y*  +  ^«): 

/^a'=  16,68-;    17,99";    18,24-;    18,34";    18,35"; 

dic8€»Iben  weichen  von  den  früher  erhaltenen  Ordinaten 

y/=  19,08";    18,77";    18,49";    18,25";    18,17" 

nur  in  der  NJihe  des  Kämpfers  wesentlich  ab. 

184.  Einfluß  der  Temperatnrftndenmg.    Ändei*t  sich  die  dem  spannungslosen 
Anfangszustande  des  Bogens  entsprechende  Temperatur  überall  um  denselben  Betrag  t. 


*)  0,46  =  tg9io  =  -3^J 


§11.    Fach  werkbogen  mit  eingespannten  Kämpfern. 
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so  entstellt  ein  Kämpfeidmok  Xe#,  der  sehr  annähernd  in  der  Höhe  c«  =  12,72*" 
über  der  Schlufilinie  AB  der  unteren  Gurtong  liegt  und  den  Wert 


-X««  — 


gEtl' 


tEtl 


t»* 


^^'m 


2 .  199,809 


25j^ 
400 


kg 


besitzt,  wo  (nach  Fig.  312  auf  Seite  308) 

r'=il  +  2cu  cos  4*  =  6000  +  2  •  1272  •  0,026  =  6066  cm 
ist*)    Mit  f  =  ±30'»  Cels.  ergibt  sich 


X..  =  ^1^^  =  13300  kg. 


17000 


Früher  erhielten  wir  Xet  =  17000  kg,  ein  Wert,  der  erat  bei  ^  ==  35  yööoö  ==  ^^ **  ^^^^* 

entstehen  wird.    Man  vergl.  die  auf  Seite  209  tin  die  Berechnung  des  Horizontal- 
schubes Hi  der  Douro-Brücke  bei  Porto  geknüpfte  Bemerkmig. 


e.   Näherungsformeln  zur  Berechnung  der  KämpferdrUcke. 

135.  Formel  fVIr  Xo.  Um  zu  einfachen,  geschlossenen  Formeln  für  die  Un- 
bekannten JCa,  -X»  und  Xc  zu  gelangen,  ersetzen  wir  die  Einzelgewichte  «r«,  tr^,  «r» 
durch  stetige  Belastungen. 


Fig.  340. 


*)  Wir  haben  die  Werte  -j^  (Seite  336)  m  —  ausgedrückt.     Man  erkennt, 
daß  man  genügend  genau  l"'=l*  setzen  darf. 
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An  Stelle  der  tca  nehmen  wir  die  in  Fig.  340  dargestellte  trapezförmige  Be- 
lastungsfläche  an,  deren  Höhe  am  Kämpfer  =  o,  und  im  Scheitel  =  1  sein  möge.  Im 
Abstände  xj.  von  A  ist  die  Belastungshöhe 

öa  ^  a  +  (1  —  a)    .    • 
Der  Freiträger  AG  wird  dann  an  der  Stelle  Xjt  durch  das  Moment 

beansprucht,  wo  ^  =  |  /  Lst.    Der  Inhalt  der  Belastungsfläche  ist  für  beide  Bogen- 
hälften 

und  man  erhält  daher  (für  j;^  =  a  <  /,) 


Für  den  vorhin  untersuchten  Bogenträger  ergab  sich  am  Kämpfer  tr«  =  0,34.  in  der 
Nähe  des  Scheitels  tr«  =  2,17.    Das  Verhältnis  dieser  beiden  Werte  Ist 

und  es  folgt  daher  (mit  /,  =  SO**) 

A«  =  -^(2,069  + 3,621 1-). 

Dies  gibt  für 

?  =0,1       A'a  =  0,02  431  ^w 

'  =0,3  =0,284 

=  0,5  =  0,970 

=  0,7  =  2,256 

=  0,9  =  4,316, 

d.  s.  Werte,  die  mit  den  früher  gefundenen  befriedigend  übereinstimmen.  Jedenfalls 
wird  die  Formel  bei  einer  vorläufigen  Querschnittsberechnung  recht  gute  Dienste 
leisten;  es  kommt  dann  nur  darauf  an,  das  Verhältnis  a  der  Gewichte  Wa  für  die 
Knotenpunkte  am  Kämpfer  und  im  Scheitel  von  vornherein  zu  schätzen. 

186.  Formel  fVIr  Xh.    Wii*  nehmen  die  Belastungshöhe  an  der  Stelle  x  gleich 

U»  =  (iHaX  =  Cüa  (li  —  Xji) 


=  [«+(l-«)^](/,-a;^) 


*)  Da  die  Querschnittsabmessungen  bei  einem  neu  zu  entwerfenden  Bogen  nicht 
bekannt  sind,  so  muß  maif  a  zunächst  schätzen.    Man  nehme  etwa 


=^1/ 

hl  V 


1  +  ^ 


WO  Ä,  und  hb  die  Werte  von  ßi  im  Scheitel  und  am  Kämpfer  bedeuten.    Im  vor- 
liegenden Falle  liefert  diese  Formel  zufällig  ebenfalls  a  =  0,16. 
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an,  und  erhalten  M  durch  zweimalige  Integration  der  Differentialgleichung 


^  =  [«  +  (l-.«)-^](^-a;^). 


Die  Integrations-Konstanten  werden  mit  Hilfe  der  Bedingungen  bestimmt: 

j:^  =  0  muß  liefern  -^^^  =0, 

dXA 
XjL=zO      „  .,  3f=0. 

Es  ergibt  sich 

Jtf=./,j|-+(l-2«)4-(l-.)4^. 

Da  nun  X^  proportional  M  ist  und  für  x^  =  ^  den  Wert  0,5  annehmen  muß,  so 
folgt  für  XA  =  a^lt 

fl*  o*  Ö* 

a/,4-  +  (l-2a)4--(l-a) 


A»         -"«    2     '  ^  '6        '  '  12/j 


Oft  /«  z*  /•      ' 

°'^         «/.-^  +  (l-2«)A_-(l-«)i^ 

und  schließlich 

Lasten,  welche  rechts  vom  Scheitel  liegen,  inifen  negative  Werte  X^  hervor.  VergL 
Fig.  336;  die  Linie  ÄDD'B'  ist  die  Einflußlinie  für  Z».  Verschiebt  man  den  Zweig 
D'B'  um  die  Strecke  1  nach  unten,  so  entsteht  die  stetige  Kurve  ÄDB'%  und  diese 
ist  die  Einflußlinie  für  den  senkrechten,  rechtsseitigen  Stützenwiderstand  B, 

Für  a  =  0,16  ergibt  sich: 


und  für 


X»  =  -^  [0,324  +  ^  (0,460  -  0,284  ^)] 


P  =  0,1      -X»  =  0,00367 


^1 

=  0,3  =  0,0393 

=  0,6  =  0,121 

=  0,7  •     =  0,248 
=  0,9  =0,411, 

welche  Werte  mit  den  früher  gefundenen  ebenfalls  befiiedigend  übereinstinmien. 

187.   Formel  fVIr  c.    Die  mit  der  Kraft  Xc  zusammenfallende  x-Achse  habe 
vom  Mittelpunkte  der  Scheitelvertikale  den  Abstand  c.    Es  ist 

h 
J  (y*'Mo  +  y«  w«)  dxjL 

/■-.,=  _ , 

/  (Ua  +  Wa)  dXA 

o 

wo,  mit  den  in  die  Figur  340  eingetragenen  Bezeichnimgen, 

2      —y     I    I  li 
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ist.    Es  ergibt  sich  also 

J  ti,t/'(JsA  J  tiiaH'dXA  .      -     r    o 

'"""*■"  ""Ä  ""0,5(l  +  a)7i~"  6(1 +  a)^ 


lind 


^^^  ^=6(l  +  a)^- 


Für    unser  Beispiel    ist   fo  =  12,55-,    U  =  15,00-,    /"=  ^  (^  +  fjj  =  13,775-    und 
a  =  0,16,  mithin 

ß  =  2,93-  und  r«  =  12,82-, 

wahrend  wir  auf  Seite  327  und  342  die  Werte  r^  =  12,99-  und  r«  =  12,72-  fanden, 

188.   Formel  fttr  X,.    Ist  .1/  das  Angriffsmoment  an  dei-  Stelle  X  des  Frei- 
trägers A  G  infolge  einer  dem  einsetze 

Oc  =  «a(yo  +  y«)  =  2  ö«^  =  2  [l  — U  — «)7-J('^--/'7t) 
folgenden  stetigen  Belastung,  so  ist 

.1/ 


X.  = 


^1 

2/(y!  +  yl)öa^x 


Integriert  man  die  Differentialgleichung 

.--=_[._„_.,^](._4) 

und  l>estimmt  man  die  beiden  Integrationskonstanten  mit  Hilfe  der  Bedingimgen; 

j-  =  0  muß  liefeiTi      -  —  =  0 

fix 

j-==/,     „         „  J/  =  0, 

so  erhöjt  man 

^='K('-$)-^(-^)]'.' 
-4V('-$)7-^('-^)]'.-- 

Da  nun 


ist,  so  folgt 


Uo 

f  -\~ 

2 

-A 

//« 

2 

■ 

yo    -f-  yi«   —  fti    —  '•«     /  «     I    ''8     7  4 

'i  'i 


wo 


V  =  2  r  (/;  +  U)  -  //.  (Ä*  -  h.) 
Es  ergibt  sich  dann 
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imd  für  eine  bei  x=:ie  gelegene  Last  1: 

-'■F('-f)]- 

WO 

f  =  V(l  +  «)-yV{l  +  3a)  +  -^V(l  +  5«). 
Drückt  man  c,  /"«  und  /*„  durch  /",  h,  imd  ä*  aus,  so  erhält  man 

und  gelangt  schließlich  zu  der  Formel  (für  .r>0): 

(7)  X,  =  Yi-^{y.-;;[y.  +  {-(y4-Y.~)]}^ 

2  (2  +  10  a  +  3  a«) 


wo 


(7  a) 


15(l+3a) 


<    Yi  = 


Y4 


Y6 


_  f 


ß  =  -i-  (7  +  42  a  +  15  a«)  + 


5  (1  —  tt)  (1  +  3  g) 

P 
15(M-^) 

9  (1  —  g«) 
3(l  +  a) 


Pi 


[//J(ll  +  5g)  +  Mfc(3  +  5g) 

+  //I(l  +  5g)]. 
Für  unser  Zahlenbeispiel  ist 

/•=  13,775-,  /i  =  30-,  //.  =  1,5-,  hk  =  3,95-,  g  =  0,16: 

man  findet  ß  =  7,12577  und 

X,  =  1,032  -  ^  {  3,115  -  |-  [o,872  +  ^-   (2,442  -  1,231  -^)]  }  - 

Es  ergeben  sich  daher  die  folgenden  Ordinaten  der  X,- Linie   mid   der  Kämpfer- 


drucklinie: 

e 
'^     J 

X 

!/k*) 

l/k-r^  +  yu      12,82- +y* 

0,9 
0,7 
0,5 
0,3 
0,1 

0,0198 

0;i84 

0,476 

0,792 

1,002 

6,23-  1                       19,05- 
6,03    1                       18,86 
5,85                           18,67 
5,67                            18,49 
5.54                           18,36 

*)  Nach  der  auf  Seite  348  abgeleiteten  Formel 

!/h-^ 

Xhe-\-  Xa 
A% 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1. 
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139.   Die  Formel  für  X^t  infolge  einer  Temperatarändenmg  lautet 

ttl 


X,t  = 


2/W  +  /V)co--^;;,-, 


denn  es  ist  zu  beachten,  daß  der  Wei-t  «»  =  1  im  Scheitel  mit  l'.EF»hg^  multi- 
pliziert werden  muß.    Man  erhält 

(8)  X„  =  2zEt^F^ 

Zwischen  k  und  ß  besteht  die  Beziehung 

^^^  ^  -90(l  +  a) 

Für  unser  Zahlenbeispiel  (a  =  0,16,  /*=  13,8,  //.»  =  2.25,  /  =  35«,  e^=25, 
Fe  =  120  qcm)  ergibt  sich  *«  =  --^-^' 1^-  =  28,3  und 

yo  •  1,1b 

A'c,=  16700  kg. 

Dieser  Wert  darf  natürlich  [nur  mit  der  in  Nr.  126  imter  Temachlässigung  der 
Längenänderungen  der  Füllungsstäbe  gefundenen  Zahl  A'et  =  17000  kg  Tei^üchen 
werden. 

140.  Für  den  Sonderfall  a  =  1,0  erhält  man  nach  einer  einfachen  Zwischen- 
rechnung für  eine  I^st  P=l: 

1   «* 
(10)  A'.=||-^, 

(12)       X*  fji  =  Xtc  +  Xa  =  ^^^  • 

Die  Strecken  xa  und  ^n,  welche  die  at-Achse  und  die  Kämpferdrücke  Ki  und 
Kf  auf  den  Senkrechten  durch  Ä  und  B  abschneiden,  Fig.  341,  sind  durch  die 
Gleichungen  bestimmt 

Xe^B  ^^^  X^l^  Xa  - 


Xc  *^  =  1  •  flr Xi/j  A'«=     .  ,  j-J, 


und  man  findet  daher 


"4V 


(13)  —  —  - *-   und   —  =  -*- 


Ist  also  die  Kämpferdrucklinie  bekannt,  so  kann  mau  die  Schnittpunkte  Fj  und 
jPj  der  Kämpferdrücke  iT,  und  K^  mit  den  Senkrechten  durch  A  und  B  wie  folgt 
bestimmen.  Man  verbindet  den  Punkt  C  der  Kärapferdrucklinie  mit  den  Punkten  J^ 
und  J^,  in  denen  die  x- Achse  die  Senkrechten  durch  A  und  B  trifft  dtirch  Gerade 
und  zieht  OF^  \\  CJ^  und  OF^  \\  CJ^.  Dieses  einfache  Gesetz  ist  nur  an  die 
Annahme  eines  konstanten  Wertes  cd«  gebunden;  es  ist  also  nicht  not- 
wendig, daß  die  Mittellinie  des  Bogens  parabolisch  ist. 

Liegt  P  sehr  nahe  an  ^1,  so  ist  die  Ermittlung  des  Punktes  Fi  unbequem. 
Man  bestimmt  dann  die  Richtung  von  K^  zweckmäßiger  durch  Berechnung  des 
Schnittpimktes  L^  von  K^  mit  der  j--Achse.    Man  findet 
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(14)       .rf^  =  7^^^.  '''  =  i;+z 


-+■ 


Die  weiteren  Entwicklungen  setzen  einen  Parabelbogen  voraus.    Für  diesen  ist 

(16) 
ferner  nach  Gleichung  (5) 

-•=*{H'-f)-((-f)}=&('-^)' 

=§.(-,:-)■('+ ;,)■■ 

und  nach  Gleichung  (6) 

Iß  1 


1^ a.  — -^ 

Fig.  341. 

Führt  man  die  Strecken 

az=l^  —  e  und  i  =  /j  -|-  c 

ein,  so  findet  man  schließlich 

(16) 

WO 

(17)  v  =  - 


_  15   a^^ 
^''  ■"  32   "/•/,»   "' 

1 


3     8Ä.»  +  4A.Ä*  +  3//*- 


1  + 


16 


n 


Für  y*  erhält  man  den  konstimten  AVert 


(18) 


y*  = 


M 

15  V 
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Beim   Parabelbogen   ist    also    für  a  =  l   die    Kämpf erdrucklinie    eine    wagereclite 
Gerade. 

Der  HorizontaLschub  infolge  einer  Temperaturänderung  ist  (nach  Gleichung  (8) 
mit  dem  oben  für  k*  angegebenen  Werte) 


wofür  man  auch  rund 


—    8   ^^^^  'fT^^''* 


(19)        Xet  =  QtEfF,^-^ 


setzen  darf. 

Für  unser  Zahlenbeispiel  ergibt  sich  mit  a  =  1 

V  =  0,92,  c  =  4,59-,  Cu  =  11,16-,  //*  =  7,99 -,  yu  =  19,16-, 
femer  für 


a:f 


Aa  -A*  I  A« 


=  0,1  .    0,075  0,007  !    0,034 

0,3  0,675  ,     0,061         0,244 

0,5  1,875  0,156  '    0,528 

0,7  3,675  I     0,282         0,778 

0,9  '     6,075  ,     0,425  \    0,920 

A%,  =  6 .  25 .35 .  120  .J'^*  0,92  =  6850  kg. 

lo,o' 

Die  Werte  e,  c«,  A.  und  Xet  weichen  von  den  früher  gewonnenen  erheb- 
lich ab,  während  die  von  den  senkrechten  Ijasten  herrührenden,  auf  Tafel  6, 
Fig.  342,  dargestellten  Kämpferdrücke  mit  den  früher  ermittelten  befriedigend  über- 
einstimmen. Diese  Übereinstimmung  herrscht  aber  nur  bezüglich  der  Größe 
dieser  Kräfte,  die  Unterechiede  der  Lagen  sind  so  wesentliche,  daß  die  Annahme 
a  =  1,0  höchstens  für  eine  ganz  rohe  Übei-schlagrechnimg  brauchbar  ist  Ein  gutes 
Bild  von  der  Zulässigkeit  der  verschiedenen  Näherungsverfahren  liefert  die  folgende 
Untersuchung. 

141.    Yergleiolmiig    der    auf  Tenohiedenen  Wegen  gefundenen  Werte 

minOio  und  mtnUi.     Die  nächstfolgende  Tabelle  enthält   die  Ordinaten  der  Einfluß- 
linie für  das  Moment  3/j,  bezogen  auf  den  oberen  Knotenpunkt  0,  und  zwar: 

I  nach  dem   im   ei-sten  Teile   unseres  Zahlenbeispiels  durchgeführten  Ver- 
fahren  (,r'=  ^) , 

n  auf  Giimd  der  im  zweiten  Teile  durchgefühlten  genaueren,  die  lÄngen- 
ändei*ungen  sämtlicher  Stäbe  berücksichtigenden  Untersuchung*), 

lU  auf  Gnind  der  für  a  =  0,16  berechneten  "Werte  X«,  A'*,  A'«, 

rv  auf  Gnmd  der  Annahme  a  =  1. 


*)  Die  Ordinaten  sind  für  eine  links  vom  Stjheitel  gelegene  Last  P^l  mittels 
der  Formel  3/J  =  A« -j- X^/j -|- A« (c„  —  i/o)  —  P^jl  berechnet  worden.  Liegt  P 
rechts  vom  Scheitel,  so  wird  X^  negativ  und  das  Glied  Pxjl  fällt  fort 


§11.    Faehwerkbogen  mit  eingespannten  Kämpfern. 


367 


>/;•  Linie. 


TASt  1  1                    j 

in                     ^ 

. ._ ...  i   ._         _  _ 

1                                        • 

ITT 

V 

» 

1 

—  2,470 

-  2,413 

—  2,789 

1      2,470 

3 

5,51  K) 

—  5,561 

1 

5,905 

•  1-4,736; 

5        —  6,106 

6,024 

6,178  1 

—  4,638' 

7        —  4,473 

—  4,333 

-  4,279 

—  3,256 

9      i|  —  1  705 

— 1,721 

— 1,466 

— 1,642 

9'      1 

h  0,755  1 

-f  0,559 

--0,874 

—  0,042 

T 

- 1,887 ! 

+ 1,727 

-  - 1,841 

1 

+  0,824 

5' 

-1,636 

+ 1,666 

--1,562|                i  + 1,002 

3' 

'               '- 

-0,830 

+  0,919; 

-  -  0,737 : 

--0,604 

1'    1             H 

h  0,150 1 

-f- 0,244 

-  -  0,189 

--0,110 

Rnmme  |—  20,343|  +  5,257 

20,052 

+  5,105  —  20,617 

+  5,203 

- 16,684  +  2,540 

■ 

x,= 

17,0* 

13,3'                       16,7' 

6,8* 

Cm—yc» 

12,99  —  3,95 

8,77-         '             8,87- 

7,21- 

=  9,04- 

1 
1 

Die  ständige  Bela.stung  eines  Knotenpunktes  beträgt  15',  die  bewegliche  ebenfalls 

15'.    Da  nun 

TT  — 

3^8ecY, 

-V;  1,38 

.%  ^f• 

h. 


3,95 


ist,  so  ergibt  sich  der  Einfluß  der  Bela.stung: 

1  ^l\=z 0,35  [—  20,343  •  30  +  5,257  •  15] 

n  w«^i  =  0,35  [—  20,052 .  30  +  5,105  •  15] 

in  w-Pi  =  0,35  [-  20,617  .  30  +  5,203  •  15] 

rV"  ^l\  =  0,35  [—  16,684  •  30  +  2,540  •  15] 

und  der  Einfluß  der  Temperaturänderung 

I    Tj  =  +  0,35. 17,0. 9,04  =  +  54' 

n    L^z=+0,35.13,3.8,77  =  ±41' 

m    f7,  =  +  0,35. 16,7. 8,87  =  +  52' 

IV    ri=  +  0,35.   6,8-7,21  =  +  17'. 
Im  ganzen  entsteht  also 

im  Falle  I  H  HI 

^üj  =  — 240'      —224'      —241'      - 
Für  die  Spannkraft  mtnOi^  erhält  man  mittels  der  in 
Ordinaten  der  Einflußlinie  (wegen  cos  ß^^  =s  1,0). 

Oio"  Linie. 


=  —186' 
=  -183' 
=  — 189' 
=  — 163', 


IV 
-180'. 

der  Tabelle  angegebenen 


Last  in 

1      I 
.   3 
5 
7 
9 


I 


n 


m 


0,02 
0,09 
0,08 


0,27 
1,30 


+  0,05  , 
+  0,15 

+  0,14 


0,28 
1,37 


+  0,01 
+  0,08 
+  0,04 


0,35 
1,42 


IV 


+  0,04 
+  0,17 
+  0,10 


—  0,46 

—  1,70 


Summe    +  0,19 


—  1,57     +0,34  I  —  1,65 


+  0,13 


—  1,77     +  0,31     —  2,16 


yr. 


'10 


17,0' 
2,01 

1,5 


13,3' 
_2^28 

1,5 


16,7' 
2,18 

1,5 


6,8' 
3,84 

1,5 


!,8' 

1 

in 

mdnOio  = 

+ 

16,7 . 2,18 
1^ 

=  +  243' 

1,2' 

1 
1 

u 

IV 

m 

+ 

6,8  •  3,84 
1,5 

IT 

—  + 17,4'. 

109 

( 

127' 

-138'. 
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infolge  der  Belastung 

1  ^«0,o  =  2[— 1,57.30  +  049.10]  =  — 88,5' 

n  «,„0jo  =  2[— 1,65.30  +  0,34.15]  =  — 88,8' 

m  ^JJio  =  2  [—  1,77  .  30  +  0,13 .  15]  =  —  102,3' 

IV  ^.Oio  =  2  [—  2,16 .  30  +  0,31 .  15]  =  — 120,3', 

und  infolge  einer  Temperaturänderung 
I    -.O..  =  ±"'0.''"'=  +  22,8. 

1,0 

n    ^0.0  =  +  - -^,  '^'^^  =  +  20,2' 

1,0 

Es  ergibt  sioh  also  im  ganzen 

I 

Die  Übereinstimmung  der  nach  I  und  UI  berechneten  Werte  mit  den  nach  11 
(d.  i.  unter  Berücksichtigung  der  Längenänderungen  sämtlicher  Stäbe)  gefundeaen 
kann  als  befriedigend  bezeichnet  werden;  denn  man  darf  nicht  außer  acht  lassen,  dafi 
der  ohnehin  auf  einer  ziemlich  rohen  Schätzung  beruhende  Einfluß  der  Temperatar- 
änderung eine  große  Rolle  spielt.  Dagegen  müssen  die  Abweichungen  der  Ergeb- 
nisse n  und  rv  als  zu  groß  bezeichnet  werden,  so  daß  die  Annahme  a=l  nicht 
zu  empfehlen  ist. 

Schließlich  werde  noch  hervorgehoben,  daß  sich  der  Bogen  mit  eingespannten 
Kämpfern  nur  bei  verhältnismäßig  großer  Pfeilhöhe  zur  Ausführung  empfieÜt,  weil 
geringe  Pfeilhöhen  stets  beträchtliche  Spannungen  durch  Temperaturänderungen  im 
Gefolge  haben. 


§12. 

Durchgehender  Balken  mit  drei  Stfitzpunkten. 

142.   Die  EinflnBliiiie  für  den  Widerstand  C  der  Mittelrtfilxe,  mit 

deren  Aufzeichnung  die  Untersuchung  des  Trägers  zweckmäßig  be- 
gonnen wird,  erhält  man  nach  Nr.  56,  Seite  140,  indem  man  für  den 
Zustand  C  =  —  1  die  Biegungslinie  der  zur  Aufnahme  der  Lasten  be- 
stimmten Gurtung  zeichnet  imd  ihre  Ordinaten  (•!))  durch  die  demselben 
Zustande  entsprechende  Senkimg  (c)  des  Stützpunktes  C\  welcher  auch 
der  anderen,  imbelasteten  Gurtung  angehören  kann,  dividiert  In  Kg.  343 
ist  die  fragliche  Biegungslinie  als  Seilpolygon  von  Gewichten  ir  auf- 
gefaßt worden.  Dreieck  Ä'B'C  stellt  die  Momentenfläche  des  mit 
C=  —  1  belasteten  einfachen  Balkens  vor;  y^  sei  das  Moment  an  der 
SteUe  rn.   Dann  ergibt  sich  mit  der  meistens  zulässigen  Vernachlässigung 

u  s 
der  Formänderungen  der  Füllungsstäbe:  ^■.  =  :rr^^  ,  wofür  bei  kon- 

stantem  E 
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gesetzt  werdefi  möge,  unter  F,  eine  beliebige  Quersclinittsfläche  ver- 
standen.    Biese  Abänderung  der  w  ist  auf  das  Ergebnis 
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welches  nur  von  dem  Verhältnis  r^ :  c  abhängig  ist,  ohne  Einfluß,  und 
aus  demselben  Grunde  leuchtet  ein,  daß  sowohl  die  Höhe  des  Momenten- 
Dreiecks  ÄB'C  als  auch  die  Polweite  des  Seilzuges  bdiebig  gewählt 
werden  dürfen.  Aus  der  C-Linie  lassen  sich  nun  mit  Leichtigkeit  alle 
übrigen  Einflußlinien  ableiten. 

Anmerkung.  Die  Gewichte  w  erscheinen  in  derselben  Form  wie  beim  Zwei- 
gelenkbogen,  §  7;  die  früher  für  gewisse  Arten  des  Faohwerks  gezeigten  ümfommngen 
der  tr  lassen  sich  natürlich  auch  hier  verwerten.  Es  empfiehlt  sich  in  der  Regel, 
Fc'.Fm^^l  anzunehmen.     Für  Parallelträger  mit  gleichlangen  Feldern  setze  man 

Noch  sei  hervorgehoben,  daß  wir  es  in  Fig.  343  c  des  kleinen  Mafistabes  wegen 
unterließen,  den  Seilzug  durch  ein  einbeschriebenes  Polygon,  dessen  Ecken  den  Qner- 
ti-ägem  entsprechen,  zu  ei-setzen. 

143.  Die  EinflnBfläolie  fOr  den  Widerstand  A  der  linken  Stütie 

(Fig.  343  d)  wird  als  Unterschied  des  Dreiecks  B"JÄ\  dessen  Seite 
B"J  durch  V"  geht,  und  der  T-Fläche  erhalten;  ihr  Multiplikator  ist 

u.  =  — ,  wo  V  =  Ä'J.     Wäi'e  nämlich    der  Balken  nui*  in  Ä  und  B 

V 

gestützt,  so  bestände  die  ^-Fläche  aus  einem  Dreiecke  Ä'JB"  von 
der  Höhe  Ä'J=  1,  imd  von  diesem  Dreieck  muß  nun  der  Einfluß 
von  C  so  in  Abzug  gebracht  werden,  daß  einer  im  Stützpunkte  C  an- 
greifenden Last  die  Ordinate  ^  =  0  entspricht  Der  Multiplikator  — 
ist  erforderlich,  weil  -4"f/=  v  ist,  statt  J."e/=  1. 

144.  Die  Jlfm-Fläolie  (Fig.  343e)  erhält  man,  indem  man  auf 
der  Geraden  B"C"  senkrecht  imter  m  den  Punkt  m"  bestinunt  und  die 
Gerade  Ä'm"  zieht  Wäre  Ä"J=x^^  so  wäre  das  Dreieck  Ä'm'S' 
die  3/^-Fläche  des  einfachen  Balkens  AB  und  Dreieck  Ä'm'C"  die 
3f^-Fläche  des  einfachen  Balkens  A  C.  Da  Ä"J  =  v  ist,  muß  der 
Multiplikator  [l  =  x^:v  eingeführt  w^erden.  Zu  demselben  Ergebnis 
fühi-t  die  Überlegung,  daß  rechts  von  m  gelegene  Lasten  das  Moment 
M^=:Ax^  hervorrufen,  weshalb  sich  rechts  von  m  die  Jf^-Pläche 
von  der  ^-Fläche  nur  durch  den  Multiplikator  unterscheidet  Durch 
die  Momente  M^  sind  die  Gurtkräfte  gegeben. 

145.  Die  JO-Pläohe  in  Figur  343f  ergibt  sich  aus  ähnlichen  Über- 
legungen, wie  sie  in  Nr.  143  und  144  angestellt  worden  sind.  Der 
auf  die  A''B"  als  Nullachse  bezogene  Linienzug  Ä'L^L^B"  läßt  sich 
als  die  2)-Linie  des  einfachen  Balkens  AB  auffassen,  und  der  auf  die 
Nullachse  Ä'C"  bezogene  Linienzug  Ä'L^L^V"  als  D-Linie  des  ein- 
fachen Balkens  A"C'\  Die  Geraden  Ä'L^  imd  B"L^  müssen  sich 
daher  senkrecht  unter  dem  Schnittpunkte  /  der  Gmistäbe  0  und   U 
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tieffen,  und  die  Punkte  N^^  K^^  m  denen  L^^L^  von  den  Geraden  A"B" 
und  A"C''  geschnitten  wird,  müssen  senkrecht  unter  den  Belastungs- 
scheiden JEi  und  JEj  liegen,  welche  man  erhält,  wenn  man  D  als 
Füllungsstab  eines  einfachen  Balkens  AC  oder  eines  einfachen  Balkens 
AD  ansieht  Damit  ist  der  Pimkt  L^  auf  dreifache  Weise  bestimmt. 
Treten  nur  rechts  von  r  Lasten  auf,  so  greift  links  von  dem  durch 
die  Stäbe  0,  2?,  U  geführten  Schnitt  nur  die  äußere  Kraft  A  an  imd 
die  Momentengleichung  in  bezug  auf  Punkt  i  lautet: 

—  DVi  —  Axi  =  0; 

sie  liefert:  2)  =  —  A—^  und   führt   zu  den  in  der  Kffur  343 f   an- 

gegebenen  Vorzeichen  der  D-Mäche.  Auch  lehrt  sie,  daß  der  Multi- 
plikator 

^i    ^   Da 


l^  = 


ist,  wo  Z)j  der  absolute  Wert  der  dui*ch  -4  =  1  im  fraglichen  Püllungs- 
stabe  erzeugten  Spannkraft  bedeutet 

Eine  vierte,  besonders  einfache  Bestimmungsweise  des  Punktes  L^^ 
ergibt  sich  schließlich  aus  dem  früher  bewiesenen  Gesetze,  daß  die 
Strecke  L^H  im  Falle  |jl^  1  gleich  der  durch  Zerlegung  von  P=\ 
nach  den  Richtungen  von  U  und  D  gewonnenen  Seitenkraft  \D\  sein 
muß*),  bei  Auftieten  eines  Multiplikators  |jl  also  gleich  der  Seitenki-aft 

einer  Last  —  (Fig.  343g). 

146.   Die  Einflnßfläolie    für  die   Querkraft  Q  ün   Felde  F^F._ 
zeigt  Fig.  344;  ihre  Aufzeich- 
nung empfiehlt  sich  bei  Unter-  ,^\^         r.    .    ^     ^    ^ 

suchung    von    Parallelträgem,      ^//^^^l"^^^    Nt^7^^1^N|ff 
da  hier  die  Spannkräfte  in  den  '        J^'f  ^        t^'  ; 

Füllungsstäben  durch  die  Quer- 
kräfte Q  bestimmt  sind.  Nach 
Eintragung  der  Geraden  B"J 
wird  A!'L^  ||  B"L2  gezogen. 
Der  Multiplikator  ist  =  1 :  v. 
Der  Beweis  wird  wie  in  Nr.  145 
geführt 

Den  JB[räftemaß8tab  wird  man  in  Figur  343  and  344  zweckmäßig  so  wählen, 
daß  die  Lasteinheit  durch  eine  Sti-ecke  von  der  Länge  r  dargestellt  wird.    Dann 


"  a  F/äcA, 


Fig.  344. 


♦)  Vergl.  Band  I,  Seite  240,  Fig.  226.    Bei  obenhegender  Fahrbahn  erfolgt  die 
Zerlegung  nach  den  Richtungen  0  und  I). 
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wii-d  der  Multiplikator  der  ^-Fläche  und  (>-Fläche  =  1,  der  Jf,„-Fläche  =  x»  und 
der  D'Fl&che  =z  DjL, 

147.  Gehört  der  Stützpuiikt  C  nicht  der  belasteten  Gurtong  an,  so 
ist  P"  kein  Punkt  der  dem  Seilzuge  Ä'C'B"  einbeschriebenen  C-Linie. 

Die  Gerade  B"J  geht  aber  nach  wie  vor 
durch  den  Punkt  C",  imd  c  bedeutet  auch 
hier  den  Abstand  des  Punktes  C"  von  der 
SchluJSlinie  Ä'B'\  Vergl.  Fig.  345,  welche 
einen  Teil  der  .4-Fläche  darstellt 

148.  Der  Einflofi  einer  Temperatnr- 
ändenmg  auf  den  Stützenwiderstand  C  ist 
ganz  allgemein: 

Sc, 


'r>J9" 


Fig.  345. 


c;=i 


Sc. 


wo  5^,  und  8^^  die  Senkungen  bedeuten,  welche  der  Knotenpunkt  C 
des  einfachen  Balkens  AB  infolge  einer  Erwärmung  bezw.  infolge  der 
Belastung  C  =  —  1  erfährt  Wird  eine  gleichmäßige  Erhöhung  der 
AufsteUimgsteraperatur  vorausgesetzt  und  der  Abstand  des  Punktes  C 
von  der  Wagerechten  AB  mit  e  bezeichnet,  so  ergibt  sich  8et  =  6fe. 
Für  8.,  ist  der  Wert 


'ee 


einzuführen,  unter  Wp  die  Polweite  des  Seilzuges  A  C  B  verstanden. 
Es  muß  nämlich  die  Ordinate  c  des  für  den  Zustand  C=  —  1  ge- 
zeichneten Seilpolygons  multipliziert  werden:  mit  1 :  EF^^  weil  die  EF^- 
fachen  Gewichte  w  benutzt  worden  sind,  mit  Wj.,  weil  die  Polweite 

nicht  =  1  gewählt  worden  ist  und  mit    ,- VV  '  y*'  ^'^^  ^^  Höhe  des 

/   / 

Momentendi'eiecks  ÄC'B'  für  den  Zustand  C=  —  1  gleich  y-i_*,- 
statt  =  2/«  ist    Infolgedessen  ergibt  sich  der  Stützenwiderstand 


(1) 


^^^eEI\ey.(l,-\-l,) 


elJ^Wp 

dessen  Einfluß  auf  die  Stabkräfte  am  besten  mit  Hilfe  eines  Cremona- 
schen  Kräfteplanes  untersucht  wird.  In  der  vorstehenden  Formel  ist 
Wp  als  Zahl  aufzufassen,  welche  mit   dem  Maßstabe  gemessen  wird, 

'US 

nach  welchem    die  Zahlen  w  =  -~^   aufgetragen  worden  sind.     Die 

Strecken  e,  y^-^  Z^,  Zg,  c  messe  man  mit  dem  Längenmaßstabe  der 
Zeichnung. 
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In  der  Regel  wird  beim  durchgehenden  Balken  der  Einfluß  einer 
Temperaturänderung  gar  nicht  berücksichtigt  und  für  unwesentlich 
erachtet.  Dies  letztere  trifft  aber  nur  bei  gleichförmiger  Erwärmung 
zu,  und  es  möge  daher  noch  der  wichtige  Fall  betrachtet  werden,  daß 
die  obere  Gurtung  infolge  Sonnenbestrahlung  eine  um  A^  höhere 
Temperatur  annimmt  als  die  untere.  Man  rechnet  dann  genügend 
genau,  wenn  man  den  Püllungsstäben  und  der  unteren  Gurtung  den 
Wert  ^  =  0  zuschreibt  imd  die  Längenänderungen  der  Obergurtstäbe 
(zunächst  für  6  =  1)  nach  der  Formel  ^s  =  slt  bestimmt     Nun  er- 

mittle  man  die  Gewichte  w\  = = der  unteren  Kjioten- 

r  r 

punkte,  verbinde    dieselben   durch    ein  Seilpolygon  (Polweite  =w,^ 

und  messe  unter  C  die  Ordinate  c,  (Fig.  318  e).     Man   findet   dann 

8^,  =  —  &WtpCt  und 

(2)         C=—  ^^^rCj!u(J,_±l^)    w,p  ^^ 
^  '  cl^l^  Wp       ' 

u\p  ist  eine  Zahl,  welche  mit  dem  Maßstabe  gemessen  werden  muß, 
nach  welchem  die  Zahlen  iv^  aufgetragen  worden  sind.*)  Ist  die  obere 
Gurtung  um  Lt  kälter  als  die  imtere,  sö  entsteht  ein  positives  (7,. 

Es  möge  noch  für  die  in  Fig.  346  dargestellte  Ti-ögerform  eine  Näherungsfonnel 
für  Ct  aufgestellt  werden.    Dazu  gehen  wir  von  dem  Ausdrucke 

(3)  C.=    -^^''''- 


EF 


aus,  wo  S'  die  durch  die  Belastung  (7=  —  1  La  den  Stäben  des  einfachen  Balkens 
AB  hervorgerufenen  Spannkräfte  bedeuten.  Wir  berücksichtigen  nur  die  libgen- 
änderungen  der  Gurtstäbe  und  erhalten  für  diese  Stäbe  die  "Werte 

S'=:i^      _L/  \  /    (^^®  Seitenöffnung), 

_        Ix 
S'z^jL.   -.  -,S.  ,-  (rechte  Seitenöffnung). 

Die  oberen  Vorzeichen  gelten  für  die  obere,  die  unteren  für  die  untere  Gurtung.  Es 
ergibt  sich  also  bei  unendlich  kleiuer  Feldweite 

h  h 

^^     EF"  (/i  +  /,)«  L  V  h^EF  ^  V  ßi^EFJ 

9  o 

Diesen  Ausdruck  schreiben  wii*  in  der  Form 


*)  In  der  Begel  empfiehlt  es  sich,  für  die  verhältnismäßig  großen  Gewichte 
wt  einen  anderen  Maßstab  zu  wählen  als  für  die  Gewichte  w. 
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w(^  F,  und  h,  die  "Werte  von  F  und  h  über  der  Mittelstütze  bedeuten,  während 

K^F. 


h^F 

ist.    Die  Querschnittsinhalte  F  mögen  sich  mit  x  so  ändern,  daß  ta  eine  lineare 

Funktion    ist,    welche    an    den  Trägerenden   die   Werte   Oj    bezw.  o,    annimmt. *) 
Dann  ist 


%- 


^\ 


und  man  erhält 


Fig.  346. 


EF  ""  6A^>;V(^  +  ^»)' 


Weiter  ergibt  sich  für  die  um  Ht  er^'ännte  ol)ere  Gui'tunj^ 


Da  nun 


o  o 


80  gelangt  man  schließlich  zu  der  Formel 


(4) 


Ct  =  —  6iEF,tkt 


'1+1  + 'i'J'» 


'.',       '.(3  +  «.)  +  ^(3+«,)' 


wo  (mit  den  abkürzenden  Bezeichnungen  -~-  =  Ti  und   -—  =  t,) 


(5) 


(6) 


«1  = 


8    ' 


0,= 


*)  Es  ist  dies  dieselbe  einfache  Annahme,  die  in  Nr.  135  bei  der  Berechnung 
des  Bogens  mit  eingespannten  Kämpfern  gemacht  wui*de. 
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Das  Biegongsmoment,  welches  d  über  der  Mittelstütze  erzeugt,  ist 

es  ruft  in  der  oberen  oder  unteren  (lurtung  die  Spannkraft 


h. 
und  die  Spannung 

.      M 


hervor.    Man  erhält  also  über  der  Stütze  die  Beanspruchimg 

(7)  a  =  ±6e^A^-.  ,,  .^'^; +[':^  .      r- • 

/,  (3  +  «i)  +  «I  (3  +  o,) 

Der  Stützenwiderstand  ist,  absolut  genommen, 

(8)  G  =  a/;*'<^)  +  ^>. 

'l*t 

Ist  /,=/,=  /,    4ij  =nj>,  =  v];,    «t  =  «j  =  a, 

so  ergibt  sich 

(9)  a  =  6£^A<3-*^  ' 

(10)  r,  =  2aF,  *• 


Für 

T  =  l         2         3         4         56  7         8         9        10 

erhält  man 

4,  =  0,500  0,614  0,676  0,717  0,747  0,770  0,788  0,803  0,816  0,830. 

Für  Äj  =  0  also  für  t  =  oo  wii-d  4*  =  1. 

Es  sei  z,  B.  /^  =  /,  =  30-,  h,  =  4,5"»,  Äj  =  ä,  =  2,25-,  also  h, :  A,  =  2  und 
4  =  0,614;  ferner  F^  =  100  qcm  und  JF;  =  300  qcm,  mithin  a  =  3  •  2«  =  12.  Dann 
ergibt  sich  für  A/  =  20«  und  für  Flußeisen 


ferner 


a  =  6 .  26 .  20  ^-^^^  =  i-d.  120  kg/qcm, 
C,  =  —  2 . 1 20 .  300  ^^  =  — 10  800  kg. 


Die  vorstehenden  Foiineln  gelten  auch  für  den  Fall  einer  geneigten  oberen  Gurtung, 
weil  secß  so  wenig  von  1  abweicht,  daß  man  A^secß  konstant  annehmen  darf. 

Wir  erinnern  wieder  daran,  daß  der  vorstehenden  Rechnung  die  ungünstige 
Voraussetzung  starrer  Füllungsstäbe  zugrunde  liegt.  Dafür  ist  der  durch  Foimel  (1) 
gegebene  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Ei-wännung  vernachlässigt  worden.  Will  man 
nach  Berechnung  sämtlicher  Stabquersohnitte  Ct  genauer  bestimmen  (was  immer  zu 
empfehlen  ist)  so  benutze  man  die  Formel  (1).  Daß  dies  nicht  ganz  überflüssig  ist, 
haben  wir  in  dem  im  §  11  dui-chgeführteu  Zahlenbeispiele  gesehen. 

149.  Bei  der  Drehbrücke  „Neuhof"  über  den  ßeihei-stieg  bei  Hamburg-Neuhof 
hat  die  Maschinenbaugesellschaft  Nürnberg  die  in  der  Figur  347  dargestellte  eigen- 
artige Anordnung  der  Füllungsstäbe  gewählt.    Es  mögen  die  Formeln  für  die  Ge- 
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Wichte  tr  mit  Berücksichtigang  der  Längenänderungen  der  Füliangsstäbe  aofgestellt 
werden.  Zu  beachten  ist  zunächst,  daß  im  Belastungsfalle  C=  —  1  sämtliche  Ver- 
tikalen spannungslos  sind,  daß  also  die  (rewichte  iCm  und  Wk  der  dem  gewöhnlichen 


Strebensystem  angehörigen  Knotenpunkte  m  und  k  nach  den  auf  Seite  105  abgt> 
leiteten  Formeln 


«"••  = 


Ao„  sec  p«,  +  A^/».  sec  y.,  +  ^ffm+l  sec  <^m + 1 

hm 


+  AWfc—  Af/*sec9*  — A^fc  +  i  sec9*+i 
»/•*  =  ■—      -  -  - - 


zu  berechnen  sind. 


1 

X 


-■  r  «^^  \ .1,. 


Fig.  348. 


Fig.  349. 


ümT?r«  für  den  Knotenpunkt  a  zu  finden,  berechne  man  für  den  in  Fig.  348 
dargestellten  Belastungsfall  die  Stabkräfte  [jl;  man  findet 


für  den  St'ib  o  den  Wert  jj.= 


sec  ß 


cot^  9' 


^1        1 


w 


,,    J^-  X' 


•^  X  sm  9 

,,      11       11    '/     17        V     ^■  =  +  (^,^-+      ^*      jsec9. 
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lind  hierauf  mittels  der  Jiuf  Seite  105  abgeleiteten  Formel 

—  Aosec  ß  +  Arf8ec9  + Arf'seco'       cotg©" 

'''  = TT. +-X'- 

(Arf'  sec  <p'  —  Arf"  sec  9"  —  AmO- 
In  derselben  Weise  werden  die  Gewichte  tcg  und  w^  berechnet. 

Nun  bestinmit  man  für  den  in  Fig.  349  angegebenen  Bela.stungszustand 

für  den  Stab  u'  den  Wert  jx  =  -f  ^-^-^- 


1?      11       ^^ 


"i^       '? 


1«      »1       ^^ 


1^      t"       11 
und  findet  schließlich 


__       cotg  9'" 

*^  ^'        1?     f^  ~~~  "1   "    ~\ff 

,'  cotg  9' 

....  cotg  9'" 

f/       „        „     p.  = °,/      sec  9 

i"  /  ,    cotg  9'       cotg  9'"  \ 

d       „         „     f^  =  \^H y-      X"      /        ^  ' 


t€^  =  — ^i-—  (Am  +  ^a    sec  9    —  Aa  sec  9  )  -j T" 

(Aw"  —  Arf"  sec  9"  —  A(/'"  sec  9'"). 

In  derselben  Weise  berechnet  man  ir«,  try  und  m>. 

Die  vorstehende  Entwicklung  zeigt,  daß  die  Berechnung  der  Gewichte  w  für 
Ausnahmefälle  nicht  die  geringsten  Schwierigkeiten  bereitet  Man  denke  aber  auch 
daran,  daß  für  solche  Falle  noch  das  sehr  allgemeine  WilliotschQ  Verfahren  zur 
Verfügung  steht.  Im  vorliegenden  Falle  gibt  der  Verfasser  allerdings  der  Ver- 
wendung der  Gewichte  w  den  Vorzug,  weil  nach  Berechnung  der  für  beide  Ver- 
fahren erforderlichen  Längenänderungen  Ao,  äu  und  ^d  die  Ausrechnung  der 
Werte  w  so  wenig  Zeit  in  Anspruch  ninmit,  daß  die  größere  Einfachheit  und  Ge- 
nauigkeit der  Seillinie,  gegenüber  dem  zeichnensch  viel  umständlicheren  und  mit 
größeren  Fehlem  behafteten  Verfahren  von  Wüliot^  die  geringe  rechnerische  Mehr- 
arbeit wieder  ausgleicht.  Auch  lassen  sich  die  Seillinien  stets  schnell  durch  Kech- 
mmg  bestimmen. 


§  13. 

Durchgehender  Balken  mit  vier  Stützpunkten. 

150.  Die  Widerstände  der  Endstützen.  Als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größen  führen  wir  die  Widerstände  Xa  =  Ä  und  Xf,  =  B 
der  Endstützen  ein,  weisen  den  Angriffspunkten  derselben  die  Ordnungs- 
ziffern a  und  b  zu  und  erhalten  mit  den  auf  Seite  147  erkläi-ten  all- 
gemeinen Bezeichnungen  : 

-  BKb  +  Kt 
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wo  8.,  8j  die  lotrechten  Verschiebungen  sind,  welche  die  Punkte  a  und 
b  infolge  der  Nachgiebigkeit  der  Widerlager  gegen  die  durch  die  beiden 
mittleren  Stützpunkte  bestimmte  Gerade  eifahren;  sie  werden  in  der 
Regel  gleich  Null  gesetzt 

Das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  (Zustand  ^  =  0,  J?  =  0)  ist 
ein  Balken  mit  über  die  Stützen  C^\  (\'  ragenden  £kiden:  seine 
Biegungslinien,  gezeichnet  für  die  Zustände  -4  =  —  1,  J5  =  —  1,  liefern 
die  Verschiebungen  8^„,  8,„,  8»,,  5^»,  8,»,  8»^. 


/'P'ff 


Fig.  .350. 


Die  Momentenfläche  des  Zustandes  ^  =  —  1  besteht  aus  einem 
Dreieck  /  (Fig.  350b)  von  der  Höhe — /,,  mit  dessen  Hilfe  die  ?/?- 
Kräfte  genau  so  berechnet  werden  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Bei- 
spielsweise ist  bei  YcmachläSv^igung  der  Formänderungen  der  Füllungs- 

v  's    F 
Stäbe  das  Gewicht  des  Kuotens  k:   i4\  =  —  ^*  *  ~^--    Die  Gemchte 

ri     Fy 

w'  sind  negativ;  es  entspricht  ihnen  also  ein  nach  oben  gebrochener 
Seilzug  /*),  dessen  lechte  Endseite  als  Biegungslinie  des  spannungs- 
losen Trägerteiles  C^B'  —  der  nur  eine  Drelumg  aber  keine  Porm- 


*)  In  Fig.  350  zeiclineten  wir  der  Einfachheit  wegen  Seilkui-ven.    Auch  haben 
wir  die  Höhen  der  Momentendreiecke  in  kleinerem  Maßstäbe  aufgetragen. 
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yeränderong  erfährt  —  au&ufassen  ist  Nach  Eintragung  der  durch  die 
Stützpunkte  C^C^  bestimmten  Schlußlinie  ergibt  sich  die  inEig.  321c 
schraffierte  Fläche  als  Biegungsfläche  für  den  Zustand  ^  =  —  1;  sie 
liefert  die  Verschiebungen  5^.,  8,.,  8»«. 

Granz  in  derselben  Weise  wird  die  Biegungsfläche  für  den  Zustand 
^  =  —  1  erhalten  und  damit  8^^,  8«»,  8«»,  gewonnen  (wobei  die 
Zeichenprobe  8.j  =  8j«  zu  beachten  ist),  so  daß  jetzt  alle  Werte  ge- 
geben sind,  durch  welche  der  Einfluß  einer  Last  P^  bestinmit  ist 
Dieser  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen 

l  0  =  P^8«j  —  A\^  —  P8ftft, 

und  zwar  erhält  man  A  und  B  als  lineare  Punktionen  der  Veränder- 
lichen 8««,  8«,».    Beispielsweise  wird 

(3)        A  =  ir.8^«  +  ^**-.n 

wo  K^  und  Zi  feste,  von  der  Lage  der  Last  P  unabhängige  Werte 
sind,  und  dafür  darf  man  auch  schreiben:  ^  =  Ä.  (8^.  -|- K'h^^^  wo  K' 
einen  neuen  Festwert  bedeutet  Da  nun  nach  diesem  Gesetze  A  pro- 
portional der  um  K'h^^  vermehrten  Ordinate  8.,«  ist,  da  femer  einer 
im  Stützpunkte  C^  oder  C,  angreifenden  Last  P  der  Wert  -4  =  0  ent- 
spricht, und  da  endlich  die  im  Stützpunkte  A  wirksame  Last  P  den 
Gegendruck  A^=P  hervorruft,  so  ergibt  sich  die  folgende  einfache 
Darstellungsweise  der  ^-Fläche  (Fig.  350f). 

Man  zeichne  den  Seilzug  //  der  Gewichte  w"  =  -^-ö — J,   mit  be- 

y's    F 
liebiger  Polweite  und  führe  hierauf  das  die  Gewichte  w'  =  -^ — ^ 

verbindende  Seilpolygon  I  durch  die  Punkte  1,  2  und  3,  in  denen  das 
Polygon  II  die  Senkrechten  durch  die  Stützen  Cj,  C,,  5  schneidet  Die 
von  beiden  Seilzügen  eingeschlossene  Fläche  ist  die  gesuchte  -4-Fläche. 
Mit  den  aus  Fig.  350f  ersichtlichen  Bezeichnungen  iq  und  v  erhält  man : 

(4)         ^  =  -^.P 

und,  wenn  die  Lasteinheit  P  durch  eine  Strecke  von  der  Länge  v  dar- 
gestellt wird,  was  hier  vorausgesetzt  werden  möge,  -4  =  *»]. 

Das  Seilpolygon  /  läßt  sich  sehr  schnell  zeichnen,  weil  die  rechte 
äußerste  Seite  durch  die  Punkte  2  und  3  festgelegt  ist  Bringt  man 
diese  Seite  mit  der  Mittelkraft  der  zwischen  den  Stützpunkten  Cj 
und  Cj  liegenden  Gewichte  w'  zum  Schnitt,  so  bestimmt  dieser 
Schnittpunkt  und  der  Punkt  1  die  Lage  der  durch  1  gehenden  Seite 
des  Polygons  L 

MQUer-Breslau,  Graphische  Statik.  II.  1.  24 
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161.  Temperatnr&ndermigeii.    Um  noch  die  wichtige  Au^pabe  des 
Einflusses  der  ungleichen  Erwärmung  der  beiden  Gurtungen  zu  lösen^ 

zeichnen  wir  das  Seilpolygon  (///)  (Kg.  350)  der  Gewichte  u;,= , 

wo  8  die  Stablängen  der  um  A^  starker  erwännten  Gurtung  bedeuten, 
bestimmen  die  Strecken  5«,  und  5»,  und  lösen  die  Gleichungen  auf: 

wo  Wm  die  Polweite  des  Seilpolygons  ///  bedeutet    Die  Multiplikation 
mit  dem  Ausdehnungskoeffizienten  e  ist  erforderlich,  weU  u\  nicht  gleich 


A^ 


,  sondern  = gesetzt  worden  ist 


?'  r 

Man  erhält 


ßi  =  iWui~ 


KaKt  f^ba^at 


Ka^hh 8fta8ai 


\t  —  8|.l 


ha 


=  ^Wui 


Ka 


[<  Ka      Kb  1 

8a o     8tft  J 


8 


bb 


Fig.  351. 


Bestimmt  man  mm  mittels  der  durch  die  Punkte  1  und  2  der  Seü- 
polygone  /und  //gelegten  Geraden  die  Strecken  t)..,  tj.»  und  t)».  =  tj^^, 
Fig.  351,  so  findet  man,  da  ja  /  und  //  in  einem  gewissen,  hier  gleich- 
gültigen Maßstabe  die  Biegungslinien  für  die  Belastungszustände  A= —  1 
und  B=  —  1  vorstellen. 


8„, 


=  .^•_  und  4'--  •  l'- 

''laa  0„o        O^b 


'*\ba        flab  ^a» 


loa 


•^*6 


aa 


Da  mm  weiter 


8..= 


ist,   wo  Wji  die  Polweite  des  Seilpolygons  bedeutet,    so   erhält   man 
schließlich  den  einfachen  Ausdruck 
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und  auf  dieselbe  Weise  findet  man 

Wj^  Wwi  Wju  sind  Zahlen,  welche  mit  dem  Maßstabe  gemessen  werden, 
in  welchem  die  entsprechenden  Gewichte  w%  w'\  w^  angetragen 
worden  sind. 

152.   Untersuoliiuig  einer  Seitenöflhong.    Aus  der  Einflußlinie  für 
-4,  welche  zweckmäßig  auf  eine  wagerechte  Nullinie  {JC^'  C^'B"  in 


nni.i,|.H...iiiMiiiiiiifl!il^^  {>y* 


Fig.  352. 


Eig.  352)  bezogen  wird,  lassen  sich  nun  alle  zur  Berechnung  der  ersten 
Öffnung  erforderlichen  Einflußflächen  auf  dieselbe  Weise  ableiten  wie 
(dies  im  §  12  für  den  Träger  mit  drei  Stützen   geschehen   ist    Die 

24* 
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Eigoren  352b,  c,  d  sind  ohne  weiteres  verständlich,  wenn  beachtet 
wird,  daß  der  Einfluß  der  rechts  vom  Schnitte  tt  gelegenen  Last^i 
auf  das  Moment  Jf^,  die  .Querkraft  Q^^i  und  die  Spaunkraft  D  pro- 
portional dem  Stützenwiderstande  Ä  ist,  weil  dann  links  von  tt  nur 
die  äußere  Kraft  A  angreift,  und  daß  alle  Einflußflächen  in  die  einem 
einfachen  Balken  AC^  entsprechenden  übergehen  müssen,  sobald  die 
gebrochene  -4-Linie  durch  die  Gerade  A"  C^'  (d.  L  die  ^-linie  des 
einfachen  Balkens  AC^  ersetzt  wird. 

Um  die  M^-FWche  zu  erhalten,  bestimme  man  m"  senkrecht  imter 
m  und  ziehe  die  Gerade  A"m\    Multiplikator  =  a:^. 

Die  Q'FUiche  für  das  (w  +  V)^  Feld  entsteht  nach  Ziehen  der 
wagerechten  Geraden  A"L^  durch  Eintragung  der  Geraden  L^L^^ 
Multiplikator  =  1. 

Der  Punkt  L^  der  D-Fläche  ist  in  Kg.  352  d  auf  vierfache  Weise 
bestimmt  worden,  nämlich  mittels  der  Bedingung,  daß  der  Schnitt- 
punkt i"  von  Li  A"  und  B"  J  senkrecht  unter  dem  Treffpunkte  %  der 
Gurtstäbe  0  und  TJ  liegen  muß,  sodann  mit  Hilfe  der  den  einfadien 
Balken  AC^^  ^^t^  ^-B  entsprechenden  Nullpunkte  N^^  N^^  ^j*) 
Das  einfachste  aber  ist,  die  Strecke  HL^  mit  Hilfe  von  [2?],  veigL 
Eig.  343  f  und  g,  zu  ermitteln. 

In  Eig.  350  e  wurde  noch  mittels  der  ^-linie  die  Einflußfläche  für 
das  Moment  Jfci  (Stütxenmoment) ,  welches  wir  in  der  Folge  kürzer 
mit  Mj  bezeichnen  wollen,  bestimmt;  der  Multiplikator  ist  =  i^;  und 
in  derselben  Weise  ließe  sich  mit  Hilfe  der  J?-Linie  die  Einflußfläche 
für  das  Stützenmoment  Mc^  =  Mu  herleiten. 

Zwischen  den  Momenten  Mj  und  Mu  besteht  eine  für  die  folgen- 
den Untersuchungen  wichtige  Beziehung.  Bringt  man  nämlich  nur 
eine  rechts  von  C,  und  im  Abstände  5  von  (7,  angreifende  Last  auf 

(Fig.  353),  so  entspricht  dieser  nach  Fig.  350  c  der  Wert  8^.  =  -?-^ 

und  die  erste  der  Gleichungen  (1)  geht  (wegen  8.»  =  8»i)  mit  8.  =  0, 
8«,  =  0  über  in: 

0  =  P8,.-|-  — ^8..  — £8,.; 

sie  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

All  =  ^i  ™d  ^h  —P^  =  Ma 
umformen  in 

Mj  /,   8,. 

und  führt  zu  dem  wichtigen  Gesetze: 


*)  Die  Hilfslinien  wurden  in  Fig.  352  fortgelassen.    Yergl.  dafür  Fig.  343  a  o.  1 
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Wird  nur  eine  AußenöffnunJg  belastet,  so  nimmt  das  Ver- 
hättnis  Mn :  Mj  einen  von  der  Größe  und  Lage  der  Lasten 
unabhängigen  Wert  an*) 

Die  Momentenlinie  der  Öffnung  l^  besteht  also,  falls  nur  die  Öff- 
nung l^  belastet  wird,  aus  einer  durch  einen  festen  Funkt  L  gehenden 
Geraden,  und  die  Lage  dieses  Punktes  kann  auf  die  in  Fig.  353  ge- 
zeigte Weise  ermittelt  werden«    Man  findet  nämlich: 


—  Mn :Mi=e':e-=  cotg ß  :  cotg  a 


Fig.  363. 


Ganz  in  derselben  Weise  läßt  sich  mit  Hilfe  von  5»»  und  5«^  der 
feste  Funkt  R  bestünmen,  durch  welchen  im  Falle  ausschließlicher 
Belastung  der  Öffnung  l^  die  Momentengerade  der  Öffnung  2,  geht 
Man  nennt  die  Funkte  L  und  R  Festpunkte,  die  ihre  Lage  bestim- 
menden Lotrechten  sind  in  Fig.  350  c  und  e  (strichpunktiert)  einge- 
tragen und  mit  (L),  (-B)  bezeichnet  worden. 

In  der  Folge  werden  wir  für  die  Yerhältnisse  zwischen  den  Strecken, 
in  welche  die  Öffnung  2,  durch  die  Festpunkte  zerlegt  wird,  die  Be- 
zeichnungen einführen: 

e         LCf  RCf         , 

—  = ^-  =  x:  =x  . 

e        LC^  RC^ 

Wir  erhalten  dann,  je  nachdem  nur  die  rechte  oder  nur  die  linke 
Außenöffnung  belastet  wird, 

Mu  =  —  y-Mi  bezw.  Mj  =  —  y! Mn. 

Wenn  man  die  ^-Fläche  nach  dem  in  Fig.  350f  angegebenen 
Verfahren  zeichnet,  so  stellen  die  Seilpolygone  /  und  II  die  Biegungs- 


*)  Kennt  man  also  den  zur  Öffnung  l^  gehörigen  Zweig  der  iKrlanie,  so  kann 
man  sofort  den  entsprechenden  Zweig  der  Afjr-Linie  zeichnen,  oder  umgekehrt.  •  Hat 
man  innerhalb  der  Öffnung  /,  einen  Belastungszug  so  auifgestellt,  daß  if/  (absolut  ge- 
nommen) möglichst  groß  ist,  so  entspricht  derselben  Zugstellung  auch  ein  Größtwert 
von  Mn* 
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linien  für  die  Belastungszustände  Ä  =  —  1  und  J9  =  —  1  in  ver- 
schiedenen Maßstäben  vor.  Dies  macht  aber  nichts  aus,  da  es  bei 
der  Bestimmung  der  Festpunkte  nur  auf  die  Verhältnisse  8.« :  8>«  und 
8„ :  8.»  ankommt 

153.  üntennoliimg  der  Mittelöffnnng.    a.   Querkr&fte.    Für  das 

m'«  Feld  ergibt  sich  nach  Band  I,  Seite  162,  Gleich.  (2) 


<?-  =  <?.«  = 


i* 


WO  Oo«  die  Querkraft  für  das  w*«  Feld  eines  einfachen  Balkens  / — II 
bedeutet.     Die  aus  GleicL  (6)   gefolgerte  Darstellung   der  ©^-Fläche 


Öi^liSCc^e/  /u  'f 


Fig.  354. 


zeigt  Fig.  354;  sie  erfordert  nach  Auftragung  der  durch  die  Einfluß- 
linien für  Mi  imd  Mn  bestimmten   .-  {Mn  —  Jf/)-Linie  nur  das  Ziehen 

der  parallelen  Geraden  IJ"  und  IIJ'  imd  der  Geraden  L^L^\  die 
letztere  ändert  ihre  Lage  von  Feld  zu  Feld,  die  anderen  Linien  können 
für  die  ganze  Mittelöffnung  benutzt  werden. 

b.   Momente.     Zwischen  den  Querkräften  und  den  Momenten  be- 
stehen Beziehungen  von  der  Form 


(7)        Ö-  =  - 


-M-  —  M^-\ 


\, 


Bei  gleichlangen  Feldern  kann  man  also  mittels  der  Gleichung 

die  M:  X-Flächen  schrittweise  aus  den  ©-Flächen  herleiten,  indem  man 
von  der  bereits  durch  die  Jfj :  Z^-Fläche  bestimmten  Jlfj:  X-Fläche 
ausgeht 


§  13.    Durchgehender  Balken  mit  vier  Stützpunkten. 


375 


Zu  einer  anderen  Darstellung  der  Einflußlinien  für  die  Momente 
gelangt  man,  wenn  man  den  Einfluß  einer  Einzellast  P  auf  sämtliche 
Querschnitte  verfolgt  Kg.  355  a  zeigt  die  Momentenfläche  für  den  im 
Punkte  C  mit  P  belasteten  Balken;  sie  ist  bestimmt  durch  die  Stützen- 


momente  Mj  =  r\j  und  Ma  =  iqjj  und  durch  das  Moment  CS  =  P 


k ' 


welches  P  im  Querschnitte  C  eines  einfachen  Balkens  III  erzeugen 
würde.    Die  Punkte  8  liegen  in  einer  Parabel,   deren  Pfeühöhe  für 

P  =  1  gleich  -^  ist    Es  empfiehlt  sich,  den  Wert  1  •  -^  als  Moment 

aufzufassen  und  den  Maßstab  hierfür  nicht  zu  klein  zu  wählen.    Der 


Fig.  355. 


Einfluß  von  P  =  1  auf  das  Moment  für  irgendeinen  Querschnitt  E 
ist  Jf  =  P\  Zeichnet  man  also  die  Momentenflächen  für  alle  Lagen 
von  P=  1,  so  erhalt  man  sämtliche  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  die 
Momente.  Wir  wollen  aber  die  in  Mg.  355  dargestellte  Konstruktion 
nur  zur  Ermittlung  der  Ordinate  tt],  des  Punktes  C  benutzen,  den  wir 
in  der  Folge  kurz  die  Spitze  nennen  wollen.  Die  Zweige  IC  und  CII 
(Fig.  355  c)  lassen  sich  dann  sehr  schnell  mit  Hilfe  der  folgenden  ein- 
fachen Betrachtung  zeichnen. 
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In  Fig.  356  haben  wir  den  Ort  der  Spitzen  C  und  die  Zweige 
CII  einer  Mittelöffnung  mit  10  gleich  langen  Feldern  dargestellt  Für 
den  mit  der  Stütze  I  zusammenfallenden  Querschnitt  ist  dieser  Zweig 
die  Jfj-Iinie.  liegt  nun  die  Last  P  =  1  im  Knotenpunkte  4,  so  ist 
für  die  ersten  vier  Felder: 

Ol  =  e,  =  Öa  =  Oi. 


und  daraus  folgt,  wegen  Q^  = 


,  bei  konstantem  \ 


(8)        M^—Mj  =  M^  —  M^  =  M^  —  M^=M^—M^. 


Fig.  356. 


Es  wird  also  der  Abstand  C^D^  des  Orts  der  Spitzen  von  der  ifj-Linie 
durch  die  rechten  Zweige  der  Einflußlinien  für  Jf,,  M^  und  M^  in 
vier  gleiche  Teüe  zerlegt  und  ganz  allgemein  der  Abstand  C^D^  in 
m  gleiche  Teile. 

Tritt  die  Last  auf  die  rechte  Seitenöffnung  über,  so  ist  die  Quer- 
kraft Q  für  sämtliche  Felder  der  Mittelöffnung  gleich  groß.  Besitzt 
also  die  rechte  Seitenöffnung  n  gleich  weite  Felder,  so  hat  man  zur 
Bestimmung  der  zu  l^  gehörigen  Zweige  der  Einflußlinien  für  Jtfj,  -äf„ 
Jfj  . . .  Jf^.i  nur  nötig,  die  von  den  Einflußlinien  für  Mj  und  Ma  auf 
den  Senkrechten  durch  die  Knotenpunkte  abgeschnittenen  Strecken  in 
n  gleich  lange  Teüe  zu  zerlegen.  In  Fig.  857  ist  dies  für  den  Fall  dar- 
gestellt worden,  daß  die  Öffnung  I-II  6  gleich  lange  Felder  besitzt 

Sind  die  Feldweiten  nicht  gleich  lang,  so  findet  man  an  Stelle 
von  Gleich.  (8)  die  Beziehung 
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(9)     (Mi~M,)  :  (Jf,  — Jf,)  :  (M^  —  M^) :  (jlf.  — 3f,)  =  X, :  X, :  X, :  X^; 
man  maß  also   die  Strecke  1)^C^  in  Teile  zerlegen,   die,  von  unten 
nach  oben  gezählt,  sich  zueinander  verhalten  wie  X^ :  X, :  X, :  \. 


Elg.  368,  die  sich  auf  eine  Mittelöffnung  mit  6  Feldern  bezieht, 
zeigt  die  Ausfühmng  dieser  Teilung.  Es  empfiehlt  sich,  mindestens 
zwei  Scharen  von  Parallelen  für  größere  ond  kleinere  Ordinaten  zu 


In  derselben  Weise  werden  die  linksseitigen  Zweige  der  Jf-Linie 
bestimmt 


£ennt  man  aber  die  Einflußlinien  für  die  Momente  M,  so  bereitet 
die  Barstellung  der  Einflußlinien  für  sämtliche  Stabkräfte  nicht  die 
geringsten  Schwierigkeiten.  Wir  verweisen  besonders  auf  das  ausführ- 
liche Zailenbeispiel  im  §  11*)  und  machen  nur  noch  auf  eine  Verein- 
fachung aufmerksam,  die  bei  dem  in  der  Kegel  vorliegenden  Falle  einer 

*)  Im  vorliegendeu  Falle  sind  natürlich  die  Momeate  iU^  für  zwei  senkrecht 
ubereimmder  liegende  Punkte  m  gleich  groll;  iC  =  JfJI- 
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geradlinigen  oberen  oder  unteren  Gurtung  zu  einer  erheblichen  Zeit^ 
erspamis  führt 

Ist  die  eine  Ourtung,  beispielsweise  die  obere  Ourtung,  geradlinig 
und  ß  ihr  Neigungswinkel,  Fig.  369,  so  besteht  zwischen  V^  und 
i3^+i  die  Beziehung 

F^  cos  ß  +  2?« + 1  cos  (ß  4-  9^ + 0  +  J"«  cos  ß  =  0 , 
und  aus  dieser  folgt 

V  P 

— ^  =  — J5,+iCOS9^+, ~i-, 


wo  Y  = 


cos(ß  +  9^^.,) 
cosß  COS  9^+1 


Fig.  359. 


Solange  also  der  Knotenpunkt  m  unbelastet  ist,  stinunt  die  EinfluS- 
linie  für  —  V^:y  mit  der  Einflußlinie  für 

Überein.  An  der  Stelle  m  unterscheiden  sich  die  Ordinaten  dieser 
beiden  Linien  um  den  Wert  1 :  y. 

Wir  wollen  noch  zwei  andere  Verfahren  zur  Ermittlung  der  Ein- 
flußlinien der  Stabkräfte  angeben. 

Das  erste  setzt  gleiche  Feldweiten  voraus  und  beruht  auf  Ver- 
wertung des  in  Band  I,  §  33,  mitgeteilten  Zimmermannschen  Ver- 
fahrens. Es  ist  in  Fig.  360  für  einen  Teil  eines  Ständerfachwerks 
mit  obenliegender  Fahrbahn  dargestellt  worden.  Mit  Hilfe  der  Ordi- 
naten TT]'  und  T|"  der  Jf^:X-Linie  und  JCi:X-Linie  sind  die  irgend- 
einer LasÜage  P  entsprechenden  Ordinaten  iQp  und  tj,^  der  jD^-Linie 
und  F^-Iinie  bestimmt  worden. 

Ein  anderes  Verfahren  bringt  die  Spannkräfte  S  in  den  Stäben 
auf  die  Form 

S  =  So -{' SjMj  +  SnMu, 
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wo  Sf^  die  Spannkraft  für  Mi=0  und  Mu  =  0  ist,  d.  h.  für  den  Fall, 
daß  die  Mittelöffnung  durch  Beseitigung  der  den  Mittelstützen  C^  und 
C^  gegenüberKegenden  Gurtstäbe  in  einen  einfachen  Balken  verwandelt 
wird,  während  Sj  und  Sjj  die 
Spannkräfte  für  die  in  den  Fi- 
guren   361    und    362    darge- 
stellten  Belastungszustände 
Mj=  1  und  Mii=  1  bedeuten. 

154.  Die  bei  der  Unter- 
suchung von  Eisenbahnbrücken 
zu  leistenden  zeichnerischen  Ar- 
beiten werden  erheblich  verein- 
facht, wenn  man  die  im  L  Bande 
auf  Seite  168  unter  Nr.  99 
gegebenen  und  begründeten 
Ratschläge  befolgt  Danach  em- 
pfiehlt es  sich,  bei  der  Unter- 
suchung der  in  den  Stäben  der 
IVIittelöffnung  durch  möglichst 
ungünstige  Belastung  der  Mit- 
telöffnung hervorgerufenen  Be- 
anspruchungen, einzelne  Teile  von  Fahrzeugen  zu  vernachlässigen, 
welche  auf  die  Seitenöffnungen  zu  stehen  kommen.  Man  braucht  dann 
von  den  Einflußlinien  für  die  Momente,  Querkräfte  und  Stabkräfte  8 
der  Mittelöffnung  nur  die  zwischen  den  Stützen  7  und  II  liegenden 


Fig.  362. 


Zweige  zu  zeichnen,  und  findet  die  ungünstigste  Wirkung  der  Belastung 
der  Seitenöffnung  auf  die  in  Rede  stehenden  Jf,  Q  und  S  sehr  schnell 
wie  folgt  Man  stellt  über  der  rechten  Seitenöffnung  den  Eisenbahnzug 
so  auf,  daß  ein  möglichst  großes  Moment  Ma  entsteht;  vernachlässigt 
hierbei  den  etwa  über  der  Mittelöffnung  stehenden  Teil  des  äußersten 
Fahrzeugs  und  zeichnet  mittels  des  Festpunktes  L  die  in  Fig.  363 
schraffierte  Momentenfläche;  diese  gibt  den  Einfluß  der  behandelten 
Belastung  auf  das  Moment  für  jeden  Querschnitt  der  Mittelöffnung  an. 

M  M 

Die  für  das  Trägerstück  C^  Q  konstante  Querkraft  ist  Q  = '- 
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und  der  Einfloß  auf  die  Stabkräfte  S  der  Mittelöffnung  ist  S=  SrMr 
-(-  SuMa.  Und  ganz  in  derselben  Weise  wird  der  Einfluß  der  Be- 
lastung der  linken  Seitenöffnung  untersucht 

155.   Die  Widerstände  der  Mittelstfitzen.     Es  seien  r — 1,   r, 
r-\-l  drei  aufeinander  folgende  Stützpunkte  eines  auf  beliebig  vielen 
Stützen  ruhenden  Balkens,  3C-ij  -ICi  -äC+i  die  Stützenmomente,  C-i, 
C  Cr+i  die  Stützenwiderstände.  C^r  bedeute  den  Wert,  welchen  C>  an- 
nehmen würde,  wenn  sämtlicheStützen- 
momente  gleich  Null  wären,  wenn  also 
die  Trägerstücke  Ir  und  l^^i  in  ein- 
fache   Balken     verwandelt     würden. 
Üben   die   einfachen   Balken   (.   nnd 
Z^+i  auf  die  Stütze  r  die  Drücke  B^ 
und  A^^i  aus,  so  ist 

^•r  =^  -t*r  ~r  -^r+l« 

Nun  ist  die  Querkraft  für  einen  unmittelbar  rechts  oder  links  von 
r  gedachten  Querschnitt  des  durchgehenden  Balkens: 


c. 


t 


flg.  363. 


(?,  =  +  j,+,+ 


^bezw.  ö,=-5,  +  ^~^- 


und  man  erhält  daher  wegen  Q^  =  Ö^  -f~  ^r?  den  allgemeinen  Ausdruck: 


a=c;.+ 


_^     ,     ^r+l  -*C 


Hiemach  ergibt  sich  für  den  Stützenwiderstand  C^  des  Trägers 
mit  drei  Offnungen  (da  das  Moment  M  für  die  Endstütze  gleich  0  ist) 
der  Wert  * 


Q 


^'1 7 — r 


^1 


Fig.  364. 


und  es  ist  deshalb  die  Cj -Linie  bestimmt  durch  die  in  Pig.  364  dar- 
gestellte Cii -Linie,  und  die  Einflußlinien  für  iHfj  und  Ma,  In  gleicher 
Weise  wird  auch  die  (7, -Linie  ermittelt 

156.   Die  ElnflnBlinle  fflr  die  Vertikale  über  der  Mittelstfitze 

erhält  man  mit  Hilfe  einer  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  der  am 


§  14.    Durchgellender  Balken  mit  beliebig  vielen  Stützen. 
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oberen  oder  unteren  Knotenpunkte  (Fig.  365)  angreifenden  Kräfte. 
Ist  die  obere  Ourtung  geradlinig,  so  zerlege  man  die  in  n  angreifenden 
Kräfte  rechtwinklig  zu  0  und  nach  der 
Bichtung  von  0  und  setze  die  Summe 
der  rechtwinklig  zu  0  wirkenden  Kräfte 
gleich  Null.  Man  erhält  dann  F,  aus- 
gedrückt durch  D,,  Dj  und  P^.  Sonst 
betrachte  man  den  unteren  Knotenpunkt, 
bilde  die  in  der  Richtung  der .  einen 
unteren  Gurtung  und  rechtwinklig  hier- 
zu wirkenden  Seitenkräfte  und  setze 
wieder  die  Summe  der  letzteren  gleich 
Null.  Man  erhält  dann  V  ausgedrückt 
durch   Uj  und  C  oder  Un  und  C. 

Andere  Behandlungsweisen  des  durchgehenden  Balkens  auf  4  Stützen 
findet  man  in  den  folgenden  Paragraphen. 


I^g.  365. 


§  14. 

Durchgeheoder  Balkeo  mit  beliebig  vieleo  Stfitzeo. 

157.  Die  Elastizitätsgleioliuiigen.  Ein  auf  (n  -f- 1)  Stützpunkten 
ruhender,  nirgends  durch  ein  Gelenk  unterbrochener  Balken  ist  (n  —  1)- 
fach  statisch  unbestimmt,  weü  es  der  Beseitigung  von  {n  —  1)  Stützen 
bedarf,  um  diesen  Träger  in  einen  statisch  bestimmten  zu  verwandeln. 
Die  Untersuchung  dieses  Balkens  soll  zunächst  ganz  allgemein  durch- 
geführt werden,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  ein  Fachwerk  oder  ein  voll 
wandiger  Träger  vorliegt 


Fig.  366. 


Drei  beliebige  aufeinander  folgende  Stützpunkte  mögen  die  Ordnungs- 
buchstaben r  —  1,  r,  r  -f- 1  tragen,  ihre  wagerechten  Abstände  seien 
/^,  /^+,,  Hg.  366.  Die  Geraden  r — (r  —  1)  und  r  —  (r-j-1),  welche 
den  Punkt  r  mit  den  benachbarten  Stützpunkten  verbinden,  nennen  wir 
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das  r*«  OeradenpaaTy  und  den  Winkel,  um  welchen  sie  sich  infolge 
des  Nachgebens  der  Widerlager  gegeneinander  drehen,  bezeichnen  wir 
mit  T^.  Bedeutet  8^  die  nach  oben  positiv  genommene  lotrechte  Ver- 
schiebung des  Stützpunktes  r  gegen  die  Punkte  (r — 1)  und  (r-|-  1), 
so  besteht  die  Gleichung 

(1)        /,T.  =  5,  -^^fti,  d.  h.  T,  =  8,  %?,+^ , 

welche  gestattet,  aus  einem  gegebenen  5^  auf  die  Drehung  t^  zu 
schließen.  Drückt  man  nun  andrerseits  t^  durch  die  auf  den  Balken 
wirkenden  Kräfte  und  die  Temperaturänderungen  aus,  so  erhält  man 
eine  Elastizitätsbedingung,  und  es  leuchtet  ein,  daß  sich  durch  Wieder- 
holung dieses  Verfahrens  ebensoviele  Gleichungen  au&tellen  lassen, 
als  Mittelstützen  vorhanden  sind  —  im  ganzen  also  (n  —  1)  Be- 
dingungen. 

Als  statisch  nicht  bestimmbare  Größen  sollen  die  Stützenmomente 
J[fj,  J[f,,  .  .  .  Jf^_i,  Jf^,  ifr+i?  •  •  •  ^In^x  eingeführt  werden,  und  es 
kommt  daher  zunächst  darauf  an,  die  Biegungslinien  für  die  Zustande 

Jf,  =  1,  if,  =  1, ,  ifr  =  1,  -M;.-!  =  1 

aufzutragen,  sowie  die  gegenseitigen  Drehungen  der  den  Mittelstützen 
1,  2,  .  .  .  r — 1,  r,  r-|-l,  •  •  .  ^*  —  1  entsprechenden  Geradenpaare 
zu  ermitteln.  Hierbei  bezeichnen  wir  allgemein  mit  t^,  die  gegen- 
seitige Drehung  des  p^^^  Geradenpaares  infolge  M^  =  l  und  erinnern 
an  die  in  der  Einleitung  bewiesene  Beziehung 

(2)  T^j  =  T,jp. 

Kg.  367  b  zeigt  die  Momentenfläche  für  den  Zustand  JIC  =  +  1? 

erzeugt  durch  die  aus  vier  Kräften  (-=-,  - — )  bestehende  Belastungs- 

einheit  des  r*®"*  Geradenpaares.*)  Fig.  367  c  sei  die  zugehörige  Biegungs- 
linie, d.  i.  das  Seüpolygon  der  in  bekannter  Weise  aus  dem  Momenten- 
dreiecke A^  berechneten  Gewichte  w**)\  die  äußersten  Seilseiten  sind 
als  Biegungslinien  der  links  von  r  —  1  und  rechts  von  r-\-l  gelegenen, 
bei  Eintritt  des  Zustandes  Jlf^  =  -j-  1  spannungslosen  Balkenstücke  auf- 
zufassen, und  es  leuchtet  zunächst  ein,  daß  der  fragliche  BelastungsMl 
nur  auf  die  gegenseitige  Drehung  des  (r  —  1)*®" ,  r*®"  und  (r  -(-  1)*«" 
Geradenpaares  von  Einfluß  ist,  daß  sich  also 

\^)  W  —  0    T  —  0 

♦)  Vergl.  Seite  31—33. 
**)  Für' das  Fachwerk  erfolgt  die  Berechnung  der  w  nach  §  12,  Nr.  142.    Für 
den  vollwandigen  Balken,  für  den  obige  Oleichungen  ebenfalls  gelten,  wird  die  Er- 
mittlung der  Gewichte  tc  in  der  zweiten  Abteilung  dieses  Bandes  gezeigt  werden. 
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ergibt    Drückt   man   demnach  die  Drehung  t^  durch  die  Lasten  P, 
die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  M  und  die  Temperaturände- 


Fig.  367. 
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rungen  aus,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (3)  die 
der  Stütze  r  entsprechende  ElastizitätsbediDgung: 

WO  T^,  den  Einfluß  der  Temperaturänderung  bedeutet 

Die  Werte  5^^,  t^(^,)  =  T(^,)r,  T^r,  'Cr(r+i)  =  T^cr+Dr  sind  durch  die 
Biegungslinie  in  Fig.  367c  gegeben;  während  sich  t^«  mit  Hilfe  eine^ 
die  Gewichte  w^  verbindenden  Seüpolygons  in  der  Form 

(ö)  %«  =  ^rt         1         1 

darstellen  läßt,  Fig.  367  c.  Werden  noch  die  für  den  Fall  sehr  kleiner 
Formänderungen  —  der  hier  ausschließlich  ins  Auge  gefaßt  wird  — 
gültigen  Beziehungen 

(^\        T         —  A .  T    —  /•   ^^-^^  "^  ^''  •  T         —  ^' 

W  ~r(r-l)  ;      ?    ^rr ^r        j         j  ?    ~r(r+l)   ; 

eingeführt,  so  geht  (4)  über  in: 

(7)         Jf..,  ^  +  mX^  +  -/^  )  +  iC+i  ^  =  JV;,  wo 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  voraussetzen,  daß  die  Stützen- 
verschiebungen 5^  gegebene,  durch  Beobachtung  gefundene  Größen 
sind;  sie  mögen  also  von  Ursachen  herrühren,  die  sich  der  Vorausbe- 
rechnung entziehen,  wie  beispielsweise  das  Nachgeben  der  Fundamente. 
Wären  die  5^  abhängig  von  den  Stützendrücken,  so  müßte  man  diese 
Drücke  auf  die  in  Nr.  155  beschriebene  Weise  durch  die  Stützen- 
momente ausdrücken.  Ist  dann  hr  nur  abhängig  von  (7^,  so  treten  in 
der  Gleichung  (7)  außer  den  Momenten  Jf^i,  M^  und  M^y  noch  die 
Momente  M^^^  luid  M^^t  auf.  Eine  allgemeine  Untersuchung  dieses 
Falles  soll  in  der  zweiten  von  den  voUwandigen  Systemen  handelnden 
Abteilung  dieses  Bandes  gegeben  werden;  sie  ist  für  den  voUwandigen 
Balken  wichtiger  als  für  den  gegliederten;  ihr  Hauptanwendungsgebiet 
bUden  die  Schiffbrücken  und  die  durchlaufenden  gelenklosen  Schienen- 
träger  der  Eisenbahnbrücken. 

Die  (n  —  1)  Gleichungen,  welche  sich  nach  Art  der  Gleichung  (7) 
aufstellen  lassen,  nennen  wir  die  Orundgleichungen;  wir  werden  sie 
später  meistens  in  der  bequemeren  Form  schreiben: 

(9)         a^M^,  +  ß.iC  +  «r+i  Mr^,  =  K, 
wobei  also: 
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Ehe  wir  uns  mit  der  Auflösmig  dieser  Gleichungen  beschäftigen, 
machen  wir  darauf  aufmerksam,  daß  bis  jetzt  stillschweigend  voraus- 
gesetzt worden  ist,  es  seien  die  Biegungslinien  mit  der  Polweite  1  ge- 
zeichnet und  die  Gewichte  w  aus  den  Längenänderungen  der  Fachwerk- 
stäbe berechnet  worden.  Wählt  man  nun  die  Polweite  =  l^?p,  gibt  dem 
Dreieck  /^^  die  beliebig  gewählte,  aber  für  alle  Stützpunkte  feste  Höhe 

f/5  F  US 

y^,  und  setzt  man  z.  B.  w=^  ~  -^*)  statt  w  =  -Är^  (Seite  358),  so 

muß  man  die  Werte  d,  c  und  5«^  noch  mit  Wj, :  EF^y^  multiplizieren, 
oder  —  was  auf  dasselbe  hinauskommt  —  das  Glied  8^-f-c,.,  durch 
jenen  Ausdruck  dividieren.  Sind  außerdem  die  Gewichte  w?<  für  e  =  1 
berechnet  (Seite  370)  worden,  so  muß  c,  in  (8)  noch  mit  e  multipliziert 
werden  und  man  erhält,  wenn  die  Polweite  des  die  Gewichte  w^  ver- 
bindenden Seilzuges  =  w^p  angenommen  wird: 

(11)        iV,  =  -  {  SP,5,,  +  ^^'^^J^i^lf—{^r  +  «c.,t/;.p)  } . 

Die  Strecken  5«^,  ^^,  5^,  c^„  t,  Z^+i  werden  mit  ein  und  dem- 
selben Längenmaßstabe  gemessen,  Wp  und  Wtp  sind  (ebenso  wie  die  w) 
Zahlen.     EF„  ist  eine  Kraft,  N^  ein  Moment 

Solange  nur  der  Einfluß  der  Lasten  P  untersucht  wird,  hat  man 
lediglich  darauf  zu  achten,  daß  sämtliche  Momentendreiecke  dieselbe 
Höhe  y^  erhalten  und  sämtliche  Seilzüge  mit  der  gleichen  Polweite  Wp 
gezeichnet  werden;  wie  groß  y^  und  Wp  gewählt  werden,  ist  dann 
gleichgültig. 


Fig.  368. 

Am  zweckmäßigsten  ist  es,  die  Biegungslinien  durch  Rechnung 
zu  bestimmen  und  ihre  Ordinaten  nach  Fig.  368  von  einer  wagerechten 
Geraden  aus  aufzutragen.  Die  Werte  a^,  ß^  und  a^+i  werden  dann 
gedeutet  als  die  Widerstände  der  Stützen  r  —  1,  r,  r  -|-  1  des  mit  den 
Gewichten  w  belasteten,  bei  r  durch  ein  Gelenk  unterbrochenen  Balkens 
(r-V)-r  -  (r  +  1). 

*)  Die  Längenänderungen  der  Füllungsstäbe  sind  hierbei  vernachlässigt. 
KÜUer-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1.  25 
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158.  Einfluß  der  Belastung  einer  einzelnen  Öfhnng.  Die  Fest- 
punkte L  und  R.  Wir  verfolgen  jetzt  nur  den  Einfluß  der  Lasten  P, 
nehmen  also  5^  =  0  und  c^,  =  0  an;  auch  setzen  wir  zunächst  voraus,  daß 
nur  außerhalb  der  Öffnungen  /^,  /^+,  Kräfte  P  auftreten.  Die  Momenten- 
linien der  Balkenteile  t,  /;+,  bestehen  dann  aus  zwei  durch  die  Stützen- 
momente -3f^_,,  3C  Mr+i  bestimmten  Geraden  mit  den  Nullpunkten 
L,.,  X/^+'i,  und  zwischen  jenen  drei  Momenten  gelten  die  Gleichungen: 

(12)  OrM,.,  +  firifr  +  «.+  1^.+  .  =  0 

(13)        J%.,  =  -  JtC -^  ;  J/,^  ,  =  —  31.  l'^   (s.  Rg.  369), 


I  I 

^Jlnniiiiia!;! 


\r^/ 


Fig.  369. 
aus  denen  sich  die  einfache  Beziehmig 

ergibt.  Mit  Hilfe  derselben  läßt  sich  die  Lage  des  einen  Nullpunktes 
leicht  bestimmen,  sobald  die  des  anderen  gegeben  ist  Bringt  man 
nämlich  die  Senkrechten  durch  L.  und  L^+,  mit  den  äußersten  Seiten 
der  für  den  Belastimgsfall  M.  =  1  gezeichneten  Biegungslinie  in  Z// 
und  Z/V+i  zum  Schnitt,  so  findet  man: 

ZL;r(r-l)'  =  a'  =  a.^*);   /  L'.^,/ (r  +  1)' =  a"  =  o.^  *-^-*--*- 


br 


«r+l 


*)  Man  denke  daran,  daß  es  sich  hier  um  sehr  kleine  Formänderungen  handelt. 
In  Fig.  369  wurden  nur  die  Punkte  (r  —  1)',  r\  (r  + 1)'  und  die  äußersten  Seiten 
der  fraglichen  Biegungslinie  gezeichnet.     Vergl.  auch  Fig.  367  c.  • 
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also:  ß^  =  a'-f"«^ 

und  hieraus  folgt,  daß  die  drei  Punkte  L^ ,  r\  L\^x  i^  einer  Geraden 
liegen*) 

Wir  setzen  nunmehr  voraus,  daß  nur  die  r'®  Öffnung  belastet  wird 
und  die  Stützenmomente  if^.,,  und  Mr  auf  irgendeine  Weise  gefunden 
sind.  Innerhalb  einer  unbelasteten  Öffnung  besteht  die  Momentenlinie 
aus  einer  Geraden,  Kg.  370.  Die  Nullpunkte  dieser  Geraden  seien 
links  von  der  belasteten  Öffnung:  Lj,  L,,  Lj,  .  .  .,  rechts  davon:  iZ», 
i2,«i,  iZ^.j . . .  Der  Punkt  L^  fällt  mit  dem  Stützpunkte  0  zusammen; 
seine  Lage  ist  also  bestimmt,  und  damit  sind  auch  schrittweise  mittels 
des  soeben  bewiesenen  Gesetzes  die  Punkte  L„  Lj  . . .  gegeben.  Und 
ganz  auf  dieselbe  Weise  kann  man,  von  R^  ausgehend,  der  Reihe  nach 
-ß„^i,  -B»_2,  .  .  .  finden. 


Fig.  370. 


Die  Lage  der  Punkte  L  und  R  ist  ganz  unabhängig  von  der  Be- 
lastung des  Balkens;  sie  ist  vollständig  bestimmt  durch  die  den  Zu- 
ständen ifi  =  +  1?  Jf,  =  +  1?  •  •  •  entsprechenden  Biegungslinien.  Es 
führen  deshalb  diese  Punkte  den  Namen  Festpunkte;  ihre  Ermittlung 
ist  die  erste  Arbeit,  welche  bei  der  Untersuchung  eines  auf  mehreren 
Stützen  ruhenden  Balkens  auszuführen  ist.  Kennt  man  die  Punkte  L 
und  iZ,  so  ist  man  nach  Kg.  370  imstande,  den  Einfluß  der  Belastung 
irgendeiner  Öffnung  (r  —  1)  —  r  auf  die  Momente  aller  übrigen  Öff- 
nungen schnell  anzugeben,  sobald  die  Momente  M^^x  und  Mr  für  die 
Endquerschnitte  der  belasteten  Öffnung  gefunden  sind. 

Bevor  wir  nun  die  Ermittlung  dieser  beiden  Momente  vornehmen, 
zeigen  wir  noch  die  Bestimmung  der  Festpunkte  L  und  R  auf  rech- 
nerischem Wege  und  führen  die  Bezeichnungen  ein: 

(14)  *^         '        *"' 


Xy.  ——'  ,     )v 


f  ^ 


WO  bj  und  a/  die  Strecken  sind,  in  welche  der  Festpunkt  R^  die  Öff- 
nung Ir  zerlegt,  Kg.  371. 


*)  Ein  Sonderfall  dieser  Beziehung  wurde  bereits  im  §  13  gefunden. 

25* 


388 


Erste  AbteÜung.    Zweitor  Absdmitt 


Für   die  links   von  der  belasteten  Öffnung  liegenden  Öffnungen 
gelten  die  Gleichungen 

(15)        \ 


ttfcif».!  +  ß*if»  +  a;fc+i3ft+,  =  0 


sie  lassen  sich  auf  die  Form  bringen 


a*^  +  ß*  +  a.+.^  =  0. 


M, 


M, 


Nun  ist  aber 


^t+i  _  _  fcfc+i 


^»+1 


und  es  besteht  daher  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Zahlen  x  die 
Beziehung 


ß»- 


(16) 


^»+1  — 


>c» 


<Xfc+i 


Da  nun  die  erste  Gleichung  die  Zahl 


(17) 


X,  = 


liefert,  so  ist  man  imstande,  alle  Werte  x  schrittweise  zu  berechnen 
und  die  Strecken 


(18) 


(h  = 


1+x,' 

welche  die  Festpunkte  L  bestimmen,  anzugeben. 

Ganz  ebenso  geschieht  die  Bestimmung  der  Festpunkte  iZ.  Man 
beginnt  am  rechten  Ende  des  Balkens  und  schreitet  nach  links  vor, 
berechnet  also  x»'  aus  x'jb«,  mittels  der  Formel 

"/ 

^  k+l 


ßl 


(19) 


X*  = 


Bezeichnet  n  die  Ordnungsziffer  der  letzten  Stütze,  so  ist  der  erste 


Wert: 


(20) 


x*-i  = 


ß.-i 
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Schließlich  berechnet  man  die  Strecken  a    mittels  der  Formel 

(21)     «;=i^- 

Die  Aufgabe,  die  Momente  Jlf^_i  und  M^  für  die  Endquerschnitte 
der  belasteten  Öffnung  l^  zu  ennitteln,  wird  nun  wie  folgt  gelöst 

Wir  stellen  uns  zunächst  vor,  es  sei  Ir  unbelastet,  es  sei  also  die 
Momentenlinie  dieser  Öffnung  eine  durch  den  Punkt  L^  gehende  Ge- 
rade.    Wir  erhalten  dann 

iC  =  — x^if,+i 

und  gelangen  durch  die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  Be- 
dinfifunfi^ 

zu  der  Gleichung 

(22)  a,.,  JiC.,  +  ßr-iitf;.!  =  XrO^ÜC-l, 

und  diese  Gleichung  bleibt  auch  bestehen,  wenn  zwischen  r  —  1  und  r 
Lasten  hinzutreten,  weil  hierdurch  das  Verhältnis  zwischen  den  Mo- 
menten i^..,  und  Mr^x  nicht  beeinflußt  wird.  Die  Gültigkeit  der  Glei- 
chung (22)  ist  nur  an  die  Bedingung  gebunden,  daß  der  Träger  zwi- 
schen 0  und  r  —  1  unbelastet  bleibt. 

Ganz  ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß  zwischen  Mr  und  JlC+i  die 
Beziehung  besteht: 

(23)         ot,+|Jtf.+  ,  -f  ß,Jf,  =  )v'a.-äf., 

sobald  rechts  von  r  keine  Lasten  auf  den  Balken  wirken.  Ist  also  nur 
die  Öffnung  C  belastet,  so  gilt  sowohl  (22)  als  (23)  und  die  beiden 
Elastizitätsbedingungen : 

gehen  über  in 

fx.iC.i+     Jf.  =  -^^  =  -2P. 

(24)  ^' 


5«r 

sie  führen  zu  einer  sehr  einfachen  Darstellung  der  Momente  Jf^.i  und  Mr. 
Trägt  man  nämlich  3f^_,  und  M^  bei  (r —  1)  und  r  als  Ordinaten 
auf,  Figur  371,  und  verbindet  die  Endpunkte  derselben  durch  eine  Ge- 
rade, so  sind  die  Ordinaten  dieser  Geraden  an  den  Stellen  L^  und  R^i 

r=  jf,.,  ^  +  3f. -^  =  ^  (jf..,x.  +  Jf,) 

'r 
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Beachtet  man  nun  die  Gleichungen  (24),  so  findet  man 


(25) 


r=  — 


r=— 


Orlr 
r 

Ort 


2P„5^(^_i) 


SP,„&,Hr? 


und  diese  Werte  lassen  sich  leicht  zeichnerisch  bestimmen. 

Kg.  371,  in  welcher  d^  =  a^/^  ist,  zeigt  die  Ermittlung  von  Y 
und  Y'  für  den  Fall,  daß  über  der  Öffnung  t  nur  eine  Einzellast  P 
liegt.  Damit  ist  aber  die  Aufgabe  gelöst,  die  Zweige  (r  —  1)  —  r  der 
Einflußlinien  für  Jf^.j  und  M^  zu  zeichnen. 

Will  man  tien  Einfluß  der  Last  P=  1  nicht  nur  auf  M^.x  ^iid 
i>/^,    sondern  auf  sämtliche  Momente   der  Öffnung  t  haben,    so  muß 


man  die  inlMg.  371  dargestellte,  durch  Schraffierung  hervorgehobene 

Momentenfläche  auftragen;  dieselbe  ist  bestimmt  durch  x  =  P—j-\  denn 

das  Dreieck  ECE'  ist  die  Momentenfläche  eines  einfachen  Balkens  t. 
Die  Strecke  x  aber  wird  als  Ordinate  einer  Parabel  erhalten,  deren 
Pfeü  =  0,25  PI  ist 

Zu  einer  anderen,  ebenfalls  sehr  einfachen  Darstellung  der  Zweige 
(r — 1)  —  r  der  Einflußlinien  für  Jf,.i  und  M^  führt  die  folgende 
Kechnung.    Man  findet  zunächst  ohne  weiteres 


jif  =r— — r^^' 


und 


Cr 


Cr 


1   / 
\f         -TT  ^r  -IT-/    ör 


setzt  hierein  für  eine  Einzellast  P^  =  1  die  Werte 
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T=  — 


^r^m{r~l) 


r= 


ttr  h^r 


und  erhalt  für  die  gesuchten  Einflußlinien  die  einfachen  Formeln 


(26) 


Mr=  — 


K.i  =  — 


Orlr 


Oirlr 


WO 


(27) 


Cr 


C'     "'  =  — 


Die  zeichnerische  Ermittlung  dieser  drei  Strecken  zeigt  Kgur  372. 


Fig.  372. 

Jetzt  lassen  sich  alle  bei  der  Untersuchung  des  Balkens  auf- 
tretenden Fragen  auf  dieselbe  Weise  erledigen,  wie  bei  dem  im  §  13 
behandelten,  auf  4  Stützen  ruhenden  Balken.  Wir  verweisen  besonders 
auf  die  in  den  Figuren  355  bis  357  dargestellten  Verfahren.  An  die 
Stelle  von  Mj  und  Mn  treten  Jf^.i  und  J/^.  Ebenso  können  für  die 
Querkräfte  die  früheren  Untersuchungen  benutzt  werden.  Die  ©-Flächen 
für  die  Öffnung  t  lassen  sich  z.  B.  nach  dem  in*  der  Fig.  354  dar- 
gestellten Verfahren  aus  der  EinflußUnie  für  den  Ausdruck  (M^ — Jtf^_,):  t 
herleiten. 

Den  Einfluß  der  Belastung  der  übrigen  Öffnungen  auf  die  Stab- 
kräfte der  Öffnung  l^  kann  man  auch  mit  Hilfe  der  Gleichung  finden 

(28)         S=S..|itf..,  +  Ä.^o 
welche  der  auf  Seite  378  benutzten  Gleichung  entspricht    Wird  z.  B. 
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der  Einfluß  der  Belastung  einer  rechts  von  l^  gelegenen  Öffnung  l, 
gesucht,  so  bestimme  man  mittels  des  von  Stütze  {v  —  1)  bis  Stütze  r 
laufenden  Zweiges  der  Jf,.i-Linie  das  Moment  Af,.,,  hierauf  mittels 
eines  nach  Rg.  370  durch  die  Festpunkte  L,.„  L,.„  .  .  .  geführten 
Geradenzuges  die  Momente  -M,_2,  -3f,.s'  •  •  •?  ^n  ^r.\  ^ind  setze  die 
letzteren  in  die  Gleichung  (28)  ein. 

Auch  leuchtet  ein,  daß  man  durch  Anwendung  der  Gleichung 
8-=  S^-\- Sr.xMr^x-^-SrMr  dic  zwischcu  (r — 1)  und  r  gelegenen 
Zweige  der  S- Linien  gewinnen  kann. 

Ganz  besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Untersuchung  eines 
Endfeldes.  So  kann  man  z.  B.  alle  zur  Behandlung  der  Öffnung  l^ 
erforderlichen  Einflußlinien  auf  die  im  §  13  in  Nr.  152  gezeigte  Weise 
aus  der  Einflußlinie  für  den  Widerstand  A  der  Endstütze  herleiten, 
nachdem  man  die  -4-Linie  mit  Hilfe  der  Jfi-Linie  bestimmt  hat  Es 
liegt  hier  die  Umkehrung  der  in  Nr.  152  gelösten  Aufgabe  vor;  dort 
wurde  die  Jf^- Linie  aus  der  ^- Linie  entwickelt 

1&9.  Zahlenbeispiel.  Berechnung  der  Einflußlinien  für  die  Stützenmoment«^ 
My^  und  34  ®"^^  Fachwerkbalkens  mit  vier  Öffnungen  von  28"',  32*  32*,  28" 
Stützweite.  Figur  373  zeigt  die  Hälfte  des  Balkens.  Für  den  Zastand  itfi  =  1  ist 
das  Angriffsmoment  für  den  mten  Knotenpunkt  der  Seitenöffnung 

MJ=  1,0  ^ 

und  für  den  witen  Knotenpunkt  einer  Mittelöffnung  (wir  zählen  hier  von  Stütze  2  aus) 

3f„'=l,0  g— 

Wir  berücksichtigen,  da  es  sich  nur  um  den  ersten  Rechnungsgang  handeln  möge, 
nur  die  Formänderungen  der  Gurtstäbe  und  nehmen  eine  solche  Veränderlichkeit  des 
Gurtquerschnitts  an,  daß  für  Fo^=^Fu  (s.  Seite  207) 

gesetzt  werden  dai-f.  Durch  den  Faktor  2  wird  berücksichtigt,  daß  jedem  Knoten- 
punkte zwei  Gurtstäbe  entsprechen.  "Wir  setzen  X  =  l  und  erlialten  die  in  der 
folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Gewichte. 


Seitenöffnung 

Mittelöffnung 

m 

h 

Ä« 

7A» 

2  m 

m 

h 

Ä« 

Bh* 

2m 

1 

2,50 

6,25 

44 

0,046 

1 

4,69 

22,0 

176 

0,011 

2 

2,56 

6,55 

46 

0,087 

2 

3,75 

14,1 

113 

0,035 

3 

2,75 

7,56 

53 

0,113 

3 

3,12 

9,73 

78 

0,077 

4 

3,12 

9,73 

68 

0,118 

4 

3,00 

9,00 

72 

0,111 

6 

3,75 

14,1 

99 

0,101 

5 

3,12 

9,73 

78 

0,128 

6 

4,69 

22,0 

154 

0,078 

6 

3,75 

14,1 

113 

0,106 

7 

6,00 

36,0 

— 

0,056 

7 

4,69 

22,0 

176 

0,080 

8 

6,0 

— 

— 
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Die  Gewichte  w  worden  schließlich  auf  zwei  Stellen  abgerundet  und  dabei  w^ 
in  der  Seitenöffnung  auf  0,06  erhöht.  Dann  ergibt  sich  für  den  Unken  Auflager- 
druck  «1  eine  zweistellige  Zahl,  ohne  daß  man  abzurunden  braucht,  und  das  erleichtert 
die  Berechnung  der  Momente.    Man  findet 

1  1  ft9 

04  =  y  (0,08  4- 0,10. 2 +  0,12. 3  + 0,11. 4  +  0,09. 5 +  0,06. 6)  = -^~  =  0,27. 

i< 7X'26^ -X 8k^3Z'^ d 


^j^r-^^^a:^^!^ 


—^ I B. 


,  .  I  I  , 

-'J9,Z8^ ^-8,72--)k-8,06'^M IS,^ ^-8,^-^, 


Fig.  373. 


M^-Linie 
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Aul  die  andere  Stütze  kommt 


Weiter  ist 


Sit  — 0,27  =  0^. 
1 


«i,  =  y  (0,08  +  0,11. 2 +  0,13. 3  + 0,11. 4 +  0,08. 5 +  0,04. 6 +  0,01. 7) 

T 

auf  die  linke  Stütze  kommt  2tr  —  0,23  =  0,33.    Es  ist  also 

I 

Pi  =  0,29  +  0,23  +  0,06  =  0,68. 

Die  Mittelöffnung  ist  symmetrisch.    Mithin  entsteht 

0,  =  0,  =  0,23,    p,  =  2-0,33  +  0,06  =  0,72. 

Für   die  Biegungslinie  des  Zustandes  Mi=:-\-l   erhalten  wir  den  folgenden,   in 
unserem  Buche  schon  oft  angewandten  Ansatz,  wobei  wir  wieder  mit  X  =  1  rechnen. 


Seitenöffnung 

Mittelöffnung 

Querkräfte 

Momente 

Querkräfte 

Momente 

04  =  0,27 
0,06 

0,27  —  «1 . , 
+  0,21 

0,  =  0,23 
-0,01 

+  0,23  ^., 
+  0,22 

+  0,21 
0,09 

+  0,48      «1., 
+  0,12 

+  0,22 
-0,04 

+  0,45  =  51., 
+  0,18 

+  0,12 
—  0,11 

+  0,60  =  «!., 
+  0,01 

+  0,18 
-0,08 

+  0,63  =  «!., 
+  0,10 

+  0,01 
0,12 

+  0,61-81.4 
-  0,11 

+  0,10^ 
—  0,11 

+  0,73  =  81.4 
0,01 

0,11 
—  0,10 

+  0,50-«i.5 
—  0,21 

-0,01 
—  0,13 

+  0,72  =  81.. 
—  0,14 

0,21 
—  0,08 

+  0,29  =  81. t 

0,14 
-0,11 

+  0,68  =  81.. 
—  0,25 

0.29 

0,25 
-0,08 

-0,33 

+  0,33  =  81., 

Die  8«i-Linie  der  zweiten  Öffnung  ist  das  Spiegelbild  der  zugehörigen  8MrLinie. 
Nun  gehen  wir  zur  Bestimmung  der  Festpunkte  über  und  berechnen: 

— -  "Tx  TirT  ^-  2»yt),  <l,  r=  -;; 

«1 


Pi  _0,68_ 
X,  -  -   -  -Q  23^  -  ^>»t). 


P. 


x«  = 


^  _ 


0,72 


0,23 
2,96 


«2 


Pi- 


as 


0,23 
0,68- 


=  2,79, 


0,= 


1  +  2,96 
32 


=  8,08-, 


0,23 


X4  = 


^=2,21, 


»4  = 


1  +  2,79 

28 
1  +  2,21 


=  8,44-, 


=  8,72-. 


04  0,27 

Die  Strecken,  in  welche  die  beiden  Öffnungen  durch  die  Festpunkte  zerlegt 
werden,  sind  in  Fig.  373  angegeben;   sie  liefern: 
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«'1=0, 

_  8,44-8,08 
"'  ~      16,48 


=  4,41, 


Die  Gleichungen  der  gesuchten  Einflußlinien  lauten  nun  nach  den  Formeln  (26) 
für  die  erste  Öffnung: 


für  die  zweite  Öffnung: 


12,66«Uj.^_e^,0^^. 


0,27 . 7 


M,= 


_  —  k,^mi-i-Vt^mt  __  —  12,30  g,  1  +  4,41  8,  >  _ 


a^l^ 


0,23 . 8 


=  — 6,68  ««1  +  2,40  ««,, 


3^^~^g>,  +  t>.g>,^~  13,04g      +4,41  g,,^_^^Q^^^^g^^^^^ 

Die  hiernach  berechneten  Linien  sind  in  die  Fig.  373  eingetragen  worden. 

Will  man  nun  den  Einfluß  einer  über  der  ersten  Öffnung  liegenden  Last  1  auf 
das  Stützeninoment  M^  haben,  so  benutzt  man  die  Gleichung 

Hiemach  kann  man  aus  dem  Zweige  0  —  1  der  Af, -Linie  den  Zweig  0  —  1  der 
ilf,-Linie  berechnen.  In  derselben  Weise  kann  die  Jf» -Linie  für  die  dritte  und  vierte 
Öffnung  gefunden  werden. 

160.   Zweites  Verfahren  zur  Anflösnog  der  Orandgleicliimgen: 

Wir  setzen  einen  beliebigen  Belastiings-  und  Temperaturzustahd  voraus^ 
denken  uns  die  Stützenmomente  nach  Fig.  374  als  Ordinaten  aufgetragen, 
ihre  Endpunkte  durch  die  Geraden  Qi^  g^^     -  -  verbunden  und  nennen 


/hA 


I^g.  374. 

den  auf  diese  Weise  entstandenen  Linienzug  kurz  das  M- Polygon. 
Fig.  374  stellt  das  (r  —  1)*®  und  r*«  Feld  dieses  Polygons  dar.  Wiid 
die  Senkrechte  /^  so  gezogen,  daß  sich  die  Strecken  e  und  e\  in  welche 
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sie  Ir  zerlegt,  zu  einander  verhalten  wie  «^  zu  ß^,  so  ist  die  von  der 
Geraden  g^  auf  der  Senkrechten  I^  abgeschnittene  Ordinate: 

(29)  Y  =    ^r-l^  +  Mr(^r 

und  die  r*®  Grundgleichung  läßt  sich  mithin  auch  schreiben: 

(30)      (o^+ß.)  r+a.+,ic+i  =  iv;. 

Zieht  man  nun  die  Senkrechte  11^  so,  daß  sie  die  Strecke  t+i  4"^ 
im  Verhältnis 

(31)         c':c  =  (a.+  ß.):a.+  i 

teilt,  so  schneidet  die  Gerade  C/"C,  welche  die  Endpunkte  von  T  und 
3£r+i  verbindet,  auf  Ilr  die  Ordinate 

(32)         T.-        ^,^^        -  —^-^-—-^ 

ab,  und  es  folgt  aus  der  Vergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  der  Be- 
ziehung (30)  das  Gesetz: 

Die  mit  Hilfe  der  Senkrechten  I^  bestimmte  Gerade  U'C 
schneidet  auf  der  Senkrechten  11^  das  gegebene  Moment  ab: 

(33)     e:w=t^=  '    ..\ 

Jetzt  werde  angenommen,  es  sei  ein  Punkt  LJ  der  Geraden  g^ 
gegeben.  Denkt  man  durch  L/  verschiedene  Geraden  g^  gelegt,  so 
kann  man  zu  jeder  derselben  die  zugehörige  Gerade  (7^+ 1  finden,  indem 
man  von  dem  Punkte  Z7',  in  welchem  die  gr  von  der  I^  geschnitten 
wird,  durch  den  festen  Punkt  EJ  die  Gerade  ü'ErC  zieht  und  C 
mit  B'  verbindet.  AUe  die  Geraden  f^r+i?  welche  in  dieser  Weise  zu 
verschiedenen  Geraden  g^  gezeichnet  werden  können,  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  L'^+i,  welcher  auf  der  durch  die  Punkte  L/  und  EJ 
bestimmten  Geraden  liegt  und  gefunden  wird,  indem  zu  einer  beliebigen 
g^  die  zugehörige  j^+,  gezeichnet  und  mit  der  Geraden  L^E^  zum 
Schnitt  gebi-acht  wird.*) 

übersichtlicher  aber  verfährt  man,  wenn  man,  von  dem  senkrecht 
unter  L/  gelegenen  Punkte  L^  ausgehend,  zunächst  auf  die  Lage  von 
Lr^x  schließt  Man  legt  durch  Lr  eine  beliebige  Gerade,  welche  die 
Senkrechten  I^  und  B' B  m  U"  bezw.  B"  schneidet,  führt  hierauf 
durch   U''  und  E^  eine  Gerade  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  C"  mit  der 

*)  Es  folgt  dies  aus  dem  bekannten  Satze  der  Geometrie  der  Lage:  Bewegen 
sich  die  Ecken  (U\  B\  C)  eines  Dreiecks  auf  drei  Strahlen  (/r,  B' B^  CG)  eines 
Strahlenbüschels,  und  gehen  hierbei  zwei  Seiten  (gr  und  U' (T)  des  Dreiecks  durch 
feste  Punkte  (L/  und  Er)^  so  geht  auch  die  dritte  Seite  (^r+i)  durch  einen  festen 
Punkt  (LV+i),  welcher  mit  den  beiden  andei^en  festen  Punkten  in  einer  Geraden  liegt 
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Senkrechten  durch  C  nnd  zieht  schließlich  die  Gerade  CS'.    Letztere 
bestimmt  dann  den  Pnnkt  L,.^,. 

Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Entwicklunf^n  ist  man  imstande,  das 
^-Polygon  zu  zeichnen.  Die  Gerade  p^,  Fig.  376,  geht  (wegen  3/,^0) 
durch  den  Stützpunkt  0;  es  fällt  also  L,  mit  0  zusammen.  Aus  der 
Lage  von  X,  schließt  man  io  der  vorhin  beschriebenen  Weise  auf  die 
Lage  von  X,,  sodann  auf  die  von  L,,  X^  .  .  .,  und  zeichnet  den  Linien- 
zug h^L^L^  .  . .,  dessen  Seiten  auf  den  Senkrechten  //,,  //,,  IT,  . . . 
die  gegebenen  Momente  7",,  7*,,  T^  .  .  .  abschneiden,  Jetet  ist  in  jeder 
Öffnung  ein  Punkt  L'  des  Jf-Polygons  bekannt,  und  da  die  Gerade  g, 
nicht  nur  durch  Z<.',  sondern  auch  durch  den  Stützpunkt  «  gehen  muß, 
so  ist  der  Linienzug  g^,  .9,_i,  -.-.91  bestimmt 


Rg.  376. 


Man  kann  natürlich  auch  in  der  "Weise  vorgehen,  daß  man  nicht 
von  i,,  sondern  von  dem  in  der  letzten  Öffnung  gegebenen,  mit  Stütz- 
punkt n  zusammenfallenden  Funkte  R^  ausgeht,  in  den  vorhergehenden 

Öffnungen  Punkte  Ä._,,  Ä,_„ Ä,  auf  ähnliche  Art  bestimmt, 

wie  vorhin  die  Punkte  L,,  L,, .  .  .,  hierauf  mit  Hilfe  der  r.-i,  r,_,,  . .  , 
einen  Linienzug  fl',_i,  R\-i  ■  ■  ■  zeichnet  und  schließlich  g^  durch  L, 
und  Ä,'  legt  Zur  Ermittlung  der  Punkte  R  sind  (an  Stelle  der  I,) 
Senkrechte  7/  zu  bestimmen,  welche  l,^.,  im  Verhältnis  a,^, :  ß,  teilen, 
Rg,  376. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Punkte  L  und  R  mit  den  früher 
benutzten  Festpunkten  übereinstimmen.  Zu  diesem  Zwecke  nehme  man 
nur  eine  einzige  Öffnung  belastet  an  und  streiche  die  von  den  Tem- 
peraturiUiderungen  und  Stützensenkungen  abhängigen  Glieder  der 
Werte  T.  Dann  gehen  die  Geraden  g  der  links  von  der  belasteten 
Öffnung  gelegenen  Öffnungen  durch'  die  Punkte  L  und  die  Geraden  g 
der  rechtsseitigen  Öffnungen  durch  die  Punkte  R.  Hieraus  folgt,  daß 
man  die  beiden  hier  mitgeteilten  Verfahren  zur  Ermittlung  der  Stützen- 
momente   auch    miteinander    vereinigen   kann,    so  zwar,  daß  man  die 
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Punkte  L  und  R  auf  die  früher  gezeigte  Weise  mit  Hilfe  der  Biegungs- 
linien  bestimmt  und  nun  das  3f-Polygon  aus  den  Momenten  T  ableitet 
Dieser  Weg  ist  sehr  zu  empfehlen  bei  Aufeuchung  des  Einflusses  von 
Temperaturänderungen  auf  einen  im  übrigen  nach  Nr.  131  mittels 
Einflußlinien  zu  behandelnden  Träger.  Die  Momente  T  sind  hier  durch 
die  Gleichung  bestimmt: 

—  1  eEF,(l  +  l^^,)     y. 


Tr  = 


w^ 


Cr. 


tP 


«r  +  ßr  +  Otr  +  l  tt+l 

Werden  negative  T  in  Rg.  375  oberhalb  der  Achse  0  —  n  auf- 
getragen, so  sind  auch  die  Stützenmomente  negativ,  sobald  sie  durch 
oberhalb  der  0  —  n  liegende  Ordinaten  dargestellt  werden. 


f/v// 


In  Fig.  376  ist  noch  gezeigt  worden,  wie  maen  die  Senkrechten 
1^  und  Ilr  mit  Hilfe  der  Biegungslinie  (r  —  1)  V  (r  -j-  1)'  des  Zustandes 
JC  =  1  finden  kann.  Die  Senkrechte  /,.  geht  durch  den  Punkt,  in 
dem  die  erste  Seite  des  Biegungspölygons  von  der  Geraden  (r  -(-  l)'r' 
geschnitten  wird  und  11^  geht  durch  den  Schnittpunkt  der  äußersten 
Seiten.  Die  Senkrechte  Ilr  fäUt  also  mit  der  Mittelkraft  der  Gewichte  w 
des  Zustandes  Jf^  =  1  zusammen. 
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161.  Angenäherte  Ermittlung  der  Stützenmomente  for  den  Balken 
mit  parallelen  Ourtnngen.  Die  Höhe  des  Trägers  sei  h\  der  Quer- 
schnitt der  oberen  und  unteren  Gurtung  habe  überall  den  Inhalt  F. 
Der  Einfluß  der  Formänderung  der  Füllungsstäbe  soll  vernachlässigt 
werden.  Das  Gewicht  zweier  Gurtstäbe  (eines  Obergurtstabes  und  eines 
Untergurtstabes)  beträgt 

_  2M\ 

wo  M'  das  Moment  infolge  3/^=1.  Nehmen  wir  unendlich  kleine 
Feldlängen  an,  so  erhalten  wir  für  die  Längeneinheit  der  Balkenachse 
die  Belastung 

dw  _    2M' 
dx  ~  EFh^  ' 

welche  wir  dui-ch  die  Belastung  Jf '  ersetzen  wollen.  Wir  betrachten 
also  die  Momentenfläche  für  if^  =  1  als  Belastungsfläche  und  erhalten 

EFh^ 
die  — ^ fachen  Durchbiegungen  8^^.    Der  Inhalt  des   zu   t  ge- 
hörigen Teiles  der  Momentenfläche  beträgt-—;   davon  kommt  auf  die 
Stütze  r  —  1  der  Anteil  \lr  auf  r  der  Betrag  \lr.    Es  ergibt  sich  daher 

„    _^       a    ^r    i  A±l_        /»         •■+L 

*r g  ?       Pr Q  ?        0^+ 1  g-      j 

und  die  Gleichung  der  drei  Momente  geht  über  in 
M^.,  ^  +  2  Jf,  -^g^  +  iC+.  -%-^ 

Das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
mußte  den  Faktor  — ^—  erhalten,  weü  ja  8^^  die  — ^ fache  Durch- 
biegung ist 

Es  werde  nun  die  obere  Gurtung  gleichmäßig  um  t.  erwärmt,  die 
untere  mn  f«.    Das  Gewicht  eines  Obergurtstabes  ist  allgemein 

dasjenige  eines  Untergortstabes 


.    As 
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Der  Einfluß  der  Temperaturänderongen  betrügt  daher 

—  «U  +  eU 
«''  = h ' 

also  für  die  Längeneinheit 


dx 


^(tu—t:) 


Die  zu  dieser  gleichförmigen  Belastung  gehörige  Biegongslinie  ist  eine 
Parabel;  es  ist  also 


Ort  = 


2h 


und  man  erhält  schließlich  die  Gleichung 

(34)        Jf..it  +  23f.(t  +  t^0  +  ^r+it+i  =  iV;, 


wo 


(35)       JV;  =  -6SP«8 


/ 1 


)^(^*ir.,)-e^ 


«UJ 


Zui*   Berechnung   der  Lage    der   Festpunkte  L   dienen   nunj  die 
Formeln  (rergl.  Seite  388): 


(36) 


^jt+i  — 


2{k  +  K^,)- 


+1 


1  +  x.' 


wobei  ausgegangen  wird  von 
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(37) 


x,= 


2  (^1  +  h) 
L 


and   die  Berechnung  der  Lage   der  Punkte  R  geschieht  mittels  der 
Formehi: 


(38)       x;= 

Den  Anfang  büdet 


o»  = 


/. 


1  +  x; 


(39) 


^«1  — 1  


2  (U.  +  Q 


Wie  man  zeichnerisch  aus  der  Lage  von  L^  die  Lage  von  Lr+i 
finden  kann,  zeigt  Fig.  377.  Mit  Hilfe  des  Punktes  L^  und  der  in 
beliebigem  Maßstabe  aufgetragenen  Strecke  rr'=  Ir  bestimöit  man  die 
Strecke 

_  7     ^'   —    ^' 
Bf,  —  Ir  "77"  — 

Or       y^ 

xmd  hierauf  mittels  der  Strecken  t+,  und  2  (t  +  /r+i)  —  ^r  die  Lage  des 
Punktes  2/r+i. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  auch  die  Berechnung  des  von  den  Lasten 
abhängigen  Gliedes  des  Wertes  JV^.   Betrachtet  man  die  Momentenfläche 


Fig.  378. 

für  Jtf'^  =  1  als  Belastungsfläche  der  beiden  Einzelbalken  (r  —  1)  r  und 
r{r'\'  1),  so  ist  die  zugehörige  Momentenlinie  die  8« ..-Linie.  Man 
findet  zwischen  (r  —  1)  und  r,  Mg.  378, 

"-'"■  6  ^  //  2  '  3  ~  6  V  /         /J  /' 

und  ebenso  zwischen  r  und  r  -f-  1 
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Führen  wir  also  die  Bezeichnungen  ein 


f     _5    5» 


Od  =-j 


SO  erhalten  wir  für  eine  beliebige  Gruppe  lotrechter  Lasten  die  Gleichung 
(41)   if._,t  +  2^/,(/.  +  /.+0  +  JI^.+iUi  =  -C2Poix>  — C+i2Pod'. 

Die  Zahlen  o^)  und  o^'  sind  unabhängig  von  der  Stützweite  L,  sie 
hängen  nur  von  den  Verhältnissen  $  :  Z,  $' :  /  ab.  Auf  Seite  430  findet 
sich  eine  Tabelle  dieser  häufig  vorkommenden  und  ähnliche  Werte. 
Der  Zeiger  D  soll  daran  erinnern,  daß  die  Oj,  den  Momenten  infolge 
einer  Dreiecklast  proportional  sind. 

Ist  nur  die  Öffnung  t  belastet,  und  zwar  durch  eine  Einzellast 
P  =  1,  so  ist 

und  man  erhält  auf  demselben  Wege,  der  zu  den  Formeln  (26)  führte, 
die  folgenden  einfachen  Gleichungen  der  Einflußlinien  der  Momente 
Mr  und  M^^i 

(42)  Mr  =  —  fr^D-\-  K^J> 

(43)  M^^i  =  —  krOj)'-\-  v^Od, 

wo  fr^  kr  und  Vr  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  früher. 
Nun  besteht  aber  zwischen  den  Zahlen 

die  leicht  nachzuweisende  Beziehung 

(44)  Oi)'=  36)^  —  Od, 

wo 


(45)        «,  =  ^-  „ 


eine  Zahl  bedeutet,  welche  den  Momenten  infolge  einer  gleichförmigen 
Belastung  (einer  Kechtecklast)  proportional  ist;  s.  Seite  430.  Man 
darf  deshalb  auch  schreiben 

(46)  Mr  =  Ur'Oj,  +  Vr  Wj2 

(47)  Mr.i  =  —  l/^Op  +  VrOE, 


wo 


(48)         Uy'=aJ  -     und  Ur  =  ar   *" 
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Bei  der  iC-i-Tiinie  muß  hierbei  die  Abszisse  $  von  der  Stütze  r 
aus  gerechnet  werden;  vergl.  Mg.  379,  in  welcher  auch  die  Strecken 
Ur  und  Ur  angegeben  sind.   Für  die  Endöffnungen  ist  t;  =  0.    Man  erhält 

(49)         Jfi  =  —  /i  Oi),    JlC_i  =  —  Ä^Oi). 

Es  ist  jetzt  noch  anzugeben,  wie  man  die  Gerade  11^  findet,  welche 
man  braucht,  um  das  in  Nr.  160  beschriebene  Verfahren  durchzuführen. 
Diese  Linie  fällt  nach  Seite  398  mit  der  Mittelkraft  der  Gewichte  w 
des  Zustandes  iC  =  1  zusammen,  im  vorliegenden  Falle  also  mit  der 
lotrechten  Schwerlinie  der  Momentenfläche  A^.    Ist  also  /r+i>^ri  so 


k ^ >! 


Mj^-Linie 


Fig.  379. 


liegt  die  zum  Stützpunkte  r  gehörige  Gerade  U^  in  der  Öffnung  ^.+i, 
im  AbStande 

(60)       c;  =  i-(/.^.-Z.) 

von  der  Stütze  r.    Für  die  in  Nr.  160  gebrauchten  Momente  T  erhält 
man  jetzt  die  Werte 

Wir  wiederholen,  daß  sich  dieses  Verfahren  ganz  besonders  zur 
Untersuchung  des  Emflusses  von  Stützenverschiebungen  und  Temperatur- 
änderungen eignet    Die  entsprechenden  Momente  T  sind: 

26* 
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und 


(62) 


(53) 


Tr  =  — 


EFh*K 


T,  =  -^zEFh{t^  —  t:). 


Auch  der  Einfluß  einer  gleichförmigen  ständigen  Belastung  g 
läßt  sich  auf  diesem  Wege  leicht  finden.  Der  Belastung  der  r*®"  Öff- 
nung entspricht  dann 


o 

und  man  erhalt  im  ganzen 

(54)      jv;=-|-(c  +  C^.) 


gH 


(55) 


g(e  +  g^..) 


}«—  e  — >i 


r-f 


m 


TT 


wjnww 


I 

I  T 


I«-- — ^>i 


Ä'  — 


\  - 


— 1 


IffPi 

i  llil  ii  i.iliiil 


ili 


TFT 


ifflü 


i|ii! I"'" 

iiilliiiiiiiiiiri 


Fig.  380. 


Der  Einfluß  einer  von  $  =  e  bis  $  =  d  reichenden  Verkehrdast  p 
f.  d.  Längeneinheit  (Mg.  380)  ist 


(56)       ^; = - 

und  der  Einfluß  auf  iV^_i: 
(57) 


;,(d«_e«)(2f,'  — d»  — e«) 

4  t 


y(d-«-e'»)(2t'-d'«-e'«) 
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§  16. 

Verschiedene  Arten  statisch  unbestimmter  Bogen-,  Baiken-  und 

Kettenbrücken. 

162.  Drei&oh  statisch  unbestimmte  Bogenbracke  mit  drei  ÖftaoBgen« 
Kg.  381  und  382.  Als  statisch  unbestimmte  Größen  werden  zweck- 
mäßig die  auf  den  Scheitelquerschnitt  wirkenden  Kräfte  -X,,  -X»,  X^ 
eingeführt  Das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  besteht  dann  aus  zwei 
Auslegerbalken.  Damit  5«»,  S»«  und  S«.  gleich  Null  werden,  ist  nach 
der  in  Nr.  117  gegebenen  Anweisung  zu  verfahren.  Ein  Zahlenbei- 
spiel möge  die  Ermittlung  der  Einflußlinien  für  die  Werte  X.,  -Zj, 
X^  eines  synmietrischen  Trägers  erläutern.  Einem  senkrechten  X^ 
entspricht  hier  ein  wagerechtes  X^,  Bei  der  Berechnung  der  Gewichte 
w  empfehlen  sich  im  ersten  Kechnungsgange  (und  nur  dieser  soll  hier 
vorgeführt  werden)  dieselben  Annahmen,  wie  beim  Bogen  mit  einge- 
spannten Kämpfern. 

Wir  setzen  also  für  w  =  1  bis  6  und  /»  =  7  bis  13  nach  Gleich.  (3) 
auf  Seite  325 

Zu  dem  oberen  Knotenpunkte  6  gehören  zwei  XJntergurtstäbe;  auch 
entsprechen  diesem  Knotenpunkte  im  allgemeinen  zwei  verschiedene 
Angriffsmomente  Mli  und  JfJ^,  je  nachdem  der  Schnitt  durch  den 
linken  oder  den  rechten  Untergurtstab  gelegt  wird.    Daher  ist 

(2)        ^6=      ^         ' 
Zum  unteren .  Knotenpunkte  14  gehören  zwei  Obergurtstäbe,   weshalb 

(3)         u\^  =  -j^^ ; 

wir  rechnen  ^w^^  zur  linken  imd  ^ti\^  zur  rechten  Trägerhälfte.  Die 
zu  diesen  Gewichten  w  gehörigen  Seillinien  liefern  die  Durchbiegungen 

^mat  8-1»?  ^mc  ^  oinem  Maßstabe,    der  voraussetzt,    daß  ^^^^=-  =  1  ist, 

wo  F,  den  mittleren  Gurtquerschnitt  im  Scheitel  der  Brücke  bedeutet; 
vergl.  Seite  325.    In  die  Formeln 

(4)         Jf.  =  P^-|^,  X,  =  P^^,  x  =  P.4=^ 


'am  "*»  ^«c 

führen  wir  die  Werte  ein 

„.         .         EF.      Sls    -         EF.  „  Sls    .        EF.  ^  Sls 
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zl, *< 


Fig.  381. 


Da  nun  für  einen  Obergurtstab 

Sls  _  Ml* 
EF~ 


^ X 

A«   EF, 


Ml*    X 


h*   EF, 


und  für  einen  Unteigurtstab 
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8ls        Ml*  X  sec  »Y        Ml'     X 


EF        h*       Ei\  h*   EF. 

ist,  so  eingibt  sich 

(6)        8„  =  S«..,  8»»  =  S»-.,  5..  =  S»«., 
wo 

(  M**  -i-  M"' 

x^=     '  J  für  m  =  lbi86  und  m  =  7bisl4, 

hi 

_  Mt\  +  Ml\ 

hi 
2Mrl 


(7) 


*«  = 


«14  = 


A?4 


i3IP«7ltyi 


/— /i 


^dTWIl^t, 


>I^J»?ij 


Fig.  382. 


Daß  5«»  und  8»^  gleich  Null    sind,   folgt   ohne   weiteres  aus  der 
Symmetrie.    Die  Bedingung 


'a  "^o' 


geht  über  ia 


2 


EF 
M.M. 


=  0 


>-a  -^'-^« 


=  0 


und  lautet,  mit  Rücksicht  auf  die  für  m  =  6  und  m  =  14  bestehenden 
Ausnahmen 

(8)  s rMiM:  +  MiMi\     r{MiM%-^{M:M%\    rmm\  ^ ^ 

Die  Summe  2  umfaßt  w  =  1  bis  5  und  w  =  7  bis  13. 

Bei  der  Berechnung  des  Einflusses  der  Temperaturänderungen  ist 

der  weggehobene  Wert   =-=f-  wieder  einzuführen.     Man  erhält 
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(9) 


JCa«  = 


8,. 


'  EF 


X.= 


Xtt  wird,  der  Symmetrie  wegen,  gleich  Null.  Die  Ermittlung  der  bei 
gleichmäßiger  Erwärmung  entstehenden  Verschiebungen  8„,  und  8„  soll 
zunächst  an  der  allgemeineren  Figur  383  erläutert  werden.  Man  wähle 
das  Eiämpfergelenk  0  zum  Pole  eines  WilHot&chen  Yerschiebungsplanes 
und  stelle  die  Längenänderungen 

durch  die  Strecken  «,,  «„  s^  dar.  Man  erhält  dann  die  Verschiebung 
OV  des  wagerecht  geführten  Punktes  1,  indem  man  in  1  auf  Ol  ein 


Fig.  383. 


Lot  errichtet  und  mit  der  Wagerechten  durch  0  zum  Schnitt  bringt 
Macht  man  nun  i'2"  =  12  und  ||  12  und  errichtet  in  2"  und  2  auf  1'2" 
und  02  Lote,  so  treffen  sich  diese  im  Punkte  2'.     Von  2'  aus  trage 

man  die  senkrechte  Strecke  2'3"  =  23  an  und  bringe  das  in  3  auf 
03  errichtete  Lot  mit  der  Wagerechten  durch  3"  in  3'  zum  Schnitt 
Bezeichnet  man  dann  die  Strecken  3 ''3'  und  23  mit  e  und  A„  so  ergibt 
sich  für  den  Winkel,  um  den  sich  die  Scheitelvertikale  dreht,  der  Wert 


und  es  drehen  sich  daher  die  nach  Nr.  117  mit  den  Scheiteln 
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der  beiden  Trägerhalftea  befestigt  gedachten  starren  Scheiben  gegen- 
einander um 


h. 


Das  Zeichen  —  ist  zu  nehmen,  weil  sich  die  Scheitelvertikale  2  —  3 
nach  links,  also  im  Sinne  von  X^  dreht,  während  S«,  im  entgegenge- 
setzten Sinne  positiv  gezählt  wird  wie  X,. 

Die  wagerechte  Verschiebung  des  Punktes  2  wird  durch  das  vom 
Punkte  2'  auf  die  Senkrechte  durch  0  gefällte  Lot  d  dargestellt;  sie 
ist  also  =  ^td^  und  die  Yerschiebung  des  Angriffspunktes  L  der  Ej'aft 

X^  beträgt,  wenn  die  Strecke  2L  mit  k  bezeichnet  wird, 

so  daß  sich  schließlich  ergibt 

h,,  =  2tt{d  +  k-^' 

Liegen  die  Punkte  1  und  2  in  einer  Wagerechten,  wie  bei  dem  in 
Fig.  381  dargestellten  Sonderfalle,  so  wird  mit  den  aus  Fig.  383  er- 
sichtlichen Bezeichnungen: 

(10)        K,  =  —  2a  -[-  ,  8,,  =  26f  (/,  —  -^). 

Einfloälinie  for  JE^.  Im  Belastungsfalle  -X.  =  —  1  entsteht  am 
linken  Endauflagor  ein  abwärts  gerichteter  Widerstand  -j^«  Die  An- 
griffsmomente  sind 

für  die  Seitenöffnung:  J/i.  =  Ml,^  =  —  1  -y^ 

„      „    Mittelöffnung:  if;;.  =  i¥* .  =  —  1. 

Berechnet  man  nun  die  Gewichte  w^^  und  Werte  x^^  nach  den  Formeln 
(1)  bis  (3)  und  (7)  und  dividiert  diese  Größen  durch  den  sich  später 
hebenden  Faktor  2,  so  erhält  man 

X     1  fn  1 

für    m=l     bis    5      W^a  = f~J^— ßhi'^     ^ma  =  ^"Q     ^^^'mai 

für  7re  =  6bi8  14  «*«.  =  — p-;  x...^-}-^, 
und  für  den  ganzen  Träger 

(11)        8..  =  Sx„  =  --3  2m«>..  +  2|-|-  +  ^. 
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Die  Höhen  h^  und  Gewichte  w^^  sind  in  den  Tabellen  I  und  n 
zusanunengestellt  worden.  Die  Berechnung  der  Trägerform  ist  in 
Band  I,  Seite  436,  als  Beispiel  zur  Linienführung  der  Gurtungen  ge- 
bracht worden.    Für  8«.  ergibt  sich  nach  Gleich.  (11)  der  Wert 

8..  =  4  0^908  +  2  . 2,041  +  0,694  =  6,079. 


Tabelle  I,  SeitenOftrang. 


m 

Ä« 

«. 

1 

m 
"'"—      6Ä!. 

1 

«?.,»  =  8  ff«« 

2.5,9  fr«. 

0 

1,20 

1,44 

0,694 

0 

0 

0 

1 

1,33 

1,77 

0,565 

0,094 

0,094 

-0,75 

~U1 

2 

1,75 

3,06 

0,327 

—  0,109 

0,218 

0,87 

—  1,29 

3 

2,51 

6,30 

0,159 

—  0,079 

0,237 

-0,63 

0,93 

4 

3,64 

13,2 

0,076 

—  0,051 

0,204 

—  0,41 

—  0,60 

5 

5,19 

26,9 

0,037 

0,031 

0,155 

—  0,25 

0,37 

1 


Tabelle  U,  HittelOftrang. 


m 

K. 

1 

1 

m' 

Wmh=m'Wm^t 

_  2,6-Ä« 

6 

7,20 

5,19 
3,75 
2,74 
2,07 
1,64 
1,38 
1,24 

1,20 

0,139 

0,019 

0,037 
0,071 
0,133 
0,233 
0,372 
0,526 
0,650 

8 

7 

6 
5 
4 
3 
2 
1 

0 

—  0,15 

—  0,26 

—  0,43 

—  0,67 

—  0,93 
-1,12 

—  1,05 
0,65 

0 

—  0,10 
-0,08 
0,02 
+  0,12 
+  0,36 
+  0,63 
+  0,88 

+  0,14») 

7 

8 
9 
10 
11 
12 
13 

0,193 
0,267 
0,365 
0,483 
0,610 
0,725 
0,806 

0,833 

14 

0,694 

4,282  *) 

2,041«) 

')  4,282  =  S-i-; 

7     flm 


"      1  2Vl4 

«)  2,041  =  2  -|V ;      *)  "-uc  =  4t^  =  0,14. 


Die  8^«-Linie  darf  als  die  Momentenlinie  eines  mit  den  Gewichten 
w„  belasteten  Balkens  CAD  aufgefaßt  werden,  der  bei  C  frei  aufliegt, 
bei  D  eingespannt  und  bei  A  durch  ein  Gelenk  unterbrochen  ist  Für 
den  mit  Wi^  bis  v\^  belasteten  Koppelträger  CA  erhält  man  in  (7  und  A 
die  Stützendrücke*) 

^           0,09 . 5  +  0,11 . 4  +  0,08 . 3  +  0,05  •  2  +  0,03  ^„, 

G  = g =  —  0,21 

A  =  —  0,15, 


*)  Die  Gewichte  fr  wurden  auf  zwei  Dezimalstellen  abgerundet. 
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femer  die  Querkräfte 

ö,  =  —  0,21,  (?,  =  —  0,21  +  0,09  =  —  0,12,  (?,  =  —  0,01, 
Q^  =  +  0,07,  (?5  =  +  0,12,  Q,  =  -\-  0,16 

und  Werte  M-.'k 

ifi:X  =  — 0,21,  ifj,  : X  ==  — 0,21  —  0,12  =  — 0,33,  3f,  :X  =  — 0,34, 
if^:X  =  — 0,27,  Jlfs  :  X  =  —  0,15,  Jlfj:X  =  0. 

Für  den  mit  Wj.  bis  w^,,  und  außerdem  in  ^  mit  —  0,15  belasteten 
Ereiträger  AD  findet  man 

Qj   =0,15  +  0,02  =  0,17,  (?g  =  0,17  +  0,04  =  0,21, 

<?,   =  0,21  +  0,07  =  0,28,  Öi«  =  0,41,  <?„  =  0,64,  Q„  =  1,01, 

<?i,  =  1,54,  (?i,  =  2,19, 

ferner 

if^  :  X  =  0,17,  i¥g :  X  =  0,17  +  0,21  =  0,38, 

Jf,  :  X  =  0,38  +  0,28  =  0,66,  ifi,  :  X  =  1,07,  Jf,i :  X  =  1,71, 

ifi,  :  X  =  2,72,  Jfis  :  X  =  4,26,  M^^:\  =  6,45. 

Nun  erhält  man 

X  =-^  =  — =  ^^^  =  0591  — • 

8a«  8a«  ^8,.  X 


JC.,  =  —  0,124 
X^  =  —  0,195 
X„  =  -  0,201 
Jf^  =  —  0,160 
X^  =  —  0,089 


X,  =  +  0,100 
X^  =  +  0,225 
JC.g  =  +  0,390 
X„,  =  +  0,632 


^.11  =  + 1,011 
JC.„  =  + 1,608 

-^.18  =  +  2,518 
Xi4  =  + 3,812 


EinAiiBlliiie  fär  X».    Infolge  von  Xi  =  —  1  entsteht  am  linken 
EndauQager  der  abwärts  gerichtete  Stützenwiderstand  1  -~- ,  weshalb 


l 


ir 


2 


für  die  Seitenöffnung  Jf  J.^  =  Jfl»  =  - 

„     „    Mittelöffnimg  Jtf  J,»  =^  M^^  =  —  1  •  xj. 
Mit  x^  =  m\  und  a:J  =  m'X  ergeben  sieh  also  die  Gewichte 


w. 


=  _oA.^  =  _ 


8 


^1   ÄJ,  6    hl 


"U^mb  =  —^2 


X. 


hl 


=  —  2 


\ 


und  dafür  nehmen  wirj, 

für  die  Seitenöffnung  w^i=^  —  8 


m 


6h 


m 


=  8w?^., 


n    11 


Mittelöffnung  «/'^»  = 
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Die  Berechnung  von  8^»  ist  überflüssig,  da  X»  in  der  Mitte  des  sym- 
metrischen Trägers  den  Wert  0,5  hat  Man  berechnet  also  genau  wie 
vorhin  die  durch  die  Gewichte  w^  hervorgerufenen  Momente  M  und 
findet  dann  aus  der  Gleichung 


^*14  ^^4 


X,^  =  0,5 


Auf  diese  Weise  erhält  man: 


^M 

—  0,030 

^H 



—  0,047 

^« 

0,048 

^H 

; 

0,038 

^« 

= 

0,021 

-^   = 


+  0,024 
+  0,052 
+  0,089 
+  0,136 


-X.fc,  1  = 


A' 


X 


»11 

bis 
»14 


+  0,200 
+  0,284 
+  0,386 
+  0,500 


Für  die  rechte  Trägerhälfte  ergeben  sich  dieselben  Ordinaten  mit  den 
entgegengesetzten  Vorzeichen. 

Ermittlung  der  Lage  von  X^:    Fig.  382.    Am  linken  Endauflager 
wird  durch  die  im  Abstände  c«  von  den  Kämpfern  angreifende  Be- 

lastung  Xt  =  —  1  der  Widerstand    C=  —  1  -."-  hervorgerufen,  und 

es   ergibt  sich   daher  mit   den  aus   der   Fig.  382    ersichtlichen  Be- 
zeichnungen 


fürm  =  lbis5    M:  =  Ml  =  —-^  =  — 


7» 


l^    ~~         6 
m  =  6  Mli  =  —  1  •  c«,    Mir  =  1  •  Co 

m  =  7  bis  14  Mt  =  1  •  c. 


Da  nun 


für  m  =  l  bis  5  Jf:=  J/:  =  —  1-^  =  — ^ 

4  0 


„   m  =  6.   „14  M:  =  Ml  =  —  l 
ist,  so  geht  die  Gleichung  (8)  auf  Seite  407  über  in 


-  J 1 2t  — - 


22 

1    6    6Ä: 


2  -^  -  =  0 
T  hl 


und,  wegen  y^  =  Co  —  K,  in 


-f?— -^«(4-Ä-+ir)+li:=^ 
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Es  folgt  also  mit  c«  =  Ag  —  c^  =  7,2  —  c^ 

h,  1  .   li    1 


^2mi^^.  +  2 


Ol  6    h^ 


'o 


1  *  >»    1         1 


14 


c,  =  2,4  •  0,908  +  4,282  ^  ^  g^ 

4-  •  0i908  +  2  •  2,041  +  0,694 

o 
c.  =  7,2  —  1,3  =  5,9-. 

Elnfloälinie  far  X«.  Setzt  man  die  für  if«  angegebenen  Werte 
in  die  Gleichungen  (1)  (2)  (3)  und  (7)  ein,  so  erhält  man  mit  y^  =  c^  —  A« 
=  1,27  -  h^ 

für  w  =  1  bis  5:    w^^  =  —  2     "  ^    =^  2c« w?^.  =  12,0^?«« 

—  9    ^«    ^*  _       1  ^ 

fürw  =  6:  ^^'^~fk'^~k 


Xa«  — • 


d  +  c! 


6»  —  1.«  J 


fürw  =  7bi8l3:   «;,.=  C  +  y- ^2g.  — A- 

fürw=14:  «>,..=  2 -^  =  2  ^'7,^'* 

hu  All 

*i4.=  2 -1^  =  2-^-4^  +  2, 

und  es  ergibt  sich  daher  für  den  ganzen  Träger 

5..=  -|^.W.  +  2-^+2|(2|-+2A.+  i) 


c!  ,     c. 


und  mit  Beachtung  von  Fonnel  (12) 

\,  =  —  i-  c.Ae  2wm;„.  —  2c.2  i-  +  ig  =  32,22. 

Ol  •     '<^m 


414 


Erste  AbteiloDg.    Zweiter  Abschnitt 


Die  8«e-Liiii6  der  Trägerstücke  CA  und  AB  darf  als  die  Mo- 
mentenlinie  der  mit  den  Gewichten  u\  belasteten  einfachen  Balken  CA 
und  AB  betrachtet  werden.  Es  folgt  dies  daraus,  daß  8,^  =  0  ist,  daß 
also  die  beiden  Scheitelvertikalen  (14)  der  das  statisch  bestimmte  Haupt- 
system bildenden  Auslegerbalken  sich  im  Belastungs&Ue  -X,  =  —  1 
nicht  gegeneinander  drehen  und  in  senkrechter  Richtung  dieselben 
Verrückungen  erfahren.  Diese  Eigenschaft  kann  auch  zur  Berechnung 
von  c^  benutzt  werden.  Für  den  Querschnitt  D  des  mit  den  w^  be- 
lasteten einfachen  Balkens  AB  ist  nämlich  das  Biegungsmoment  gleich 

dem  statischen  Momente  der  Gewichte  ir^,,  ?^?g,  -  -  »w^^t  ^^d  -9-  '^'i4<-' 
bezogen  auf  die  Stütze  A^  d.  L 


IS 


Mj,  =  2m7^,  {m\  —  /i)  +  y  y^iA.k, 

während  sich  für  D  als  Querschnitt  des  Trägers  CAD  das  Moment 
ergibt 

1  li  e 

Setzt  man  diese  beiden  Werte  einander  gleich,  so  findet  man 
w  .         ,    .   »  ..    .   ü        1 


l  O  T  T  ^ 

und,  wegen  (m'  -\-7n)\  —  /^  =  /„  nach  Einführung  der  uy. 
^i„„.,+  S^  +  Vl^  +  ?--^:=0  «der 

das  ist  dieselbe  Gleichung,  die  auf  Seite  402  auf  anderem  Wege  ge- 
wonnen wurde. 

Die  Berechnung  der  Momente  der  Balken  CA  und  AB  liefert 


i¥,  :  X  =  —  2,51 
AI,:\  =  —  3,91 
ifj  :  X  =  —  4,02 
M^:\  =  —  3,20 
3/,  :  X  =  — 1,78 

und  es  ergibt  sich  daher 


Mj    :X  =  +  1,86 

Mg   :X  =  +  3,82 

i/,    :X  — H 

h5,86 

itf,o  :X  =  - 

h7,92 

J|f,j:X  =  -f-  9,86 
J»fj,  :  X  =  -j-  11,44 
J|f„  :  X  =  + 12,39 
3/i^  :  X  =  -i-  12,46 


X  = 


M 


M 


8.. :  X       32,22 


X    =  «'««31    ^ 
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X^  =  —  0,234 
Xg  =  —  0,364 
X^=  —  0,374 
X.^  =  —  0,298 


X^  =  +  0,173 
X^  =+0,356 
X^  =  +  0,546 
Xi«  =  +  0,737 


Xii  =  +  0,918 
X„  =  + 1,065 
-^.13=  + 1,154 
Xi4  =  +  1,160 


X.,  = 0,166 

Elnflnfilinie  für  den  Widerstand  C  der  lioken  Endstütze.  Liegt 
die  Last  P=  1  im  Abstände  $  von  der  Stütze  Ä  und  wird  $  nach 
links  positiv  gerechnet,  so  folgt 

nnd  hieraus 

c=^a  +  2i  X,  +  X.+b,9  x;). 

Liegt  P  rechts  von  der  Mitte  des  Trägers,  so  ist  das  Glied  $  zu  streichen. 
Die  mit  Hilfe  dies€i;r  Gleichung  berechnete  C-Linie  ist  in  Rg.  381 
dargestellt  worden. 

Ordinaten  der  C-Linie. 


v^*  * 

links: 

rechts: 

1 

0,71 

0,04 

2 

0,47 

0,07 

3 

0,30 

0,07 

4 

0,18 

0,06 

5 
6 
7 

0,08 

0,03 

0,07 

0,03 

8 

—  0,13 

0,06 

9 

0,18 

0,08 

10 

—  0,21 

0,10 

11 

—  0,21 

0,09 

12 

0,18 

0,06 

13 

0,13 

0,00 

14 

0,07 

0,07 

Die  weitere  Untersuchung  der  Mittelöffnung  erfolgt  nun  nach  dem 
im  §  11  in  dem  Zahlenbeispiele  angegebenen  Verfahren.  Man  berechne 
der  Eeihe  nach  die  Einflußlinien  fiir 


Ml, 


und 


^^^  TT 

-^  =  ?Ap.+i  cos  y^+, 


o_  =  — 


hm 


—  H 


Ml 


Dm  cos  <fm  =  -jf i 


hm.r 


nnd  schließlich  die  Einflußlinien  für 

Vm  cotg  9„+,  =  —  2).+,  cos  9,+,  —  P  cotg  9^+, 
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Die  Seitenöffnung  wird  in  derselben  Weise  untersucht  wie  die  Seiten- 
öffnung eines  auf  4  Stützen  ruhenden  Balkens  (Fig.  352,  Seite  371); 
aus  der  C-linie  lassen  sich  hier  die  Einflußlinien  für  alle  Stabkrafte 
schnell  herleiten.  Die  Einflußlinie  für  die  Vertikale  über  der  Mittel- 
stütze wird  nach  dem  auf  Seite  381  beschriebenen  Verfahren  be- 
stimmt; man  benutze  die  Gleichgewichtsbedingung  für  den  oberen 
Knotenpunkt  6. 

Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwärmnog  um  35''  ist  (für  Fluß- 
eisen) abgerundet  und  auf  Tonnen  und  Meter  bezogen 

f    zFAF. 


'aa 


=  2  r 24  -  ^^^  250^36^  =  4OOO  ir . 
\         18/      3-32  *"w^.. 

Der  EmfliiB  der  Temperaturänderongen  ist  yerhältnismäßig  groß,  imd 
es  empfiehlt  sich  daher  stets  die  Anwendung  der  genaneren,  die  Form- 
änderungen sämtlicher  Stäbe  berücksichtigenden  Formeln 

^^*  —  «~ ' 

25.' 


J^ei  =  — 


EF 

8e* 


2Si  "" 


EF 
Außer  der  gleichmäßigen  Erwärmung,  welche 

8.,  =  — 2-^-ef  und  K,  =  2(l^  —  ^^tt 

liefert,  prüfe  man  noch  den  Einfluß  einer  ungleichmäßigen  Erwärmung 
der  beiden  Gurtungen.    Dann  ist 

8«,  =  26^5.5  und  h,,  =  ^etS,8 
zu  setzen. 

163.  Der  Balken  auf  4  Stützen,  der  bereits  im  §  13  (Mg.  350) 
untersucht  worden  ist,  kann  auch  auf  dem  in  Nr.  162  eingeschlagenen 
Wege  berechnet  werden.    Es  ist  X^  =  0. 
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164.  Die  zweifaoli  statisoh  unbestimmte  Bogenbrüoke  mit  drei 
Öfbimgen,  Mg.  384,  wird  in  ähnlicher  Weise  untersucht  wie  der  in 


Fig.  384. 

Nr.  162  behandelte  Träger.    Es  ist  X^  =  0,   und   außerdem   ist   der 
Angriffspunkt  von  X^  und  X^  von  vornherein  gegeben. 

165.  Elngelenkbalken  mit  drei  Öffnimgen,  Fig.  385.  Es  wird 
X„  =  0,  und  man  erhält  nach  Zeichnung  der  Biegungslinie  für  JC»  = — 1 
den  Einfluß  von  P 


x»=p 


8 


hh 


In  den  Kguren  386  sind  aus  der  ^»-Linie  die  Eüiflußllnien  für  die 
Momente  M^  und  Jf*,  für  den  Stützenwiderstand  A  und  die  Spann- 
kräfte D  und  D'  hergeleitet  worden.  Der  Bjräftemaßstab  ist  8»^  =  P  =  l. 
Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  ist  entweder  gleich  Null 
oder  (falls  der  Träger  unsymmetrisch  ist  und  die  Auflager  nicht  in 
derselben  Wagerechten  liegen)  unwesentlich.  Ungleichmäßige  Er- 
wärmimg, z.  B.  Sonnenbestrahlung  der  oberen  Gurtung,  kann  dagegen 
größere  Spannkräfte  hervorbringen.  Man  berechne  dann  JT»,  mittels 
der  Formel 


X.=    - 


Se&^5 


2s; 


EF 


und  berücksichtige  die  Längenänderungen  sämtlicher  Stäbe. 


Müller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1. 
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Fig.  385. 


166.  Der  Elng^Ienkbog^o,  Fig.  386.  Das  statisch  bestimmte  Haupt- 
system besteht  aus  zwei  Freiträgem;  die  Uutersuchung  dieses  Trägers 
unterscheidet  sieh  also  von  der  im  g  11,  Nr.  116,  durchgeführten  nur 
dadurch,  daß  JC.  =  0  ist  und  der  Angriffsptmlit  von  X^  und  .X,  mit 
dem  Scheitelgelen It  zusammenfallt.  Kg.  386  zeigt  einen  Teil  des  Ter- 
schiebungsplaneä  für  Xt^  —  1.    Die  Strahlen  Oc^'  und  Oc^'  stellen 
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die  Yerschiebimgen  dar,  welche  das  Scheitelgelenk  als  Pnnkt  des  linken 
oder  rechten  Freiträgers  erfährt  Om  ist  die  Verschiebung  des  Angriffe- 
punktes m  von  P^.    Wählt  man  ^c\^(^\<^%^  so  ist 


mh 


X,=  P^^  und  X.=^P, 


mü 


'»» 


ee 


Fig.  386. 


NahenmgBformeln.  Für  einen  symmetrischen  Bogen  mit  parabelförmigen 
Gortmigen  lassen  sich  auf  dem  im  §  11  unter  e,  Seite  349,  eingeschlagenen  Wege 
genügend  genaue  Formeln  zur  Berechnung  der  von  senkrechten  Lasten  hervor- 
gerufenen Kräfte  Xh  und  Xe  herleiten.  Das  Scheitelgeleni  habe  von  der  oberen 
Gnrtung  den  Abstand  e»,  von  der  unteren  den  Abstand  e«;  bezüglich  der  übrigen 
Bezeichnungen  verweisen  wir  auf  Fig.  387  und  auf  die  Untersuchung  im  §  11.  Für 
X»  gilt  die  auf  Seite  351  für  P=  1  abgeleitete  Formel 

und  für  Xc  erhält  man  (vergl.  Seite  352) 


X.= 


3/ 


wo 


2/(yo*  +  y-*)«rfx 


Xj. 
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und  M  durch  die  Gleichung  erklärt  wird 


da?« 


r   ^  »■      ~i 

=  w(yo  +  y«)  =  wL/;y^  — Ca  +  ZLy^  +  e^J 


Da  M  das  Biegungsmoment  eines  an  der  Stelle  xa^=Ii  eingespannten,  durch  die 
stetige  Belastung  c>>  beanspruchten  Freiträgers  ist,  so  sind  die  Integrationskonstanten 
der  vorstehenden  Differentialgleichung  durch  die  Bedingungen  bestimmt: 

a?^  =  0  muß  liefern  —, —  :=0, 

dXA 


xa  =  0 


11 


3f=0. 


Fig.  387. 
Man  erhält 

femer 

2  /  (y.«  +  y«»)  (*  rfx  =  (/•.• + /«•)  l,  1±^  +  l,  (/.e.  -  f,  e.)  l±i^ 

+  ^  (««>  +  e.»)  (1  +  a). 

Es  ergibt  sich  also  schliefilich.  für  eine  an  der  Stelle  x^  =:  a  liegende  Last  P=  1 
der  Wert 


-X,  =  ^[y(r.  +  A)Y  +  6(e.-e.)Y']. 
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wo        t«  =  2(/-.»  +  ^,»)(14-6a)  +  10(/-.e.-/ie,)(l  +  3a)+a0(e,»+e.»)(14-«). 
T  =  [30a+10(l-3a)|--6(2-3«)-^  +  3(l-a)^]-^, 

r'=[3.+(i-«)^]-«-;. 

Der  Eiiifla£  einer  gleichmäßigen  Erwärmnng  um  /"  ist,  wenn  F,  den  mittleren  Otirt- 
querscimitt  in  der  Nähe  des  Scheitels  bedeutet,  ^«=0  und 

^               2tEtliF,h* 
A,,  — j^ , 

2/(yo"+y-*)«da; 


^.= 


Fig.  388. 


Sonderfall 


Co  =  e«  =  iÄa.    Fig.  388. 


^^  =  -fi--J[30«+10a-3«)f--M2-3«)^  +  3(l-a)-^], 


wo 


Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  ist 

mtEtF,h,^ 


Xi  = 


B 


Für  a  =  1  erhält  man 


wo 


1  + 


8//,«  +  4M*  +  3/r^' 
12/^ 


422 


Eiste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt 


Hierzu  gehört 


Für  a  =  0  ergibt  sich 


^=i-$(»-r)- 


X„  =  16tEF,t 


f 


r^' 


wo 


1  + 


Hierzu  gehört 


4/^ 


^=|;('-»*v)- 

Die  folgende  Tabelle  enthält  für  die  Grenzfälle  a  =  1  und  a  =  0  die  Werte  X^  und 

f  Vh 

Xc  -^  sowie  die  Zahlen  -^  v,  wo  yu  die  Ordinate  der  durch  die  Gleichung 

y»  =  {/j  — a)^* 

bestiininten  Kämpf erdrucklinie.  Die  Zahlen  beweisen,  daß  der  Einfluß  von  a  recht 
erheblich  ist.  Da  nun  beim  Eingelenkbogen  die  Steifigkeit  vom  Scheitel  nach  dem 
Kämpfer  stärker  zunimmt  als  beim  gelenkiosen  Bogen,  so  wird  es  sich  empf^en, 
bei  der  ersten  Überschlagsrechnung  a  noch  kleiner  zu  wählen  als  nach  dem  auf 
Seite  351  in  der  Fußnote  gemachten  Vorschlage.  Den  Einfluß  der  Temperatur- 
änderung wird  man  auf  jeden  Fall  noch  einmal  genauer  mittels  der  Fonnel 

tili 


Xct  — 


2Ä« 


8 

~EF 


berechnen,  deren  Nenner  sich  über  die  Stäbe  der  einen  Bogenhälfte  erstreckt 

a 
1 

X^ 

1 

f 

y* 

f 

h 

a  — 1 

a  =  0 

a  =  l 

a  =  0 

a  =  l 

a  =  0 

0,0 

0 

0 

0 

0 

0,600 

0,400 

0,1 

0,007 

0,001 

0,0117 

0,0023 

0,558 

0,379 

0,2 

0,028 

0,007 

0,0437 

0,0162 

0,613 

0,355 

0,3 

0.061 

0,023 

0,0917 

0,0491 

0,464 

0,327 

0,4 

0,104 

0,051 

0,1520 

0,1037 

0,411 

0,296 

0,5 

0,156 

0,094 

0,2214 

0,1797 

0,353 

0,261 

0,6 

0,216 

0,151 

0,2970 

0,2743 

0,291 

0,220 

0,7 

0,282 

0,223 

0,3767 

0,3833 

0,224 

0,174 

0,8 

0,352 

0,307 

0,4587 

0,5018 

0,153 

0,122 

0,9 

0,425 

0,401 

0,5417 

0,6251 

0,079 

0,064 

1,0 

0,500 

0,500 

0,6250 

0,7500 

0 

0 

167.  Dreifach  statisoli  unbestimmte  Eettenbrfioke  mit  drei  Öfhangen. 
Kg.  389.  Die  Ketten  CJ^,  Ä^Bq  und  BqD  werden  durch  eine  auf 
vier  Stützpunkten  ruhende  gegliederte  Scheibe  versteift  und  sind  mit 
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den  Endpunkten  dieser  Scheibe  befestigt  Die  Verankerung  der  Kette 
wird  also  erspart  und  man  kommt  mit  schwachen  Widerlagern  aus.*) 
Das  ganze  System  besitzt  nur  ein  festgehaltenes  Auflagergelenk  und 
drei  in  wagerechten  Bahnen  geführte  Stützpunkte.  Trennt  man  den 
Versteifungsbalken  in  der  Mitte  durch  einen  senkrechten  Schnitt,  Fig.  390, 
und  bringt  man  (nach  Nr.  117)  an  den  Scheiben  /  und  //  die  Kräfte 
JC«,  X»,  JT«,  an,   so  besteht  das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  aus 


zwei  Auslegerbalken,  die  durch  die  Kette  miteinander  verbunden  sind. 
Den  in  Fig.  390  angenommenen  wagerechten  Verbindungsstab  hat  man 
sich  unendlich  klein  zu  denken.  Bei  unsymmetrischer  Anordnung  des 
Tragwerks  wird  die  Erfüllung  der  Gleichungen 

S.»  =  0,  S»,  =  0,  8,.  =  0 

auf  die  in  Nr.  117  beschriebene  Weise  herbeigeführt.  Ist  der  Träger 
symmetrisch,  so  werden  die  beiden  ersten  Bedingungen  durch  ein  senk- 


k jc'  — 


Fig.  390. 


rechtes  Xj,  und   ein   wagerechtes  X^   befriedigt    Der  Abstand  c  der 
Kraft  X^  vom  Scheitel  der  Kette  wird  mittels  der  Gleichung 


*)  Dafür  ist  allerdings  der  Eisenverbrauch  verhältnismäßig  groß.  Das  System 
wirkt  aber  in  ästhetischer  Beziehung  recht  vorteilhaft;  es  wurde  von  meinem  ehe- 
maligen Hörer,  Herrn  Diplom-Ingenieur  Eyde  bei  der  Mühlenthor-Brücke  in  Lübeck 
zur  Ausführung  gebracht.  Vergl.  die  Mitteilungen  über  den  Elbe-Trave-Kanal  in  der 
Zeitschrift  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1900. 
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bestimmt  Der  Gang  der  Rechnung  ist  derselbe  wie  in  dem  in  Nr.  162 
durchgeführten  Zahlenbeispiele.  In  den  Belastungsfällen  X„  =  —  1 
und  Xi  =  —  1  werden  nur  die  Stäbe  des  Yersteifungsbalkens  bean- 
sprucht; die  Kette,  die  Hängestangen  und  der  Ständer  AqA  bleiben 
spannungslos.  Es  sind  also  nur  für  den  Einfluß  von  X„  neue  Formeln 
aufzustellen. 

Der  Einfluß  der  statisch  unbestimmten  Größen  -X  auf  den  Wider- 
stand C  der  Endstütze  imd  auf  die  Momente  JiP  und  M^  für  die  oberen 
imd  unteren  Knotenpunkte  des  Yersteifungsbalkens  ist  mit  den  in  den 
Figuren  389  bis  391  angegebenen  Bezeichnungen: 

c 

V 

für  die  Seitenöffnung: 


M 


^.C" 


ex  \ 


Fig.  391. 


und  für  die  Mittelöffnung 

M^  =  X,  +  X,x'-X,(c  —  y.) 
1/"  =  X  +  X^x'  —  X,  (c  —  y^). 

Nähernngsformeln.  Ist  der  Yersteifungsbalken  ein  Parallelträger  mit  kon- 
stantem Oui-tquerschnitte,  so  lassen  sich  einfache  Nähemngsfonneln  au&tellen,  die 
auch  im  Falle  schwach  gekrümmter  Gurtungen  zur  ersten  Abschätzung  der  Quer- 
schnittsverhältniase  benutzt  werden  können.  Die  Endpunkte  C  der  Kette  sollen  in 
der  Mitte  zwischen  den  beiden  Gurtungen  angenommen  werden.  Wir  rechnen  mit 
unendlich  kleinen  Feldweiten,  setzen  also 


8.. = 2  ^ = -^^  j*(ir.* + j/T)  rf« 


und  erhalten,  da  für  die  Seitenöffnung  JfJ  =  JfJ  = j-  und  für  die  Mittelöffnung 

Ml  =  Ml  =  —  l  ist, 
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(1) 


EFh^^aa  =  4  f-^  dx  +  i  fdx  =  ^  [l,  +  3y. 


Nun  ist  weiter  für  die  Seitenöffnung  Ml  =  Mi  = j^  und  für  die  Mittelöffnung 

Ml=Mi  =  '-x' 

h  h 

EFh^ 06»  =  Ajlff  +  Jtff )  dx  =  4  [^Yr- d^  +  ^  (^'^  dx' 

(2)  EFk^^iti  =  ^l,'(h  +  l,). 

Zur  Berechnung  der  Lage  von  Xe  dient  die  Bedingung  da«  =  0,  das  ist 

EFh*  8«,  =  f{MlMl  +  Af  :ilO  dx  =  0. 

Es  genügt,   diesen  Wert  für  die  Hälfte  des  symmetrischen  Trägers  zu  berechnen. 
Für  die  Seitenöffnung  ist 

M 


<»  iijr<*  X   ( CX  \ 


für  die  Mittelöffnung 

Jtf:i/:=-l.(c-yo) 
MlMc  =  —  1 .  (c  --  yj, 

und  man  erhält  daher  (wegen  yo-\-yu  =  2y)  die  Gleichung 

(3)         j^^^-y^dx+j(e-y)dx  =  0 

und  nach  Ausführung  der  Integration  unter  der  Voraussetzung  einer  parahelförmigen 
KeiU 

Hieraus  folgt  die  einfache  Gleichung 

(4)  c  =  Ä,-    f^'^  +  ^f^"^ 


Zu  dem  Werte 

S*9 

EF 


««,  =  2 


*)  Man  beachte,  daß  jyxdx  das  auf  die  Senkrechte  durch  C  bezogene  statische 

Moment  der  Fläche  ist,  die  von  der  Parabel  CA^^  dem  Ständer  A^A  und  der  Balken- 
achse begrenzt  wird;   man  erhält 

fyxdx=^^.-^.-—fJ,.-±. 
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liefern  auch  die  Ketten,  die  Hängestangen  und  die  Ständer  AqÄ  einen  Beitrag.  Es 
ist  aber  für  unsere  Zwecke  zulässig,  den  Einfluß  der  Hängestangen  und  Ständer  zu 
vernachlässigen  und  die  Annahme  Fa  =  F»  sec  a  zu  machen,  wo  jP«  den  Querschnitt 
eines  um  a  gegen  die  Wagerechte  geneigten  Kettengliedes  und  Fk  den  Querschnitt 
der  Kette  im  Scheitel  bedeutet.  Der  Zug  in  einem  Kettengliede  ist  gleich  J[«sec  a; 
es  ist  also  Sc  =  —  1  •  sec  a,  und  man  erhält  für  den  Beitrag  der  Kette  zu  dem  Werte 
EFh^^ce  nach  Seite  269  für  eine  Seitenöffnimg  und  die  halbe  Mittelöffnong  d@i 
Ausdruck 


+'-0+x*)]- 


Für  die  linke  Hälfte  des  Yersteifungsbalkens  ist  der  Beitrag  zu  EFk^^ct'- 

(EFh^^cc)B=  f  (]\ff  +  Mf)dx, 
WO  für  die  Seitenöffnung 

und  für  die  Mittelöffnung 

=  2c(r-y)  +  2y«  — 2cy+  ** 


2    ' 
und  es  ergibt  sich  daher  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (3) 

'i  'i  h  k 

(EFh*licc)B  =  2  fy*dx ^2~fyxdx  +  2f  y^dx -  2c  (ydx  +  ^ (/^  + 1^) 


O  0 

'l  k 


Da  nun  für  die  Seitenöffnung 

y  =  K-i — y 

ist  und  für  die  Mittelöffnung 

y  =  ^  —  y'\ 

so  folgt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (4): 
k  k 

jy'dx+fy^dx^^k^U,  -  l  Vi^i  -f  -^fi'li  +  fh%  -  y  V.'.  +  ^f^'h 

=  |-  ('.  +  3^)  A,  (2c  -  A,)  +  ^^-  (/i«/.  +  f,*l^). 


*)  Dieser  "Wert  für  die  Sunmie  des  zweiten  und  vierten  Gliedes  der  vorstehenden 
Gleichung  folgt  ohne  weiteres  aus  Gleichung  (3). 
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Mithin  wird 

tmd,  da  wir  nur  die  Hälfte  de»  Balkens  berücksichtigt  haben, 

(6)  i-  EFh*9..  =  ^  {f^'l^+^*l,) -  y  (*, -  e)* (/|  +  3«  +  y  A»  (/.  +  /.) 

worin 

Nun  lassen  sich  die  Einflußlinien  für  die  Größen  Xw,  Xh  und  X^  sehr  schnell 
ermitteln.    Die  Gewichte 

ersetzen  wir  wieder  durch  eine  stetige  Belastung 

__  Jtfi  +  3/" 

multiplizieren  diese  mit  —  -  ä*17F  und  erhalten  der  Reihe  nach  für  die  Seitenöffnung 

die  folgenden  Belastungsordinaten,  die  wir  als  Mittelwerte  von  M*  und  -Af"  mit  M  be- 
zeichnet haben.  Es  sind  dies  gewissermaßen  die  auf  die  Balkenachse  bezogenen 
Momente 


und  für  die  Mittelöffnung 

Die  so  gewonnenen  Belastungsflächen  sind  in  den  Rguren  392  a,  b,  c  durch  Schraf- 
fierung hervorgehoben  worden,  die  ihnen  entsprechenden  Momente  geben  durch  die 

entsprechenden  Werte  4" -^jP^a«.«,  ^EFh^^^^,  \  EFh^^c<  dividiert,  die  Ordi- 

U  b  U 

naten  der  Einflußlinien  für  Z«,  Xt,  Xc  an.  Bei  der  Berechnung  von  -X«  und  X^ 
handelt  es  sich  um  die  Ermittlung  der  Momente  für  einen  Balken  CJ.J5,  der  bei  D 
eingespannt,  bei  G  frei  aufliegend  ist  und  bei  A  ein  Gelenk  besitzt;  während  die 
Ordinaten  der  JCo-Iinie  sowohl  über  der  Seitenöffnung  als  über  der  Mittelöffnung 
den  Biegungsmomenten  einfacher  Balken  CA  und  AB  von  den  Stützweiten  l^  und 
/=2^  proportional  sind.  Man  vergl.  auch  das  Zahlenbeispiel  in  Nr.  162.  Da  sich 
die  Belastungsflächen  aus  Rechtecken,  Dreiecken  und  Parabelabschnitten  zusammen- 
setzen, so  können  die  in  der  Tabelle  auf  Seite  430  für  zwanzig  Teilpunkte  der  Stütz- 
weite berechneten  Zahlen  benutzt  werden.  Die  Zeiger  Ä,  />,  P  weisen  auf  das 
Rechteck,  das  Dreieck  und  den  Parabelabschnitt  als  Belastungsfläche  hin;  die  größte 
Belastungshöhe  ist  mit  %  bezeichnet.  Durch  die  über  der  Tabelle  stehenden  Figuren 
und  die  darunter  stehenden  Formeln  dürfte  die  Tabelle  genügend  erläutert  sein.*) 


*)  Die  Zahlen  wj»  haben  wir  bereits  bei  der  Berechnung  der  durchlaufenden 
Balken  auf  Seite  402  benutzt. 
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Die  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf  den  vorliegenden  Fall  liefert  für  die  Seiten- 
öffnung die  Gleichungen: 


-X^  =  - 


Xft  =  - 


6 .  ~  EFh^^a. 


4(/|4-3y 


h^^D 


6  "ö"  EFh^^bb 


X, 


=[- 


6>D  {hp  —  C) 


+  ÖP' 


4/,(/i  +  g 


2/i« 


3j  EFh^ 


wo  -s-  EFk^^ce  durch  die  Gleichung  (5)  bestimmt  ist 


< ^- 


w 


^^-^— ^ir^rr 


I  /  I  ^  y^ 

I  !  +/>-/  ^ 


I 


lü 


Liiül 


k ^Z^-i- ^ 


Fig.  392. 
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Um  Xa  für  die  MittelÖffnong  zu  berechnen,  beachte  man,  daß  der  Eoppelti^^r  CA 

2      l 

in  Fig.  392  a  in  J.  auf  den  Freiträger  AD  den  Druck  -^  •  -*-  ausübt.    An  der  Stelle 

X  des  Freiträgers  entsteht  also 

Dividiert  man  diesen  Wert  durch  -^J^FÄ'öa«,  so  erhält  man 

_  g(2f, +3g) 

und  ganz  ebenso  entwickelt  man  die  Gleichung 

Für  die  Mittelöffnung  erhält  man 

'""[3  2         J  EFh^^cc  ' 

Die  Zahlenwerte  up"  und  coa  dieser  Gleichung  entsprechen  der  Stützweite  /  =  2/,. 

/ «        1 
Ist  z.  B.  ^1  =  L  und  /i  =  /l  -^  =  — - ^,  so  ergibt  sich 


A,-«  =  -Y6-'i  =  T^' 


und 


i^^*'x=w/-.'+**+*-i(^+lf+-^) 


Für  /i=i,=  32-,  /;=8-,  A=2,0-,  ä  =  2,0-,  Äp  =  10-  wird  Ä,  — c=4,5-  und 

^  ^^^Ä»  Al  =  22,633  +  8,81  -J-, 

also  für  i?'=0,51i?l,    y    ^^^'^'^  =27 

J?'=0,62i^»,  „          =28 

i?'  =  0,73F»,  „          =29 

F=0,85F*,  „          =30. 

Ist  jF'=0,62JRk,  so  ergibt  sich  für  die  Seitenöffnung 


Y        32r       ^       4,5    ,       ,,2,0] 


_        18  C02)  +  16  cd/ 

~"  21 

und  für  die  Mittelöffnung 


„        4.32  r,       „8  4,5] 

:X.  =  -2g— [+cop-3~cD,-2  J 

^        256cDp"— 216c.)Ä 
^  21 


*)  Die  für  X^  und  X»  gefundenen  Gleichungen  gelten  auch  für  den  Balken 
auf  vier  Stützen;  die  für  Xt  erhaltene  auch  für  den  in  Nr.  166  untersuchten  Ein- 
gelenkbalken. 
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Tabelle  der  Werte  o^,  <i>j>,  Op,  i^p\ 


Ä  =  B=: 


Xl 


B 


6 

xl 


A 
B 


12 
xl 


A  =  B= 


xl 


M= 


CDU 


xl* 
2 


CDd 


(Dp 


12 


ddp 


^*/* 


X 


««  =  T-7«- 


a;    a:* 


,,_l^^_^  ,  1/ 

=  2  wd  —  «p 
=  ua  (1  —  Ujl) 


0,06 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 


0,0475 
0,0900 
0,1275 
0,1600 
0,1875 


0,0499 
0,0990 
0,1466 
0,1920 
0,2344 


0,0500 
0,0999 
0,1495 
0,1984 
0,2461 


0,0498 
0,0981 
0,1438 
0,1856 
0,2227 


0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 


0,2100 
0,2275 
0,2400 
0,2475 
0,2500 


0,2730 
0,3071 
0,3360 
0,3589 
0,3750 


0,2919 
0,3350 
0,3744 
0,4090 
0,4375 


0,2541 
0,2793 
0,2976 
0,3089 
0,3125 


0,55 
0,60 
0,65 
0,70 
0,75 


0,80 
0,85 
0,90 
0,95 


fMdx  = 


0,2475 
0,2400 
0,2275 
0,2100 
0,1875 


0,3836 
0,3840 
0,3754 
0,3570 
0,3281 


0,4585 
0,4704 
0,4715 
0,4599 
0,4336 


0,3089 
0,2976 
0,2793 
0,2541 
0,2227 


0,1600 
0,1275 
0,0900 
0,0475 

x_l»_ 
12 


0,2880 
0,2359 
0,1710 
0,0926 

%/» 
"24" 


0,3904 
0,3280 
0,2439 
0,1355 

xl* 
"4Ö" 


0,1856 
0,1438 
0,0981 
0,0498 

30 
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Xa :  li   und  Xh  sind  nur  von  dem  Yerhaltnia  /^ :  /,   abhängig.     Man  erhält  für 
/.:/,  =  ! 

für  die  Seitenöffnung  {     ' 

-X»  =  - 


16 
"8" 


/  X^ 


für  die  Mittelöffnung 


Die  hiemach  berechneten  Werte  sind  in  der  folgenden  Tabelle   zusammengestellt 
worden. 


Seitenöffnung 

Mittelöffnung 

X 

h 

-X. 

Ä 

X, 

X 

h 

-Xa 

-X* 

X 

l 

X, 

0,2 
0,4 
0,6 
0,8 

—  0,384 

—  0,672 

—  0,768 

—  0,576 

—  0,024 

—  0,042 

—  0,048 

—  0,036 

—  0,043 

—  0,105 
0,146 

—  0,125 

0,2 
0,4 
0,6 
0,8 

1,0 

i 

+   1,04 
+   2,56 
+   4,56 
+    7,04 
+  10,00 

+  0,064 
+  0,152 
+  0,258 
+  0,376 
+  0,500 

0,1 
0,2 
0,3 

0^ 
0,5 

- 

h  0,270 
-  0,617 
-0,938 
- 1,159 
-1,238 

Den  Einfloß  von  Temperatnrändenmgen   berechne   man   mit  Hilfe   der 
genaueren  Formeln 

A«(  = ,    A«f — 


2.S» 


2&«-^V 


8 


"  EF 

und  berücksichtige  die  lüngenänderungen  sämtlicher  Stäbe.  X^t  wird  =  0,  weil  der 
Träger  symmetrisch  ist    Die  Lage  von  X^t  bestimme  man  mittels  der  Bedingung 

Für  den  ersten  Rechnungsgang  empfiehlt  sich  die  folgende  Entwicklung.  Man  schreibe 
den  Gliedern  der  Kette  die  Temperaturänderung  h^  der  oberen  Gurtung  den  Wert  /« 
und  der  unteren  Gurtung  den  Wert  tu  zu  und  lasse  die  Füllungsglieder,  die  Hänge- 
stangen und  die  Ständer  A^A  außer  acht.    Man  erhält  dann 

i  +/                      ''"^^  ''"^^ 

—  8a«  =  io«£^«  =  - ,—  /  Mldx r^  /  MZdx 

o  e 

und,  wegen  Jtf J  =  JfH  =  -¥«, 


1  ^          titu-to) 
2"^-'- h 


/  Madx. 


Das  Integral  stellt  den  Inhalt  der  in  Figur  392  a  schraffierten  Jlf«- Fläche  dar, 
weshalb 


Oo«== i 


(1+^) 
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und 

X.,  =  0,75  iEF(t,  -  U)  --f-ii^' 

Weiter  ist 

1  't  +  'i  li  +  h  Et     r  e.i     f 


•     und,  wegen  Ml  =  Mp-{--^h  und  3C=3fi  — -^ä, 


«1+4 


i-  8.,  =  -  e<»«.  +  i-  c  (<.  +  <.)  (/.  + «,)  +  li??^'i  /"jtcdx. 

O 

Bas  Integral  stellt  den  Inhalt  der  in  {"ig.  392c  schraffierten  Jlf«- Fläche  dar,  und 
man  erhält  daher 

-i^  8.,=  -  e4*.  +  ^  e (<«  +  U)  (U  +  /,)  +  ^^^'  +  ^'^  [1  (/;/,  +/;i,) 

Bas  letzte  Glied  darf  als  belanglos  yemachlässigt  werden;  auch  ist  es  zulässig, 
80  durch  /1  4"  ^  2^  ersetzen;  es  handelt  sich  ja  nur  um  eine  Annäherung  und  die 
Einführung  der  Zahlenwerte  to  und  tu  beruht  ohnehin  auf  einer  ziemlich  groben 
Schätzung.*^)    Man  erhält  also  schließlich 

-g- 8.,  =  »(<.  +  <,- 2  <»)A+1 
und 

A««  =  -^ — • 
Oce 

In  unserem  Zahlenbeispiele  ist 

folglich  (für  ilußeisen  und  bezogen  auf  Tonnen  und  Meter) 
X„t  =  -^tFF(to-tu)h  =  ^.2bO(t,--tJjF 

X^,  =  281,2b(to—tu)F 

X,t  =  zEF(tu  +  fo  —  2  tu)  -~  =  2bOF(tu+  to  -  2^ y 

Xct=^36(tu  +  to  —  2ti)F. 

Im  Falle  to^=tu  =  tu  wird  ^„«  =  0  und  Xet  =  0. 

Liegt  die  obere  Gurtung  oberhalb  der  Fahrbahn,  so  ist  sie  ebenso  wie  die  Kette 
der  Sonnenbestrahlung  ausgesetzt.  Setzt  man  für  diesen  Fall  tu  =  0,  <o  =  <»  =  15", 
so  erhält  man 

.Ya,  =  4200i^;,   J^,  =  — Ö40F«, 

wo  Fe  einen  mittleren  Gurtquerechnitt  bedeutet. 


*)   In  unserem  Zahlenbeispiele  würde  die  Summe  der  beiden  letzten  Glieder 
— ^ '      t^/        — —  sem,  und  dafür  darf  man  setzen  v  ^  ('••  +  ^«»)  (^ 4" ^t)- 
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Da  nun  c  =  6,5"*  und  h  =  2fi^  ist,  so  entstehen  in  der  Mittelöffnung  die 
Gurtkräfte 

U=^~  =  +  0,bXai-  0,5  X„  (5,5  -  yo) 

0  =  - -^  =  -  0,5  Zai  +  0,5  Z,.  (6,5  -  yj. 

In  der  Mitte  des  Trägers  ist  y«  =  1,0"*,   y«=  3,0"*,   also 

U=  +  320OFe,    0  =  — 2800i?;. 
Über  der  Mittelstütze  ist  yo  =  9,0**,   y«  =  ll,0'"  und 

U=  +  12O0Fc,    0  =  — 600JF;. 

Wäre  in  der  Mitte  F«  =  1,25  F„  und  über  der  Mittelstütze  Fo  =  2F^,  so  würden  sich 
an  diesen  Stellen  in  der  oberen  Gurtung  die  Spannungen 

ffo  = -j-gg- t/qm  =  224  kg/qcm   und   a«  =  — -^g- =  —  30 kg/qcm 

ergeben.  Man  erkennt,  daß  ungleichmäßige  Erwärmung  ziemlich  erhebliche  Spannungen 
hervorbringt  Die  genauere  Kechnung  liefert  geringere  Werte,  da  ^aa  und  Hec  größer 
ausfallen. 

168.  Zweifach  statiseli  nnbestimniter,  durch  einen  Balken  mit 
parallelen  Qnrtungen  versteifter  Stabbogen.  Fig.  393.  Im  Bogen  ent- 
steht oberhalb  des  Yersteifungsbalkens  der  Horizontalschub  X„^  unter- 
halb des  Balkens  der  Horizontalschub  X^.  Bei  starren  Widerlagern 
lauten  die  Elastizitätsgleichungen 

/^\  fX„haa-\-Xi,hai=P„h^a-\-Ki 

{  Xahi,a  -|-  X^hti,  =  Pmimb  +  \t' 

Im  Belastungsfalle  Xa  =  —  1  bleiben  die  in  Fig.  393  a  durch  gestrichelte  Linien 
dargestellten  Stäbe  spannungslos. 

Der  Einfluß  der  Längenänderungen  der  Diagonalen  des  Yersteifungsbalkens 
auf  die  Größen  Xa  und  Xh  ist  leicht  zu  berücksichtigen.  Es  sollen  daher  die 
Gewichte  w  mittels  der  Formeln  (6)  und  (7)  auf  Seite  105  berechnet  werden.    Für 

unteren  1  ^^^^"^*^^  ^^^  ^®^  Länge  2 X' ergibt  sich 

«ndfüreine{^^5l}Diagon^e 

r,  j.  d  _  d      ^ 

'Sa  =  +  tga«-,-,  A«a  =  +  tga«  — 


h    EFi' 

wo  F  und  jRi  die  konstant  angenommenen  Querschnitte  der  Gurtungen  und  Diago- 
nalen bedeuten.  Li  den  Stäben  des  über  dem  Balken  liegenden  Bogens  entstehen 
die  Spannkräfte  5«  =  —  seca,,.    Der  Bogen  habe  im  Scheitel  den  Querschnitt  Fh\ 

S  ^8       sec'ccX 
für  den  um  Om  geneigten  Stab  des  Bogens  sei  F=Fb  sec  a,  so  daß  -  "  „  =  -^^—  wird. 

Man  erhält  nun  nach  Gleich.  (6),  Seite  105,  für  einen  Enotenpimkt  der  unteren 
Gurtung 

1   fy«     2X    ,  .   .  .  ..     cP       d-\ 

Malier-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1.  28 
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2x 

und  nach  Weglassung  des  konstanten  Faktors  -.,-^^- 

«r,H  =  y-,  +  y(tga«  — tga«+i)X-^—  ^^  - 

Zu  demselben  Ausdrucke  führt  die  Gleich.  (7),  Seite  105,  für  einen  Knotenpunkt  der 
oberen  Gurtung.    Dem  Knotenpunkte  3  entspricht 

1  ,  F     d* 


»]^H1-n^.^.1i^.^.11i^. 


IS 


s 

^ 


'p^~- 


■»■r" 


"V      ."^^-v^.-'^V 


_i«^:^_'«r_j' y 


Al.:L^i^4l4l':SL.^^4L4iJSi>a4l.a.ai'^^a    ^ 


^  M  i  i  ^  i  M 


Fig.  393. 


Liegen  die  Knotenpunkte  des  Bogens  in  einer  Para))el,  was  hier  vorausgesetzt  werden 
möge,  so  ist 

tga«  — tga,«+i  =  --^    , 

In 


(2) 


.    _      _i_^/-  ^*    -^    '^* 

W  w ym  -r  */o  ~j  g      r^      "T^ 


__      y^  —  h     F    d^  _ 


V'^  = 


2 


Frf    X« 


w 


IT- 
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Für  ^aa  ergibt  sich  der  Wert 
und  wenn  (genügend  genau) 


10 

22: 


gesetzt  wird, 


(3) 


0  /  \R      ft\ 

SXsec»a  =  /oll  + -3- ^j  =  /o*) 

__     2X«        i^"*  ,  ^V^  «        F   rf»        1       Ä«    F 
'  —  'EFh^  L    X     ■+"^t^  *-7^  X»  ■*"  2~'*'  X«    ßVJ 


Schätzen  wir  Fa  =  0,35  F  und  i-^i  =  2,5  F,  so  erhalten  wir  mit  den  in  die  Fig.  392 
eingetragenen  Abmessungen 


X»  1  1        F 


$=ök-'^^=''' 


«?-.  =  y«  +  0,4 
fTg  =  MJ17  =  2,6. 

Zy^*  ==  2  (2,8«  +  4,8«  +  6,02«)  +  6,4«  +  2  (2,4«  +  4,0«  +  4,8«)  ='264,32 

4 

4  XZ  tg«  ou  =  -^V  (1,3«  +  1,1'  +  0,9«  +  0,7«  +  0,5«  +  0,3«  +  0,1«)  =  6,07 

Betrachtet  man  die  Gewichte  w  als  Lasten  eines  einfachen  Balkens  AB  und 
berechnet,  die  zugehörigen  Biegungsmomente  Mm  unter  der  Annahme  X  =  l,  so  be- 
steht zwischen  den  M„'  und  den  Durchbiegungen  5«,«  die  Beziehung 

2X« 


öiwa  = 


MJ, 


EFh^ 
Für  die  Momente  Mm  erhält  man  die  folgenden  Werte 

Jf/=   28,0      I      il4'  =  142,0  34'  =201,0 


J14'=  56,0 
3/5'=  84,0 
3/;  =  114,6 


iVe'  =  166,6 
Jl//  =  186.0 


34'  =209,6 
3fio'  =  213,0. 


In  Fig.  393  b  sind  die  im  Belastungsfalle  ^  =  —  1  spannungslos  bleibenden  Stäbe 
durch  gestrichelte  Linien  dargestellt  worden;  der  obere  Bogen  ist  spannungslos  und 

wurde  weggelassen.    Man  erhält  für  einen  l  ^  ?^.^    \  Gurtstab  von  der  Länge  2  X 

für  die  Diagonalen  der  ei-sten  beiden  Felder 

Ä  =  — tgai-p,  As6  =  — tg«!- 


rf« 


h 

'56  =  +  tga,y,     Afift  =  +  tgOLj 


hEFs 


//£'i'^     ' 


16  /; 


a 


*)  Vergl.  Seite  251.    Für  unser  Beispiel  ist  1  +  -^  ^r  =  1,07. 
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für  den  unteren  Bogen 


Sh  =  —  sec  ttiN,  A«»  =  —  secoLm 


EF^' 


und  gelangt  (nach  Division  der  Gewichte  tr  mit  -^^jy)  zu  den  Formeln 

X  F  d^  X^    F   d^ 

«*'i  =  %  +  y  (tg  a,  —  tg  «,)  -^  -j^  =  fli  +  4/;  jY  y  ^^  =  Wj, 


(4) 


^  X  ,         F  d^ 
"'j  =  TQ2  +  Y  tg  a«  ;^  -^i  =  «^18 

tt'«  =  Tjn,  (gültig  für  w  =  3  bis  ?w  =  17), 


(5) 


(6) 


^hh  = 


2X«^ 


tl9 
SV 
V 


+  X(t«»a,  +  tg»a.)^-J+2X*) 


X« 


F^S 


8 


16 


Ä«t  =  s  «sIbaSj  -g^  =  2y«Tn 


2X 
"•  EFh* 


Die  Einsetzung  der  Zahlenwerte  liefert 

Wi  =  iTi,  =  T),  +  0,4  =  2,3 

t^,,  =  tr,e  =  3,6  +  -?^^~^.  4  =  7,0 


«^••  =  tlm 


SV  =  2 . 1,9«  +  9 . 3,6«  +  8 . 6,1«  =  331,94 

^y«Tl«  =  3,6  (2,8  +  4,8  +  6,0)  2  +  3,6  •  6,4  +  5,1  (2,4  +  4,0  +  4,8)  2  =  235,20 
'"  =  W  f"**'®^  +  ^'^'  +  ^'^1  =  ^^  TOT 

2X« 

^•»  =   r7T/,i>  •  78,4. 


Die  Momente  M"  infolge  der  Ge\vichte  w  sind  für  X  =  1 


.¥/'=  42,3 
3/,"=  82.3 
iW;"  =  115,3 
M;'  =  143,2 


JW;"  =  167,6 
Jl/e"  =  186,7 
Jlf/'  =  202,3 


Jfg"  =212,8 
H,"  =219,7 
Jtfio"  =  221,5. 


Zwischen  den  Momenten  M^*  und  den  Durchbiegungen  d«.»  besteht  die  Beziehung 

X  2X« 

Die  Gleichungen  (1)  gehen  also  über  in 

EFh* 

96.3  Xa  +  78,4  .X*  =  M^  +  -^^^  ««, 

78.4  Xa  +  120  :^  =  3C"+  ^y^  8», 


*)  An  Stelle  von  \lo  in  Gleich.  (3)  setzen  wir  2X;  rechnen  also  mit  sec  a  =  1. 
Da  F',Fh  ohnehin  geschätzt  werden  muß,  ist  dies  zulässig. 
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sie  liefern  für  den  Einfluß  der  Last  P«  =  1  die  Werte 

...  /  Xi  =  0,0222  M^  -  0,0145  MJ' 

^*^  l  Xt  =  0,0178  M^'  —  0,0145  MJ , 

und  für  den  EinfluB  der  Temperaturänderungen  die  Werte 

EFh* 
Xa*  =  -^^^  (0,0222  «.,  -  0,0145  «»,) 

EFh^ 
X^i  =  —2^,-  (0,0178  Ö»,  -  0,0145  «.,). 

Die  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (7)  berechneten  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  X» 
und  Xh  sind  in  die  Figur  393  eingetragen  worden. 

Belastet  man  jeden  Knotenpunkt  mit  ^X,  so  entsteht 

-X,i  =  14,5^X,   -X6  =  15,2^X. 
Die  Werte  maxX^  und  ««»X»  weichen  also  nur  wenig  voneinander  ab. 

Infolge  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  findet  man 

mithin  ,^  ^^-.^     ^.^^  ^ä' 

-Xa«  =  — 0,0145  e^^F 


2X« 

und  für  £i:=:250  (Flußeisen)  ^  =  35*»,   /  =  60-,  Ä:X  =  y, 

Xai  =  --950F 

Xt,t=  +  neoF. 

Für  den  oberen  Knotenpunkt  3  des  Versteifungsbalkens  erhält  man  das  Angriffs- 
moment  AT,,  =  —  1160  F  -  5,1 , 

und  in  dem  gegenüberliegenden  Gurtstabe  die  Spannkraft 

CT.  =  - -^^^  i^=  -  3940F. 
1,5 

Wäre  der  Querschnitt  dieses  Gurtstabas  zufällig  gleich  dem  Mittelwerte  F,  so  würde  in 
ihm  infolge  der  gleichmäßigen  Erwärmung  die  Spannung  cj  =  —  394  kg/qcm  entstehen. 

§  16. 

Beispiele  für  die  Einffihning  eines  statisch  unbestimmten 

Hauptsystems. 

169.  Wird  ein  n-fach  statisch  imbestimmtes  Fachwerk  durch  Be- 
seitigmig  von  k  überzähligen  Steifigkeitsbedingungen,  denen  die  statisch 
imbestimmten  Größen  -X«,  JC^,  .  .  .  X^  entsprechen  mögen,  im  ein 
{n — A:)-fach  statisch  unbestimmtes  System  verwandelt,  so  bestehen 
zwischen  den  Größen  X  die  A-Gleichimgen. 

La-\-ha S««  =  2  Pmf>ma X^h^a -X^ftSaj ...    Xj^hah 

Lh  -\-ht,  h^t  =  ^Pm^mb X^h^a  -^fcS»»  •     •    •    -^*Otfc 

L»  4"  Sfc Sfc«  =  SP«8„fc Xahta -^*Sfc4 ...    XjtOtkf 


*)  Die  Spannkräfte  in  den  Vertikalen  sind  hierbei  berücksichtigt  worden.    Man 
vergl.  die  Untersuchimg  von  Ht  auf  Seite  204. 
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welche  die  Berechnung  von  X«,  -X»,  .  .  .  Jl»  gestatten,  vorausgesetzt 
daß  die  Größen  Xj^+y  bis  X^  bereits  bekannt  sind.  An  die  Stelle  des 
statisch  bestimmten  Hauptsystems  ist  ein  (n — X:)-fach  unbestimmtes 
System  getreten.  Daß  diese  Einführung  eines  imbestimmten  Haupt- 
systems zuweilen  sehr  nützlich  ist,  wird  die  Lösung  der  folgenden 
Aufgaben  zeigen. 

170.  Kettenbrücke  Aber  drei  ÖShungen  mit  darchlaiifendem  Ver- 
steifongsbalken  nnd  Bückhaltketten.  Fig.  394.  Es  handele  sich  um 
den  ersten  Kechnungsgang,  und  es  möge  der  Horizontalzug  X^  der 
Kette  infolge  einer  Einzellast  P=  1  und  einer  gleichmäßigen  Erwär- 
mung unter  der  Voraussetzung  bestimmt  werden,  daß  für  den  Balken 
die  in  Nr.  160  (Seite  393)  eingeführten  Annahmen  gemacht  werden 


Fig.  394. 


dürfen  und  der  Querschnitt  eines  unter  a  gegen  die  Wagerechte  ge- 
neigten Kettengliedes  F„  =  Fj,  sec  a  ist,  wo  Fj,  den  Querschnitt  der 
Kette  im  Scheitel  bedeutet.  Die  ganz  unwesentlichen  Längenänderungen 
der  Hängestangen  sollen  vernachlässigt  wefden.  Die  Kettenlinien  seien 
durch  stetig  gekrümmte  Parabeln  ersetzt  Die  Bezeichnungen  sind  aus 
der  Figur  zu  ersehen;  man  achte  darauf,  daß  für  die  Kette  über  der 
Seitenöffnung  der  auf  die  Sehne  D^  Bq  bezogene  Keil  mit  ^  und  der 
zur  Sehne  C^Aq  gehörige  mit  f^  bezeichnet  worden  ist  Man  begeht 
aber  keinen  wesentlichen  Fehler,  wenn  man  in  den  folgenden  Formeln 
^  und  Iq  durch  /^  imd  l^  ersetzt 

Wäre    die   Kette    durch    drei   Einzelbalken   versteift   (Fig.   299, 
Seite  291),  so  wäre  das  durch  die  Ursache  X^  =  —  1  hervorgerufene 
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Allgriffsmoment  für  irgend  einen  Knotenpunkt  der  oberen  oder  unteren 
Gurtung: 

wo  y  die  dem  Knotenpunkte  entsprechende  Ordinate  der  Kette,  be- 
zogen auf  den  Sehnenzug  CiAqBqD^  bedeutet  Da  nun  aber  der 
Yersteifungsbalken  ein  durchlaufender  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  des 
Sehnenzuges  C^AqBqDi  der  durch  die  Stützenmomente  c  bestimmte 
Linienzug  C^A^BiD^.  Für  die  Strecke  c  ergibt  sich  nach  Gleich.  (34), 
Seite  400,  die  Beziehung 

2c(/i+o  +  c/  =  Jv; 

wo  N  nach  Gleich.  (54),  Seite  404,  für  eine  gleichförmige  Belastung 
zu  berechnen  ist,  die  für  die  Längeneinheit  der  Seitenöffnung  x^  und 
der  Mittelöffnung  x  betrag^;,  und  durch  die  Gleichimgen 

bestimmt  ist     Man  erhält  also 

und  absolut  genommen, 

Damit  sind  die  Momente 

für  den  Belastungszustand  X„  =  —  1  des  statisch  unbestimmten  Haupt- 
systems gefunden,  und  die  Berechnung  von 

auf  eine  sehr  einfache  Aufgabe  zurückgeführt  Bezeichnet  man  mit  h 
die  Höhe  des  Balkens  und  mit  F  den  mittleren  Gurtquerschnitt,  so 
erhält  man,  mit  Beachtung  der  Entwicklungen  auf  Seite  270, 

8..  =1  (3f-  +  3/-)  ^,  +  -^-^.-jd.  sec« «  +  ^f^«: 


'=m-*[2/^*'^^+/^*''^] 


wo 


(2)        «.  =  2t  (l  +^  fV  +  -p)  +  K^  +y  "/^)  +2«'seca'. 
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s'  bedeutet  die  Länge  einer  Kückhaltkette  C^RT  und  ol  den  Neigungs- 
winkel des  obersten  Gliedes  CJ^jB,  vergL  Seite  175.  Für  die  beiden 
Integrale  ergeben  sich  die  Werte 


o  o 


ifl*dx=  /( 


=  \(y-cydx  =  yH-^'^  +  cH 


und  es  folgt  schließlich  mit  Beachtung  von  Gleichung  (1)  die  Formel 

(3)     ^-»..  =  i|(2A*/.  +  rO— 3-(2/x  +  30  +  ^^^- 

Die  S^«- Linie  ist  die  Biegungslinie  des  Balkens  für  den  Belastungs- 
zustand -X,  =  —  1.    Die  endlichen  Gewichte  w^  ersetzen  wir  durch 

EFh^ 
und  erhalten  die  Werte  — g~  S«,  als  Ordinaten  einer  Seillinie  die  mit 

der  Polweite  1  zu  der  in  Fig.  394  schraffierten  Belastungsfläche  ge- 

2jßiclmet  ist.    Wii*d  die  Polweite  gleich  —  —  \^  gewählt,   so   ist  die 

Seillinie  die  Einflußlinie  für  X..  Da  die  Belastungsfläche  aus  Drei- 
ecken, Parabelabschnitten  und  einem  Rechtecke  besteht,  führt  die 
Rechnung  ebenfalls  schnell  zum  Ziele.     Mit  der  Bezeichnung 

ergibt  sich  für  die  Seitenöffnimg,  deren  Belastungsfläche  gleich  dem 
Unterschiede  des  Parabelabschnittes  C^SA^  und  des  Dreiecks  C^A^A^ 
ist,  nach  der  Tabelle  auf  Seite  430 

(5)  X,  =  p  (y  üp'/; ^1 '  —  -ß-  «i>^^i  7 
und  für  die  Mittelöffnung 

(6)  X,  =  —\-^  o;fl^  —  g-  üj,c/«  j . 

Infolge  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  um  t  entsteht 

\()         ^^ct=- — e ? 

wo  für  die  obere  bezw.  imtere  Gurtung  des  Balkens 

3/r       ^         .    Ml 


^'  =  ~~h^^    ^'  =  +    h 
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und  für  die  Kette 

S„  =  —  1  •  sec  a. 

Da  M^.^Ml  ist,  wird  für  den  Balken  2S,s  =  0.    Für  die  Kette  ist 
25,5  =  — 5„  mithin 


(8)         X,= 


2Ä' 


Zahlenbeispiel.    Es  sei  /^  =  —  /  =  30-,  /;  =  i-  /•=  2",  e  =  9-,  ä  =  1,5'", 
s'  =  12*,  sec  a'  =  1,05.    Dann  ergibt  sich  (wenn  U  =  ^i  und  A  =  /i  gesetzt  wird) 


i^  =  24-^/iV-^/AV-X.L6/2V  ,  J2.1^ 


wo 


v  = 


30       .o_  Ä«    F  F 

Man  erhält  also 

für  die  Seitenöffnung  Xc  =  (1,079wp  — 1,214  W2))v, 
für  die  Mittelöffnung   Xe  =  (17,266  (op  —  14,568  wd)  v, 

und  ist  nun  imstande,  die  Xe-Iinie  mit  Hilfe  der  auf  Seite  430  stehenden  Tabelle 
für  verschiedene  Werte  von  v  schnell  zu  berechnen. 

Die  Angriffsmomente  für  den  Versteifungsbalken  sind 

wo  Mo  das  Moment  für  den  nicht  an  der  Kette  hängenden,  zweifach  statisch  un- 
bestimmten durchlaufenden  Balken  bedeutet.  Die  Momente  Mo  werden  am  zweck- 
mäßigsten nach  dem  in  Nr.  160  angegebenen  Verfahren  ermittelt;  sie  sind  un- 
abhängig von  V. 

Gleichmäßige  Erwärmung  erzeugt 

30      5       h^     F 

xmd  dieser  Ausdruck  läßt  sich  umformen  in 

Xoi  =  '-tEFkt(l—^), 
Für  F:n  =  0,4      0,5      0,6      0,7 

erhält  man  v  =  0,89    0,86    0,84    0,82 

und  mit  eJ5'==250,    ^  =  35« 

—  -^-  =  963,     1225,     1400,     1575. 

Den  einzusetzenden  Wert  v  ermittle  man  mit  Hilfe  von  Versuchsrechnungen,  v  hängt 
u.  a.  von  dem  Verhältnis  der  ständigen  Belastung  zur  Verkehrslast  ab  und  ist  für 
Kabelbrücken  kleiner  als  für  Kettenbrücken, 
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171.  Ganz  in  derselben  Weise  wird  das  in  Fig.  395  dargestellte 
Tragwerk  untersucht  Der  durchlaufende  Balken  ist  nur  in  der  Mittel- 
öffnung mit  der  Kette  durch  Hängestangen  befestigt  Die  Gleichung 
zur  Berechnung  von  c  lautet 

und  liefert,  absolut  genommen, 


2fl 

Weiter  wird 

(2) 

..   'd+'^-CU 

wo  5'  die  Länge  einer  Rückhaltkette  A^T  bedeutet 


Fig.  395. 


X 


Über  der  Seitenöffnung  wird  tjzzsc-p,  mithin  ist 

'*  2/ 


/• 


und 


EFhn„  _  2cH,    .8  ^cfl  s.h*F 


2  3       •    15'   ^  3 

wofür  man  mit  Rücksicht  auf  Gleich.  (1)  auch  setzen  darf 

(3) 

Die  Gleichung  der  ^Y^-Linie  lautet 


15  '     2/1+3/"^    2F^ 


(4) 


1        cP 
für  die  Seitenöffnung  ^Ye  = «"^^TT 


„      „     Mittelöffnung  A^  =  vg-  (-0-  o//*/*  —  -^  ü^c/M- 
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Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  um  t^  ist 

Bei  der  Berechnung  der  Seitenöffnung  achte  man  darauf,  daß  sich  die 
Einflußlinien  für  sämtliche  Stabkräfte  nach  dem  im  §  13  beschriebenen 
Verfahren  aus  der  Einflußlinie  für  den  Widerstand  C  der  Endstütze 
herleiten  lassen,  und  diese  Linie  findet  man  mit  Hilfe  der  Einflußlinie 
für  das  Stützenmoment 

172.  Die  Kettenbrücke  über  zwei  Öffnungen  mit  durcUaiifendeni 
Versteifimgebalken,  Mg.  396,  wird  in  derselben  Weise  behandelt  Die 
Strecke  c  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

(1)        2c (/  +  0  =  —  2/"/—  2/"/,  woraus  c  =  —  f. 
Weiter  erhält  man 


(2) 


f.  =  21  (l  +  -^3-   {4  4-  fi)  +  2«'sec  a' 

l  l 

2J-ri*dx=2J(y-f^ydx=l-ri, 


Fig.  396. 


2  s  h*F 

(3)     k»=^ri-^-°2^ 

und  dieser  Wert  läßt  sich  umfoimen  in 

5     / 

(4)  A^  =  ^^2-  ~-  (üp'—  üx))  V, 
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wo 

(5)         v  =  — 


^"^  4  T  P  F, 


Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Temperaturänderung  um  if**  ist 

(6)        X,  =  -e^i^.f(l-v). 


§  17. 
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Facliwericbalicen. 

173.  Im  ersten  Bande  (Nr.  229  bis  230)  haben  wir  die  angenäherte 
Berechnung  statisch  unbestinmiter  mehrteiliger  Fachwerke  nach  dem 
zurzeit  fast  allein  üblichen  Verfahren  der  Zerlegung  in  statisch  bestimmte 
Teilsysteme  gezeigt  und  bereits  dort  darauf  hingewiesen,  daß  die  ge- 
nauere Berechnung  nicht  immer  entbehrt  werden  kann,  weil  diese 
Zerlegung  öfter  zu  wenig  befriedigenden  Ergebnissen  fülirt  Es  soll 
daher  die  strengere  üntersuchimg  dieser  in  neuerer  Zeit  wieder  mehr 
in  den  Vordergrund  getretenen  Systeme  an  zwei  Beispielen  erläutert 
werden.  Vorweg  heben  wir  hervor,  daß  die  Längenänderungen  der 
Füllungsstäbe  nicht  vernachlässigt  werden  dürfen.  Bei  den  vom  Ver- 
fasser untersuchten  mehrteiligen  Netzwerken  lieferte  eine  zuerst  auf 
Grund  der  Zerlegung  in  statisch  bestimmte  Teilsysteme  durchgeführte 
Berechnung  Stabquerschnitte,  die  sich  zur  Einführung  in  den  genaueren 
Rechnungsgang  eigneten.  Denn  es  kommt  bei  der  Aufstellung  der 
Elastizitätsgleichungen  nicht  auf  die  Querschnittsinhalte  selbst  an,  sondern 
nur  auf  das  gegenseitige  Verhältnis  dieser  Inhalte.  Die  Spannungs- 
zustände  X  =  —  1  sind  namentlich  für  Netzwerke  mit  parallelen 
Gurtungen  ganz  außerordentlich  einfach,  so  daß  die  genaue  Berechnung 
dieser  Fachwerke  keineswegs  umständlicher  ist  als  die  vieler  anderer 
mehrfach  statisch  unbestimmter  Systeme. 

1.  Untersuchung  eines  zweiteiligen  Netzwerics  mit  gebrochenen  Gurtungen. 

Figuren  auf  Tafel  7. 

174.  Es  soll  der  in  Fig.  397  dargestellte  Fachwerkträger  imter- 
sucht  werden.  Stützweite  36",  Höhe  in  der  Mitte  6",  an  den  Enden  2% 
Feldweite  3,6*".  Die  Knotenpunkte  der  Gurtungen  liegen  in  Parabeln. 
Der  Träger  ist  einfach  statisch  unbestimmt  Als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größe  möge  die  Spaonki-aft  X  des  Stabes  IV  eingeführt 
werden. 
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Zuerst  wurden  in  Mg.  400  die  Spannkräfte  (Sj)  für  den  Zustand 
X  =  —  1  ermittelt,  und  zu  diesem  Zwecke  der  Reihe  nach  die  Kräfte- 
polygone für  die  Knotenpunkte  /,  /',  A:,  k\  »,  i\  ....  gezeichnet 
Zugkräfte  wurden  blau,  Drücke  rot  ausgezogen.  Die  Gurtkräfte 
wechsehi  von  Fach  zu  Fach  die  Vorzeichen,  ebenso  die  Spannkraft»  in 
den  Schrägstäben.  Es  genügte,  die  Stabkräfte  der  linken  Trägerhälfte 
darzustellen;  rechts  von  der  Mitte  ergeben  sich  dieselben  Werte,  nur  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen.  Die  Ergebnisse  wurden  in  die  Fig.  402 
eingeschrieben  (blaue  Zahlen). 

Die  nächste  Arbeit  bestand  in  der  Aufzeichnimg  der  Biegungslinie 
für  den  Zustand  X  =  —  1.  —  Ist  nämlich 

8„  die  gegenseitige  Verschiebung  des  Punktpaares  Z,  /'  infolge 
X  =  —  1  und  im  Sinne  X  =  —  1, 

5„,  die  Verschiebung  des  Angriffspunktes  m  einer  Last  P«  im 
Sinne  von  P«  und  infolge  von  -X  =  —  1, 

so  ist  der  Einfluß  von  P^  auf  X: 

(1)        X  =  P^^' 

Wird  also  die  Lasteinheit  durch  eine  Strecke  von  der  Länge  8„  dar- 
gestellt, so  erzeugt  eine  in  m  angreifende  Last  Eins  im  überzähligen 
Stabe  die  Spannkraft  X  =  8^,.  Die  fragliche  Biegungslinie  ist  dann 
gleichbedeutend  mit  der  -X^-Linie;  ihre  Ermittlung  muß  durch  eine 
Querschnittsabschätzung  eingeleitet  werden,  und  zwar  kommt  es  hierbei 
nur  auf  das  gegenseitige  Verhältnis  der  Stabquerschnitte  an,  weil  in 
Gleich.  (1)  nur  das  Verhältnis  zwischen  zwei  Ordinaten  der  Biegungs- 
linie vorkommt  Aus  demselben  Grunde  darf,  falls  E  für  sämtliche 
Stäbe  den  gleichen  Wert  besitzt,  was  hier  vorausgesetzt  wird,  E=l 
angenonunen  werden.  Die  Zahlen  in  der  linken  Hälfte  der  Figur  401 
geben  nun  die  Stablängen  in  dm  bHj  in  der  rechten  Hälfte  die  abge- 
schätzten Querschnittsverhältnisse  und  die  roten  Zahlen  in  Figur  402 
schließlich  die  hiemach  berechneten  Längenändenmgen  der  Stäbe  für 
den  Zustand  X  =  —  1.  Beispielsweise  entspricht  einem  Schrägstabe 
des  dritten  Faches: 

^,_  S,s  _      0,50-61  _• 

^^'-EF-+    1.0,6    -  +  ^'^- 

Die  Einheiten  sind  gleichgültig,  da  es  sich  nur  um  das  Verhältnis 
8»,i :  8,1  handelt  Die  Bestimmung  der  Biegungslinie  erfolgte  mit  Hilfe 
eines  Wüliotschen  Vei-schiebungsplanes.  Zuerst  wurde  Punkt  a,  und 
die  Richtung  des  Stabes  aa'  festliegend  angenommen  und  aa  gleich 
der  Längenänderung  AO  des  Stabes  0  gemacht  An  a  und  a  wurde 
b  mit  Hilfe  von  AI  und  A2  angeschlossen,  hierauf  der  in  bezug  auf 
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die  Wagerechte  durch  die  Mitte  von  aa  symmetrisch  zu  h  liegende 
Punkt  V  bestimmt,  sodann  c  fest  gelegt  mittels  A3  und  A4,  nun- 
mehr c  symmetrisch  zu  c  liegend  gefunden  u.  s.  w.*)  Man  vergleiche 
die  ausführliche  Beschreibung  des  Wüliotschen  Verfalurens  im  §  1  und 
namentlich  die  Untersuchung  in  Nr.  34  (Fig.  39),  in  welcher  die  Her- 
leitung der  Biegungslinie  aus  dem  Verschiebungsplane  eingehend  er- 
öri;eri;  worden  ist  In  Fig.  398  stellt  die  ausgezogene  Zickzacklinie 
die  Biegungslinie  für  den  Fall  FaJirbahn  unten  vor,  die  strichpunktierte 
für  den  Fall  Fahrbahn  oben^  beide  bezogen  auf  die  Gerade  ai  als  Null- 
achse. Da  im  Yerschiebungsplan  der  Pimkt  V  oberhalb  l  liegt  (also 
ebenso  wie  im  Fachwerke),  so  ist  die  gegenseitige  Verschiebung  8„  des 
Punktpaares  Z,  V  positiv,  und  es  entsprechen  daher  nach  Gleichung  (1) 
den  positiven  5«,,  d.  h.  den  abwärts  gerichteten  Verschiebungen,  auch 
positive  Werte  X.  In  Figur  398  sind  die  positiven  imd  negativen 
Zweige  der  als  .X- Linien  aufzufassenden  Biegungslinien  durch  blaue 
beziehungsweise  rote  Schraffierung  besonders  kenntlich  gemacht  Da 
sich  die  Strecke  5„  =  42,7  •"*"  ergab,  so  ist  der  Maßstab  für  die  Jt-Linien: 
1*  =  42,7-'". 

Nach  Aufzeichnung  der  X-Linien  lassen  sich  die  Einflußlinien  für 
die  übrigen  Stabkräfte  leicht  bestimmen.  Wir  begnügen  uns  damit, 
die  Untersuchung  eines  Füllungsstabes  imd  eines  Gurtstabes  durch- 
zuführen. 

i.  Ermittlung  der  Spannkraft  D  im  Füllungsstabe  Kg,  Fig,  403. 
Bezeichnet  D^  den  Wert  von  D  für  den  Fall,  daß  das  Fachwerk  durch 
Beseitigung  des  Stabes  IV  statisch  bestimmt  gemacht  wird,  so  gilt  für 
jeden  Belastungszustand  die  Gleichung: 

(2)        D  =  D^—S^X  =  D^-{'  0,43  X 

Zur  Bestinmiung  der  Z)^^- Linie  wurde  das  Band  I  Nr.  215  beschrie- 
bene Verfahren  benutzt  und  zu  diesem  Zwecke  das  statisch  bestimmte 
Hauptsystem  durch  Beseitigung  des  Stabes  h'g  in  eine  zwangläufige 
kinematische  Kette  verwandelt  Es  wurde  zunächst  die  starre  ge- 
gliedeii»  Scheibe  aaghga  ruhend  angenommen,  dem  Punkte  h'  eine 
Geschwindigkeit  von  vorläufig  willküilicher  Größe  erteilt  und  nun 
der  Reihe  nach  die  Geschwindigkeit  von  i,  von  /'  u.  s.  w.  nach  dem 
Wüliotschen  Verfahren  bestimmt  Die  Punkte  g^  g\  h  des  Geschwindig- 
keitsplanes Fig.  404a  fallen  mit  dem  Pole  zusammen;  g'h'  ist  recht- 
winklig zur  Richtimg  des  Stabes  gh\  ebenso  h'i  J_  A'i,  hi  JL  hi  u.  s.  w. 
Die  ausgezogene  Zickzacklinie  in  Fig.  404  b  liefeit  —  bezogen  auf  die 
Nullachse  la  —  die  senkrechten  Seitengeschwindigkeiten  der  Punkte 


*)  Die  Hilfslinien  sind  mit  Ausnahme  der  zur  Bestimmung  von  a  dienenden 
wieder  weggelöscht  worden.  Der  Maßstab  wurde  so  gewählt,  daß  eine  Langen- 
änderung  A«  =  10  durch  eine  Strecke  von  5"^  Länge  dargestellt  wird. 
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der  unteren  Fachwerksgurtung,  die  strichpunktierte  diejenigen  der 
Punkte  der  oberen  Gurtung.  Entspricht  dem  Punkte  i  beispielsweise 
die  Ordinate  8<,  und  bezeichnet  8  die  Projektion  der  Geschwindigkeit 
g'h'  auf  die  Richtung  des  Füllungsstabes  Z>,  so  ist  der  Einfluß  einer 
in  i  angreifenden  senkrechten  Last  1'  auf  die  Spannkraft  D^  (nach  dem 
Gesetz  der  virtuellen  Verschiebungen):  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

und  man  erhält  —  für  den  Kräftemaßstab  1*  =  8  — 

Do=  — S.- 

Die  beiden  Linienzüge  in  Fig.  404  b  sind  also  die  Einflußlinien 
für  Do,  der  ausgezogene  für  Fahrbahn  unten^  der  strichpunktierte  für 
Fahrbahn  oben.  Rechts  von  g^g'  fallen  beide  Einflußlinien  zusammen. 
Die  positiven  und  negativen  Zweige  dieser  Linien  wurden  wieder  durch 
blaue  beziehungsweise  rote  Schrafüerung  kenntlich  gemacht  Der  Maß- 
stab lautet:  25*""  =  1*. 

Li  den  Figuren  405  a  und  406  a  sind  nun  die  aus  den  D^ -Linien 
mittels  der  Gleichung  (2)  abgeleiteten  D-Linien  dargestellt  worden. 
Dabei  geschali  die  Ermittlung  der  Werte  0,43  X  mit  Hilfe  einer  Ge- 
raden, welche  in  Fig.  398  b  auf  die  Weise  bestimmt  wurde,  daß  durch 
den  oberen  Endpunkt  von  8„  parallel  zui'  Nullachse  eine  Gerade  ge- 
zogen imd  auf  dieser  von  der  Senkrechten  durch  a  aus  die  dem  Stabe 
h'g  entsprechende  Spannkraft  Ä,  =  0,43  abgesetzt  wurde.  Diese  Spann- 
kraft ist  dem  ebenfalls  im  Maßstabe  25"^  =  1'  gezeichneten  Kräfte- 
plane des  Zustandes  X  =  —  1,  Figur  400,  entnommen  worden.  Der 
Verschiedenheit  der  Maßstäbe  der  Jf-Linien  in  Figur  398  und  der 
D-Linien  ist  hierdurch  Rechnmig  getragen,  und  es  konnten  daher  die 
Ordinaten  der  Z>o -Linien  mit  denjenigen  der  0,43  JY-Linie  ohne  weiteres 
(mit  Berücksichtigung  der  Vorzeichen!)  addiert  werden.  Beispielsweise 
ist,  absolut  genonunen, 

Y|,  =  5,  — S;  (Fig.  405  a,  404  b  und  398  a), 

und  Tf],  negativ,  weil  8<>8/.*) 

Dem  hiermit  erledigten  genaueren  Verfahren  ist  nun  folgendes 
Näherungsverfahren  gegenübergestellt  worden.  Es  wurde  vorausgesetzt, 
daß  Diagonale  hg'  spann  imgslos  sei,  daß  also  der  durch  h'g  gefühi-te 
senkrechte  Schnitt  im  ganzen  nur  drei  beanspruchte  Stäbe  treffe.  Die 
Einflußlinie  besteht  dann  sowohl  für  Fahrbahn  unten  als  auch  für  Fahr- 
bahn oben  aus  drei  Geraden  AL^^  ^i^»»  ^«ß  (Fig-  405b  und  406b) 
und  wird  erhalten,  indem  man  Strecke  AJ  gleich  der  Spannkraft  Da 


*)  Für  den  fall  obenliegender  Fahrbjihn  werden  die  Ordinaten  der  'Z>-Linie 
bei  /'  und  a  nicht  genau  gleich  Null;  sie  ergaben  sich  aber  —  selbst  in  der  vom 
Verfasser  im  doppelten  Maßstiibe  hergestellten  Zeichnung  —  so  klein,  daß  sie=0 
gesetzt  werden  durften. 
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macht,  welche  im  fraglichen  Füllungsstabe  durch  einen  Auflagerwider- 
stand Ä  =  l  hervorgerufen  wird,  und  indem  man  femer  die  Strecke 
L^H  gleich  der  Seitenkraft  [D]  macht,  die  in  Fig.  407  durch  Zerlegung 
der  Lasteinheit  nach  den  Richtungen  U  und  D  gewonnen  wurde.  Die 
Bestimmung  von  D^  erfolgte  in  Fig.  407  nach  dem  Culmannschen 
Schnittverfahren;  die  Schnittpunkte  ((7,  Ä)  und  (0,  Z>)  in  Figur  403 
wurden  durch  die  Gerade  (L)  verbunden;  hierauf  wurde  A  =  V  nach 
den  Richtungen  U  und  L  zerlegt,  schließlich  L  nach  den  Richtungen 
0  und  D.  Nachdem  auf  diese  Weise  der  Linienzug  AL^L^B  festge- 
legt war,  wurde  angenonmien,  daß  Lasten,  welche  in  den  Knoten- 
punkten i,  i\  Ä,  g\  f^  e\  d,  c',  b  des  die  fragliche  Diagonale  D  nicht 
enthaltenden  Strebenzuges  angreifen,  auch  keinen  Einfluß  auf  die  Spann- 
kraft D  haben  —  sie  wirken  gewissermaßen  auf  das  andere  Teilfech- 
werk  —  und  aus  dieser  Annahme  ergeben  sich  schließlich  die  in  den 
Figuren  405  b  und  406  b  schraffierten  angenäherten  D-Flächen. 

Wir  wollen  nun  die  Ergebnisse  der  genaueren  und  genäherten 
Rechnungsweise  prüfen  und  setzen  hierbei  einen  Zug  von  Lokomotiven 
mit  den  aus  den  Figuren  ersichtlichen  Radständen  und  Achsenbe- 
lastungen voraus.  Die  Mittelachse  des  Tenders  ist  von  der  Mittelachse 
der  Lokomotive  um  die  doppelte  Feldweite  entfernt  —  eine  sehr  un- 
günstige Annahme.  Den  eingezeichneten  Zugstellungen  entsprechen  die 
folgenden  Werte: 

Fahrbahn  unten.  Fahrbahn  oben. 

-.-D,  =  — 2P7i  =  +  ll' 


mtin 


D,=  +  24' 
D.  =  — 19* 


ani 


genau 


genähert  |  -^'  =  +  ?f  <^''"^'  "'"*       -■?'  =  +  E  *^''""  "*'•' 

Die  ständige  Belastung  sei  g  =  1,74*  f.  d.  Mtr.,  also  =  1,74  •  3,6 
=  6,3*  für  jeden  Knotenpunkt  Es  stellt  sich  heraus,  daß  die  ge- 
naueren und  genäherten  Einflußlinien  dieselben  Ergebnisse  liefern, 
nämlich: 

für  Fahrbahn  unten  Dg  =  6,3  •  0,62  =  4*, 
für  Fahrbahn  oben    Dg  =  0. 

2.  Spannkraft  in  eiyiem  Ourtstabe,  Der  einzuschlagende  Weg  ist 
derselbe  wie  bei  Untersuchung  der  Füllungsstäbe.  Durch  Beseitigung 
des  Stabes  ih\  nach  dessen  Spannkraft  0  (Fig.  408)  gefragt  sei,  wurde 
das  statisch  bestimmte  Hauptnetz  in  eine  zwangläufige  kinematische 
Kette  verwandelt  und  nun  wurden  mit  Hilfe  eines  Geschwindigkeits- 
planes (Band  I,  Seite  503  u.  Fig.  499  b)  die  Oo -Linien  für  die  beiden 
FäUe  Fahrbahn  unten  und  Fahrbahn  oben  gezeichnet   Die  Geschwindig- 
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keit  hl    des  Punktes  i    wurde  so  gewählt,  daß  die  Projektion  von  hi' 
auf  die  Richtung  von  0  gleich  25""  ist    Der  Kräftemaßstab  für  die 


Oq -Linien  lautet  dann:  l'  =  25"^. 

Dem  Stabe  i'A'  entspricht  S,  =  —  0,30,  weshalb 

0=  Oo  —  SiX  =  Oo  +  0,30  X, 

und  hierdurch  ist  die  O-Iinie  gegeben;  sie  wurde  in  kleinerem  Maß- 
stabe (1*  =  12,5"")  gezeichnet  —  für  Fahrbahn  unten  in  Fig.  410a, 
für  FaJirbahn  oben  in  Fig.  411a,*) 

Die  Figuren  410b  imd  411b  enthalten  die  Ergebnisse  der  Nähe- 
rimgstheorie;  es  wird  genügen,  die  Entwicklung  von  410b  zu  beschreiben. 
Der  fragliche  Gurtstab  liegt  in  dem  einen  der  beiden  Teilfachwerke 
dem  Knotenpunkte  h  gegenüber,  in  dem  anderen  dem  Knoten  i.  Be- 
deuten J/jk,  Mi  die  Angriffsmomente,  bezogen  auf  h  bezw.  i  und  r*, 
r.  die  Lote  von  h  und  i  auf  0,  so  ergibt  sich  —  jenachdem  die 
Spannkraft  im  Stabe  ih'  oder  im  Stabe  i'h  gleich  NuU  angenommen 
wird  — 

-0  =  ^  oder-0  =  -^. 

Die  Einflußlinie  für  M^ir,,  besteht  aus  den  Geraden  A' H  und 
HB'\    sie  ist  bestimmt  durch 

-^,_  x,x:  _   (3  ■  3,6)  (7  ■  3,6)  _ 

~     Ir^    ~    (10 . 3,6) .  5,34    "  ^'^^' 

während  die  aus  den  Geraden  A'J  und  JB'  bestehenden  {M^ :  r<)-Linien 

durch  die  Strecke 

jrj_  x,x;         (2  ■  3.6)  (8  >  3,6)  _  , 
^^-"1^=    (10 .  3,6) .  4,51    -^'^^ 

gegeben  ist  Mit  Hilfe  der  (if;^ :  rA)-Linie  wird  der  Einfluß  der  in  den 
Knotenpunkten  i,  ä,  /",  d,  b  angreifenden  Lasten  gefunden,  mittels  der 
{Mi :  r,)-Linie  der  Einfluß  der  übrigen  Knotenlasten;  schließlich  werden 
die  Endpunkte  der  auf  diese  Weise  bestimmten  Ordinaten  durch  gerade 
Linien  verbunden.  Ganz  ebenso  wird  die  Fig.  411b  erhalten.  Den  in 
die  Figuren  eingezeichneten  Zugstellungen  sowie  der  ständigen  Last 
^=1,74'  entsprechen  die  Werte: 

Fahrbahn  unten,  Fahrbahn  oben. 


fO,  =  — 2Pyi  =  —  125' 

„.       ,    r  0,  =  —  119'   (Fehlers»/,,) 

angenähert  j  ^  ^  _  43. 


0,  =  — 2Pti  =  —  114' 
0,  =  -^XSij  =  — 41' 

0,  =  — 112' 
0,  =  —  42'. 


*)  Zur  Umsetzung  der  Streckeu  aus  dem  Maßstabe  l'=£25'^  in  den  Maßstab 
1«  =  12^"-  diente  der  Winke)  oberhalb  Fig.  400. 

HOller-Breslau,  Oraphische  Statik.   II.  t.  29 
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Die  Übereinstimmuiig  zwischen  der  angenäherten  und  genaueren 
Rechnung  ist  also  hier  eine  befriedigende. 

Die  gewöhnliche  Zerlegung  in  zwei  Teilfachwerke,  von  denen  jedes  für  die 
Hälfte  der  Belastung  zu  berechnen  ist,  würde,  wenn  in  jedem  Teilfachwerke  die  wirk- 
liche Richtung  des  Gurtstabes  i'h'  beibehalten  wird,  zu  der  Formel 


(3) 


0  =  -\{^^^\ 
2  y  r.         rj,  J 


führen,  und  hierein  wird  man  zweckmäßig,  um  allen  überflüssigen  Feinheiten  aus 
dem  Wege  zu  gehen,  für  Mi  und  Mx  gleichzeitig  die  Größtwerte  einführen,  trotzdem 
diese  bei  vei-schiedenen  Zugstellungen  entstehen.  Wir  wüi-den  dann  nach  Band  I, 
Seite  142*)  erhalten 

3/;  =  702'"    JA  =  918'-,  also 

^-"       2  \^4,51  ^  5,34;-"      ^^  -^  ^' 

während  sich  vorhin  ergab 

für  Fahrhalin  unten  0  =  —  125  —  43  =  —  168', 
für  Fahrbahn  oben     0  =  —  114  —  41  =  —  155'. 

Es  leuchtet  ein,  daß  Formel  (3)  jedenfalls  der  Abschätzung  der  Querschnitts- 
abmessungen  zugrunde  gelegt  werden  darf,  falls  eine  schärfere  Untersuchung  ver- 
langt werden  sollte.  Nach  der  Ansicht  des  Verfassers  Ist  die  Gleichung  (3)  aber  auch 
für  die  endgültige  Berechnung  genügend  genau. 

Wesentiich  anders  verhält  es  sich  mit  den  Füllungsstäben.  Hier  befriedigte 
schon  das  Ergebnis  der  genäherten  Einflußlinien  nicht  sonderlich,  und  noch  ungenauer 
wird  die  Rechnung  auf  Grund  der  Zerlegung  in  Teilfachwerke  mit  den  halben  Lasten. 

Betrachten  wir  beispielsweise  behufs  Bestimmung  von  nuuDp  im  Stabe  h'g  das 
Teilfachwerk  Ik'ih'g  .  .  .,  Fig.  412.  Der  Eisenbahnzug  sei  bis  h'  vorgeschoben  und 
die  den  Schrägstab  />  auf  Druck  beanspruchende  Belastung  des  Knotens  %  sei  ver- 
nachlässigt —  eine  jedenfalls  sehr  ungünstige  Voraussetzung.  Es  entsteht  am  linken 
Auflager  Ä  =  2&  und 

mazi^p  ^^  ~j~  dd  ,      ) 

während  sich  vorhin  maxDp  =  +  31'  ergab.    Der  Felder  beträgt  also  41  °  q. 

Hinzugefügt  werde  noch,  daß  sich  nach  Aufzeichnung  der  -X-Iinie 
die  übrigen  Einflußlinien  außer  auf  die  vorhin  beschriebene  Art  noch 
nach  verschiedenen  anderen  Verfahren  zeichnen  lassen.  So  könnte  man 
nach  Ermittlung  der  0-Linien  und  ?7-Linien  die  D-Linien  auf  die  in 
Band  I,  Seite  242  angegebene  Weise  bestimmen,  desgL  nach  Seite  181 


*)  An  der  angezogenen  Stelle  sind  die  Maximalmomente  eines  Balkens  von  36"" 
Stützweite  und  3,6*"  Feld  weite  berechnet  worden,  g  ist  =  1,74'  f.  d.  Meter.  Der 
Eisenbahnzug  stimmt  mit  dem  im  vorliegenden  Beispiele  eingeführten  nicht  ganz 
überein;  man  wird  aber  auch,  falls  man  Gleichung  (3)  anwendet,  mit  den  sonst  üb- 
lichen Radständen  rechnen,  nicht  mit  den  besonderen  auf  Tafel  7  angenommenen. 
**)  AVir  haben  in  Fig.  412  mtuDp  kinematisch  ermittelt.  Beseitigt  man  D  und 
schi'eibt  man  dem  Punkte  //"  die  lotrechte  Geschwindigkeit  h'fi"  zu,  so  entsprechen 
den  Punkten  V  und  /  die  Geschwindigkeiten  i*"  und  //".  Wählt  man  /i",  so  daß 
das  Lot  von  ä"  auf  D  gleich  Ä  ist  so  ist  das  Lot  von  /"  auf  Ä  gleich  meaDp. 
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des  vorliegenden  Bandes.  Drittens  ist  es  möglich,  mit  Hilfe  der  für 
die  Knotenpunkte  /',  /,  k\  A,  .  .  .  aufzustellenden  Gleichgewichtsbe- 
dingungen schrittweise  die  Einflußlinien  für  die  Spannkr^te  in  den 
Stäben  19',  20',  19,  20  usw.  herzuleiten. 

Ein  viertes  Verfahren  besteht  darin,  die  Lasteinheit  der  Reihe  nach 
in  den  sämtlichen  Knoten  anzunehmen  und  für  jeden  dieser  Belastungs- 
fälle einen  das  ganze  Fachwerk  umfassenden  Kräfteplan  zu  zeichnen. 
Die  so  gewonnenen  Pläne  enthalten  dann  die  Ordinaten  aller  Einfluß- 
linien. In  Mg.  399  auf  Tafel  7  ist  ein  Teil  eines  solchen  Planes  ge- 
zeichnet worden;    er  entspricht  einer  in  h  angreifenden  Last  1. 

2.  Untersuchung  eines  dreifach  statisch  unbestimmten  vierteiligen  Netzwerics. 

175.  Allgemeines  aber  die  Berecliniing  der  Formänderangen.  Das 
in  Mg.  413  dargestellte  vierteilige  Netzwerk  von  30*  Spannweite, 
2"  Feldlänge,  4*  Höhe  und  unten  liegender  Fahrbahn  ist  im  L  Bande 
in  Nr.  230  nach  dem  angenäherten  Verfahren  der  Zerlegung  in  vier 


/  e  *  ^  ^  ^  »  ^  f  ^r  #  <i  /  <^  f  <y  s  y  4»  4ir'  //  y  i»  g  itf  y  #»  H'  <f 


Fig.  413. 


«i  u^  //  «^  itr  1^  19 11^  A-v^  45 


statisch  bestimmte  Systeme  berechnet  worden  und  soll  nunmehr  genauer 
untersucht  werden.  Als  statisch  bestimmtes  Hauptsystem  betrachten 
wir  den  in  Mg.  414  abgebildeten,  durch  Beseitigung  der  drei  Ver- 
tikalen v\  !•/  und  t\  erhaltenen  Träger;  seine  Knotenpunkte  sind  der 
Reihe  nach  zweistäbig  an  die  linke,  aus  aneinander  gereihten  Dreiecken 
bestehende  steife  Endscheibe  angeschlossen,  und  es  lassen  sich  daher 
die  elastischen  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  leicht  zeichnerisch 
ermitteln,  am  besten  wohl  mit  Hilfe  eines  WiUiotschen  Verschiebungs- 
planes. Aber  auch  die  analytische  Berechnung  der  Verschiebimgen 
gestaltet  sich  sehr  einfach  und  möge  hier,  ihrer  gi'ößeren  Genauigkeit 
wegen,  bevorzugt  werden. 

Zunächst  ändern  wir  die  Stützung  des  Hauptsystems  in  der  Weise, 
daß  wir  den  unteren  Knotenpunkt  0  des  Stabes  v  und  die  Richtung 
dieses  Stabes  festhalten  und  berechnen  die  vertikalen  Verechiebungen 
Tli,  Tja  .  .  .  Tf)^  .  .  .  der  Knoten  1,  2,  .  .  .  in,  .  .  .  der  unteren  Gur- 
tung, nach  dem  in  Nr.  9,  Seite  13  und  14  entwickelten,  zu  der  Glei- 
chung 5„  =  2S'Ai?  führenden  Verfahren.    Fig.  413   gibt  Aufschluß 

29* 
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über  die  Bezeichnung  der  Stablängen*);  in  die  Kguren  415,  416,  417, 
418  und  419  sind  die  Spannkräfte  eingetragen  worden,  welche  eine 
der  Reihe  nach  in  den  Knotenpunkten  1,  2,  3,  4,  5  angenommene 


Mg.  414. 


Last  1    in   den  Stäben   des  Hauptsystems  erzeugt    Mit  Hilfe  dieser 
Werte  erhält  man 

7],  =  0,51/2  {^s,  —  ^s,)  +  ^ r.  —  0,5  A  r, 

Tlg=l,5V2A5,— 0,51/2  A5s—V2A5^+Ai?«  — 1,5  At?  +  V2Arf2  — ^«15 
1)3  =  1/2  (Asi  —  Aä^)  +  1,5 1/2  (A5g  —  A5j)  +  Atv  —  2  Av«  —  0,5  Ar 

+  V2Ad8  — (At/^  +  Aw,), 

7)4  =  21/2  A^i  +  1,5  V 2  A«2  —  2,51/2  A««  — 1/2  As^—  2  At?«  +  Ar, 

+  0,5  A t'  + 1/2  (Arf/—  Ad^O  —  (Awi  +  Aw,  +  AW3)  +  2  Aoj, 

7|5  =  2 1/2  (A^i  —  üisj  +  2,5 1/2  (A5j  —  Asj)  —  2  Ar,  +  3  Ar.  —  0,5  A  v 

+l/2(Ad/— Ad80  —  (^«^i  + ^^2+ ^«^8+^^4)4- 2  (Aoi  +  Aog). 


*)  Die  Bezeichnung  ist  so  gewählt  worden,  daß  die  vier,  die  beiden  Endscheiben 
verbindenden  Strebenzüge 

d^d^d^      ....  c^iei     d^d^dj     ...  d^^ 
und  d^' d^  d^  .  .  .  .  6^,5',    d^  d^  d^'  .  .  .  ^,5' 

gut  hervortreten. 
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Die  übrigen  Yerschiebungen  t)  findet  man  mit  Hufe  der  mittels 
Fig.  420  abgeleiteten  Formel 

iq.+4  —  1.  =  2  V2  (A5,  +  A6-,  —  A63  —  A« J  +  2  (A  r,  —  A i',) 

+  1/2  (A(/^+,  —  Arf^+,)  —  (At/)  +  2  { [Ao]— ^A  w] }, 

wo  (Aw)  die  Längenänderung  der  Strecke  m{7n-\-i) 

bedeutet. 


?? 


1? 


» 


r 


77 


i(w  — 2) 
1  w 


•«•I« 


«j-. 


ts 


jfl 

^^ 

3 

/\ 

\^ 

^ 

^ 

/         ^ 

s 

•5 

y 

"f 

\ 

IK-f-^ 


Fig.  415  bis  420. 

Zur  Berechnung  von  1)1  ^  —  tjjj  betrachten  wir  den  in  Fig.  421 
dargestellten  Belastungszustand.  In  den  Diagonalen  entstehen  die  Spann- 
kräfte ±0,5y2;  in  der  oberen  Gurtung  werden  die  Stäbe  Oj,  O5,  Og', 


/  ^/  ^   •» 


9^4  Os    9  9^         9, 


\9  »i  ^O  Oi 


O't,       ^^•i 


C.S. 


V 


Fig.  421. 


Og'  mit  -|-  1  beansprucht,  in  der  unteren  Gurtung  die  Stäbe  Wg,  u^ 
und  W4'  mit  —  1 ;  die  übrigen  Gurtstäbe  sind  spannungslos.  Ton  den 
Stäben  der  Endscheiben  werden  nur  die  folgenden  beansprucht: 
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«1  und  53'  mit  -f-0,5y2 
*3     ?)     ^4     ??    —  0?5  V2  und  V  mit  +  0,5. 
Es  ergibt  sich  daher 

%6  —  '^15  =  0,5  V2  (Asi  +  A^s'—  AS3  —  As/)  +  0,5  Av  +  Ao^  +  A05 
+  Ao/+  A02'—  AW3  —  At^  —  Aw/+  0,5  V2  (—  Ad/4-  Ad/—  Arf^' 

+  ...+Ad,60  +  O,5V"2(-Ad3  +  Ad3— Arf,  +  ...  — Arf,,)- 

176.  Bereclinnng  von  X«,  Z^  und  Xe.  Als  statisch  unbestimmte 
Größen  führen  wir  nicht  die  Spannkräfte  F/,  F/,  F'  in  den  drei  über- 
zähligen Stäben  t;/,  rj^  v\  sondern  drei  Werte  X.,  Jlj,  X^  ein,  die 
mit  den  Größen  F/,  F/,  F'  durch  die  Gleichungen 

f;=-a^-x,-x 

f:=+x-a*-x 

F'  =  2X 

verbunden  sind.*)    Im  Belastungsfalle  -X„  =  —  1  ist  also 

f;=  +  i,    f:=-i,    f=o. 

Dem  Zustande  X^  =  —  1  entsprechen  die  Werte 

f;=  +  i,    ^:=  +  i,    ^'=0, 

und  der  Zustand  Xc  =  —  1  erzeugt 

f;=  +  i,    f;=  +  i,    f=-2. 

Die  Tabelle  I  enthält  die  Werte  S„,  Si,  und  S,  für  sämtliche  Stäbe, 
und  man  erkennt  sofort,  daß 

hat  =  2  S^Sa  ^^  =  0 

ist,  weil  sich  für  die  einander  entsprechenden  Stäbe  der  linken  und 
rechten  Hälfte  des  Trägers  gleiche  Spannkräfte  S^  und  entgegengesetzt 
gleiche  Spannkräfte  S^  ergeben.    Weiter  findet  man 

s 

hbe  =  2  iSftiS^  ^^    =  0, 

während  8««  im  allgemeinen  einen  endlichen  Wert  annimmt 

Um  die  Eechnung  tunlichst  weit  mit  Buchstaben  durchführen  za 
können,  haben  wir  die  Querschnittsverhältnisse  F^ :  F  für  die  Gurtungen 

mit  ttj,  ttg,  .  .  .  für  die  Diagonalen  mit  —  ?:r-,  — ^,  .  .  .  und  für  die 


V 


Glieder  der  Endscheiben  mit  v,  v',  — =r-  bezeichnet  und  diese  Zeichen  in 

V2 


0  Vergl.  Nr.  13,  Seite  25. 
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TabeUe  I. 

a)  Gurtungen  und  Ständer. 
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die  Tabelle  eingetragen.*)  l\  ist  ein  beliebiger,  konstanter  Querschnitts- 
inhalt. Zwei  in  einem  unbelasteten  Knotenpunkte  zusammenstoßende 
Diagonalen  erhalten  gleiche  Querschnitte,  also  auch  gleiche  Werte  ß. 
Die  Querschnitte  der  einander  entsprechenden  Stäbe  der  oberen  und 
unteren  Gurtung  unterscheiden  sich  voneinander  so  wenig,  daß  es  stets 
zulässig  ist,  ihnen  gleiche  Werte  F„ :  F  beizulegen.  Die  dritte  Spalte 
der  Tabelle  enthält  die  Verhältniszahlen  sis^^  wo  s„  die  Feldlänge,  d.  i. 
die  Länge  eines  Gurtstabes,  bedeutet 

Mit  diesen  Bezeichnungen  ergibt  sich  nun 

-;^-5.,  =  SS,S.-f.-^^  =  8(ß,  +  4ß,  +  2ßj,-3ß,-4ß,) 

und  dieser  Weii  wird  gleich  Null,  sobald 

+  ß2  +  4ß6  +  2ß,o  =  3ß,+  4ß, 

ist,  eine  Bedingung,  welche  sich  stets  durch  geringfügige  und  für  die 
Endergebnisse  der  Untersuchung  belanglose  Änderungen  der  auf  Grund 
der  angenäherten  Berechnung  gewonnenen  Querschnittsflächen  erfüllen 
läßt**)  Die  Zahlenwerte  der  vierten  Spalte  der  Tabelle  genügen  der 
vorstehenden  Bedingung,  und  es  sind  daher  die  drei  Elastizitäts- 
gleichungen voneinander  unabhängig.  Der  Einfluß  einer  im  Knoten- 
punkte m  angreifenden  Last  P^  =  l  auf  die  statisch  unbestimmten 
Größen  ist  also 


8  t  i 


e 


0««  O^h  ^€t 

und  hierein  ist,  mit  den  Bezeichnungen 

ß3+2ß5  +  2ß,  +  2ß,=  +, 

ß,+  4ß,  +  2ß,o  =  3ß,+  4ß,  =  +„ 

*)   Die  Querschnittsverhältnisse  Fe :  F  runde   man   gut   ab.    Die  Einführung 

runder  Werte   Fe  '^2  :  F    für   die   Diagonalen    erleichtert    die   Rechnung    außer- 
ordentlich. 

**)  Die  zunächst  nach  der  Näherungstheorie  berechneten  Stabquerschnitte  und 
die  ihnen  entsprechenden  Werte  a,  ß  und  v  sind  in  der  Tabelle  VIII  zusammen- 
gestellt worden;  Fe  wurde  gleich  100  qcm  gewählt.  Es  ergaben  sich  die  nur  wenig 
voneinander  abweichenden  Werte 

ßs  +  -^  Pe  +  2  ß,o  =  1,33  +  4  .  2,57  +  2  •  5,66  =  22,93  und 
3  ß4  +  4  p8  =  3  . 1,77  +  4 .  4,04  =  21,37. 

Der  Querschnitt  von  d^  wurde  nun  gleich  29  {\vm  (statt  25)  angenonunen;    sodann 
wurden  die  Werte  ß,  v  und  v'  so  Jibgerundet,  daß  sie  den  Teiler  3  erhielten.    Ebenso 

7 

wurde   dafür  gesorgt,   daß  ^a  ohne  Rest   durch  3  geteilt  weixien  konnte.    Diese 

Maßnahmen  erleichtern  die  Zahleurechnungen,  da  t),»«,  t\ith  und  Tjie«  durch  30  geteilt 
wei'den  müs.sen. 
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ZU  setzen: 


Sc 


JPJP  ^      TT  f 

^-^8„  =  SS|f -^f  =  4Sa.  +  4v'+8+. 

^^8..  =  SS?-f  ^  =  4Sou  +  4v'+8(v  +  v")  +  8+,. 

Man  erhält 

Sa^  =  3,3,    +1=21,9,    v{>,  =  22,2. 

EF^  EF  EF 

^^8..  =  372,0,  ^?^  ?,,  =  194,4,    ^^^  &..  =  211,2. 

^C  ^«  ^0 

An  Stelle    der  Durchbiegungen  &^  berechnen  wir  die  Werte  — -8«, 

Se 

Ss                               FF 
indem   wir  die  Längenänderungen  As  =  ^j^  ersetzen  durch As 

s     F^  EF 

=  S =:=-•    Den  sich  hebenden  Faktor streichen  wir.    Zunächst 

Sc     F  s, 

nehmen  wir  das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  auf  die  in  Fig.  421 

angegebene  Art  gestützt  an,   berechnen  für  die  Zustände  X^  =  —  1, 

X^  =  —  1  und  X^  =  —  1  die  Durchbiegungen  i\  und  finden  dann  für 

den  im  Abstände  x^  vom  linken  Stützpunkte  liegenden  EjQotenpunkt  m 

«.=  '^-.  —  016—^ 

Die  senki'echten  Verschiebungen  der  Stützpunkte  A  und  B  stinunen 
mit  denen  der  Knotenpunkte  0  und  16  überein,  weil  die  Ständer  0^ 
und  16  5  in  den  hier  in  Frage  kommenden  drei  Belastungsfällen 
spannungslos  sind. 

Mit  Hilfe  der  auf  Seite  452 — 454  abgeleiteten  Formeln  ergeben 
sich  die  folgenden  Werte  tq. 

Zustand  JC.  =  —  1 
'ni-  =  v'  =  l,5 

7j,.=            v'-2ß,  -    a,                                                           =-  2,1 

Tl6a='n2a+4v'-8ß. -4a»+3(a,-a3)+    (a,-a,)                   =-  18,6 

'»lio.='^e«  +4v'— Sßio— 4ai+4(a2— a3)+4(a4— a6)+2(ae— aT)=—  61,0 

•»li4«='»lio«+4v'— 8ße  —  4a,+3(aa-a8)+    (a*— a^)                    =—  77,5 

Tqs.=      +3v'+4ß,  -    (a,-a,)  =+    10,1 

lT.=TQ.a+4v'+8ß, -4(a»-a,)-3(a8-a0-   (a.,~aO  -+   40,9 

Tqi,.='»lT.  +4v'+8ß,  -4(a,-a2)-4(a3~a4)-3(a,-ae)  =+   83,7 

TQua=TQn.+4v'+8ß5 -3(ai-aa)-    (as-a*)  =+105,3 


458  Eiste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 

')4.=      +3v'-6ß,-3a,+   (a,-a,)  =-  9,1 

■»isa  ="»i«a  +4v'— 8ß,— 4a,  +  4(aj— a,)  +  3(aj  — a5)  +  (a4— a,)  =  —  39,6 
1i2a="»l«.  +4v'— 8ß,— 4a,+4(a,— a,)  +  3  (a,  —  a,)  +  (o,  —  a,)  =  —  70,1 

tij.  =      H-5v'+8ßj— 3(ai-a,)—   (o,— aj  =+23,1 

■»1».  ='»l5.+**'+8ß9— *(*i— »2)— ^(a»— aj— 3(a5— ae)=+65,9 
1i».=')9.+4v'+8ß,— 4(ai— o,)— 3(a,— aj— 3(a5-a,)=+96,7 

I16.  -  %6.  =  — 2a  -  2  (4*1 +.};,)  =  — 91,5 

1 

7]ig  =  105,3  —  91,5  =  13,8. 

Zustand  -X"»  =  —  1 
•^i»  =  v'  =  l,5 
•^2»  =v'  — ttj  =-f0,5 

**l6»     =  '*1«*  +  «2  0^3+0^4  0^5    =  +  0,8 

■^lO»  =  "^6»  =  +  0.8,  Tfli4»  =  TQ^j  =  +  0,5 

•^3»   =— v'— 4ß3— (ttj +  04)  =—    9,1 

•»I76  =  -^36  —  8ß7  —  (»s  +  «4  +  «5  +  «e)  =  —  36,9 
•^11*  =  '^it  —  8ß9  —  (a^  +  04  +  ttß  +  ttj)  =  —  76,5 
•^16»  =  "nu»  —  Sßs  —  (a^  +  tta  +  a,  +  aj  =  —  95,7 

•»I4»  =  — v'+  tti  —  a,  +  «3  =  —  0,7 

•»Is»  =  "»li»  —  «4  +  «5  —  «6  +  «7  =  —  0,8 

■^12»  =  "^4»  =—0,7 

yi,,  =  v'  4-  8ß5  +  aj  +  a,  +  a«  +  a^  =  +  20,7 
•^9»  =  "»lö*  +  Sßa  +  ttg  +  tte  +  a^  +  o^  =  +  60,3 
"^13*  =  "^9*  +  8ß7  +  a«  +  «6  +  «4  +  «8  =  +  88,1 


%6»  —  "^lÄ*  =  2a  +  2^1  =       47,1 

1 

^i6*  =  - 95,7 +  47,1       =-48,6. 

Zustand  X^  =  —  1 
■)Q,c  =  — v'— v  =  — 2,1 
ti,,  =_2v"  — 3v  — v— 2ß,  — a^  =—    9,3 

•»l6*  ='^ftc  —  8ße  —  («2 +  a8+a4  +  a5)  =  — 30,2 
•^10-^  =  "»lec  —  8ßio  —  («6  +  «7  +  «7  +  »5)  =  —  77,0 
•^140  =  %o*—  8ß«    —  (a^  +  a3  +  a,  +  aj  =  —  97,9 

•^3«   =v'— V— ttj+a^  =  +  0,5 

'*l7e    ='nic    —  «3  +  a^  —  «5  +  ttß  =  +  0,5 
'^110=  •»17*  —«6   +«6  =  +  0,5 

•^15«  =  "lue  —  «4  +  ttg  —  o,  +  ttj  =  +  0,9 
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Y)^,  =  2v"  +  v'  +  V  +  6ß^  +  tti  +  a,  +  a,  = 
•^8*  ='^4c  +  8ßH  +  a4  +  a5  +  a6+(X7  = 

•^12*  =  "»Isc  +  Sßg  +  a,  +  tte  +  ttj  +  a^  = 

ir]5,   =  —  v'  —  V  +  tti  —  a,  +  Oj  —  a4  =  —  1,7 
■^a«   =  "^ö*  +  «5  —  0^6  =  —  1?'' 

''QlS«  =  '*l»e  +  *6  0^5  +  *4  0^3  =  ^T^ 

•^i6e-^,5.  =  v  +  2v"  +  2a  +  2^,  =  50,7 

1 

1.6.  =  0,9 +  50,7  =  51,6. 
Die  aus  den  Werten  t)  berechneten  Größen 


+  17,3 
—  52,2 

+  87,1 


A'.=-j-(7)..--f  71,,.), 

sowie  die  in  der  weiteren  Untersuchung  gebrauchten  Ausdrücke 

Y,=X.  +  X,       Y,=X.  +  X. 

T^   =  Xa  X^  Y^  =  Xa X^ 

sind  in  der  Tabelle  II  zusammengestellt  worden. 


Tabelle  U. 


m 

Xa 

x^ 

X. 

! 

Y. 

Y^ 

y. 

1 

+  0,003 

+  0,016 

—  0,018 

;  +  0,019 

0,013 

—  0,015 

+  0,021 

2 

0,009 

+  0,027 

0,068 

,  +  0,018 

0,036 

—  0,077 

+  0,059 

3 

4-  0,021 

0,006 

—  0,038 

1  +  0,015 

+  0,027 

-  0,017 

+  0,059 

4 

0,033 

+  0,055 

+  0,025 

+  0,022 

—  0,088 

—  0,008 

—  0,058 

5 

+  0,051 

+  0,181 

0,081 

'  +  0,232 

1 

—  0,130 

—  0,030 

+  0,132 

6 

—  0,064 

+  0,096 

0,232 

+  0,032 

—  0,160 

0,296 

+  0,168 

7 

+  0,094 

—  0,081 

-  0,104 

+  0,013 

+  0,175 

—  0,010 

+  0,198 

8 

-  0,125 

+  0,121 

+  0,125 

—  0,004 

0,247 

0 

0,250 

9 

+  0,156 

+  0,452 

—  0,146 

+  0,608 

—  0,296 

+  0,010 

+  0,302 

10 

-0,186 

-1-  0,162 

—  0,518 

-  0,024 

0,348 

0,704 

+  0,332 

11 

+  0,199 

-  0,219 

—  0,169 

0,020 

+  0,418 

+  0,030 

+  0,368 

12 

0,217 

+  0,188 

+  0,225 

—  0,029 

—  0,405 

+  0,008 

—  0,442 

13 

+  0,229 

+  0,662 

—  0,212 

,  +  0,891 

—  0,433 

+  0,017 

+  0,441 

14 

—  0,241 

+  0,228 

—  0,682 

—  0,013 

0,469 

—  0,923 

+  0,441 

16 

+  0,247 

-  0,251 

—  0,232 

,  —  0,004 

+  0,498 

+  0,015 

+  0,479 
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177.  Spannkräfte  in  den  Stäben  der  Endsclieiben.  Für  die  Spann- 
kräfte in  den  Stäben  i;/,  r/,  r/,  s^\  «g',  Sj',  s^'  der  rechten  Endscbeibe 
gelten  die  Formeln 

(  r=-2x,  v:=-x^-x,-x,,  v:=  +  x.-x,-x, 

(1)      <  5/  sin  9  =  —  S/  sin  9  =  +  -X^» 

5/sin9  =  — 53'sin9  =  i(^+  0  =  0,55— X, 

wo  B  den  Widerstand  der  rechten  Stütze  bedeutet.  Die  Einflußlinien 
für  die  Spannkräfte  V  und  S  der  linken  Endscheibe  sind  die  Spiegel- 
bilder der  Einflußlinien  der  entsprechenden  Kräfte  F"  und  S'  der  rechten 
Scheibe.  In  der  Tabelle  III  sind  die  Ordinaten  der  Linien  für  F^,  l\ 
und  S^  zusammengestellt  worden.    Die  S^  sin  9-Linie  und  die  V^-TAuie 


Tabelle  m. 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


+  0,730 
+  0,213 

—  0,221 

—  0,630 
+  0,587 
+  0,170 

—  0,150 

—  0,372 


+  0,236 
+  0,695 

—  0,679 

—  0,196 
+  0,189 
+  0,542 

—  0,462 

—  0,121 


+  0,251 

—  0,232 
+  0,205 
+  0,608 
+  0,181 

—  0,201 
+  0,137 
+  0,375 


9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 


+  0,279 

+  0,091 

+  0,072 

+  0,200 

—  0,049 

-0,151 

—  0,113 

0.047 

—  0,065 

+  0,023 

+  0,032 

+  0,050 

+  0,005 

—  0,001 

1 

+  0,113 

—  0,049 
+  0,069 
+  0,142 
+  0,045 

—  0,018 

—  0,001 


zeigt  Fig.  422;  vergleicht  man  sie  mit  den  im  I.  Bande  auf  Seite  529 
nach  dem  Näherungsverfahren  gewonnenen  Linien,  so  findet  man  eine 
recht  gute  Übereinstimmung.  Um  die  Vergleichung  zu  erleichtem, 
haben  wir  die  Geraden,  in  denen  die  Punkte  der  angenäheiien  Einfluß- 
linien liegen,  mit  eingezeichnet;  sie  schneiden  auf  der  Senkrechten 
durch  A  die  Strecken  0,25,  0,50  und  0,75  ab.*)  Als  Lasten  sind 
drei-  oder  vierachsige  Lokomotiven  von  1,2"'  Badstand  und  16'  Achs- 
druck angenommen  worden.  Die  ständige  Belastung  beträgt  g  =  1,6'/« 
also  3,2'  für  jeden  der  Kjiotenpunkte  2  bis  14  und  2,4*  für  jeden  der 
Punkte  1  und  14.  Den  Einfluß  des  Eigengewichts  ermittelt  man  in 
der  Weise,  daß  man 

X.,  =  -f  0,20',    Jf,,  =  +  5,4r,    A;,  =  4-6,60' 

bestimmt  und  hierauf  die  Formeln  1  benutzt  IVIan  erhält  auf  diesem 
Wege  die  folgenden  grüßten  Stabkräfte,  denen  die  nach  dem  Näherungs- 
verfahren gewonnenen  in  Klänuner  beigefügt  worden  sind. 


*)  Man  achte  darauf,  daß  wir  im  I.  Bunde  die  iS,- Linie,  jetzt  aber  die  S^^  sin9- 
Linie  dargestellt  haben. 
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^«F  =  ^,F,  +  F,  =  -  108,5  —  13,2  =  -  122'  (— 1220 
^F,  =  _F,,+  F.,=  +    42,2+    1,4  =  +    44*  (+450 
^F,  =  _F.,+  F.,=  +    4U+    1,0  =  +    42' (+430 
_S,siii9  =+    42,5+   5,0  =  +    47,5' (+47,50 

^S,  sin  9  =  iF=  —  61' (-  610. 

Die  Übereinstimmung  der  genauen  und  angenäherten  Werte  ist 
eine  ganz  vorziiglictie,  und  es  folgt  daraus  ohne  weiteres,  daß  auch 
die  0,  U  und  D  nach  dem  Näherungsverfahren  berechnet  werden 
dürfen.  Wir  wollen  aber  trotzdem  die  genauere  Berechnung  auch  für 
die  übrigen  Stäbe  durchführen  und  noch  verschiedene  Yergleichungen 
mit  den  angenäherten  Ergebnissen  vornehmen.*) 

178.  Die  Spannkräfte  in  den  Diagonalen  ergeben  sich  aus  den 
Gleichgewichisbedingungen  für  die  einzelnen  Knotenpunkte.  Für  die 
Spannkräfte  D^,  Dj,  D^',  D^'  gelten  die  Formeln 

J?j  sin  9  =  Ajj  sin  9  +  X^  +  X,  =  A,  sin  9  +  1\ 
i>3  sin  9  =  i>,8  sin  9  —  A^  +  X^  =  Z),,  sin  9  —  F, 
D^'sin  9  =  Ai'sin  9  +  A„  —  X,  =  D^Jsm  9+^4 
Dg'sin  9  ^  As'sin  9  —  X„  —  A4  =  As'süi  9  —  ^i- 

Die  Do'linien  lassen  sich  nach  dem  im  I.  Bande  angegebenen  Verfahi^eu 

ermitteln.    Fig.  414  zeigt  die  Einflußlinien  für  D„2  sin  9  und  D^^  sin  9. 

Die  übrigen  Kräfte  D  sind  durch  die  Grleichungen  bestimmt 

D;  =  -D^,     D,'  =  —  D,\     i>/ =  —  2>e,  usw. 

Z>g  sin  9  =  —  Z>4  sin  9  =  D,  sin  9  —  P, 
2>7  sin  9  =  —  Dg  sin  9  =  D3  sin  9  —  P3 
Dg 'sin  9  ==  —  Dg 'sin  9  =:  D^'sin  9  —  P^ 

usw., 

wo  Pj,  Pj  .  .  die  in  2  oder  3  usw.  angreifenden  Knotenlasten  bedeuten. 
Die  Tabelle  IV  enthält  die  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  alle  links- 
steigenden Diagonalen.  Die  Dj  sin  9-Linie  ist  in  Fig.  422  dargestellt 
worden;  sie  weicht  nur  unwesentlich  von  der  im  I.  Bande  nach  dem 
genäherten  Verfahren  der  Zerlegung  des  Netzwerks  in  statisch  be- 
stimmte Teilsysteme  gewonnenen  ab.  Für  die  «„.D  sin  9  ergeben  sich 
die  folgenden  Werte,  denen  die  nach  dem  Näherungsverfahren  ge- 
wonnenen in  Klammern  beigefügt  worden  sind.**) 


*)  Herr  Professor  G.  Mchrtem  hat  in  der  Deutschen  Bauzeitung  1902,  Seite  75, 
die  von  mir  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  durchgeführte  Näherungsberechnung  als 
einen  „unzureichenden  Notbehelf"  bezeichnet  und  damit  nur  gezeigt,  daß  er  selbst 
die  Spannkräfte  eines  derai-tigen  Systems  noch  nie  genau  untersucht  hat. 

**)  Yergl.  Band  I,  Seite  529  und  530.  Die  dort  angenommene  Belastung  haben 
wir  etwas  geändert,  indem  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Mittelachse  des  Tendei-s 
an  einen  Knotenpunkt  rückten. 
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Tabelle  IV. 


m 


Z>iSin9  Z>,sin9 


2)4'  sin  9 


D^  sin  9 


DfSin  9    Z>7  sin  9  '  D^'  sin  9 


D^'  sin  9 


AoSin9 


1 
2 
3 
4 
5 


—  0,0151-0,004 
+  0,9231—0,014 

—  0,017'+ 0,890 

—  0,008-0,029 

—  0,030  —  0,020 


+  0,004 ,  —  0,019 
+  0,009 ,  —  0,018 
-0,024  -0,015 
+  0,825  —0,022 
—  0,018 ;  +  0,768 


0,015 
0,077 
0,017 
0,008 
0,030 


0,004 
0,014 
0,110 
0,029 
0,020 


+  0,004 

-  0,019 

+  0,009 

—  0,018 

—  0,024 

0,015 

—  0,175 

—  0,022 

—  0,018 

-  0,232 

0,015 
0,077 
0,017 
0,008 

o;o3o 


6  1+0,704 

7  1—0,010 

8  I     0 

9  1+0,010 


10  1+0,296  +  0,031 


—  0,023 
+  0,608 
-0,003 
+  0,013 


-  0,015  —  0,032 

-  0,019  —  0,013 


+  0,500 
+  0,019 
+  0.015 


+  0,004 
+  0,392 
+  0,024 


+  0,704 
—  0,010 

0 
+  0,010 
+  0.296 


-  0,023 
+  0,608 

—  0,003 
+  0,013 


—  0,015 

—  0,019 
+  0,500 
+  0,019 


+  0,0311  +  0,015 


—  0,032 

—  0,013 
+  0,004 
+  0,392 
+  0,024 


-  0,296 

—  0,010 
0 

+  0,010 
+  0,296 


11 
12 
13 
14 
16 


+  0,030  +  0,232  +  0.018 !  +  0,020 1  +  0,030 
+  0,008  +  0,022  +  0,175 1  +  0,029 '  +  0,008 
+  0,017  +  0,016+  0,024 1  +  0,109  +  0,017 
+  0,077  +  0,019,  -  0,009 1  +  0,013  +  0,077 
+  0,015  +  0,019,-0,0041  +  0,004  +0,015 


+  0,232 
+  0,022 
+  0,016 
+  0,019 
+  0,019 


+  0,018 
+  0,175 
+  0,024 

—  0,009 

—  0,004 


+  0,020 
+  0,029 
+  0,109 
+  0,013 
+  0,004 


+  0,030 
+  0,008 
+  0,017 
+  0,077 
+  0,015 


Z>,  sin  9  =  .^D^p  sin  9 

i>8  sin  9 
Z>4  sin  9 
P^'sm  9 
7>g  sin  9 
i>7  sin  9 
Dg 'sin  9 
Dg'sin  9 
AoSin9 


fNOZ' 


+  JD,,  sin  9  = 
=  47,8  +  5,6  = 
=  41,3  +  4,8 
=  35,5  +  4,0 
=  28,1  +  3,2 
=  22,5  +  2,4 
=  17,9  4- 1,6 
=  13,4  +  0,8 
=  10,2  +  0 


54,4  +  6,4  =  60,8'  (60,00 

=  53,4*  (52,10 
==  46,1'  (45,50 
=  39,5'  (39,60 
=  31,3'  (31,00 
=  24,9'  (24,90 
=  19,5'  (20,20 
=  14,2'  (16,30 
=  10,2'  (12,40- 


9  = 


179.  Die  Spannkräfte  in  der  oberen  Qnrtong.    Man  erhält,  da 
46°  ist. 


0,  = 
0.  = 


'2 


S^  sin  9  —  Z>s  sin  9 

Ol  4"  Dg'  sin  9  —  D^'  sin  9 


=  Ol  —  2D4'  sin  9 
0^  =  0^  —  22)5'  sin  9,     0^=^  0^  —  2Z>g  sin  9,  usw. 


Tabelle  V  enthält  die  nach  diesen  Fonneln  berechneten  Ordinaten  der 
O-Iinien.  In  Tabelle  YI  haben  wir  diese  Linien  nach  dem  Näherungs- 
verfahren berechnet  und  zwar  für  eine  Lasteinheit  von  P=  120.  Die 
angenäherte  S^  sin9-Linie  zeigt  Fig.  423;  die  Werte  Z>sin9  sind  der 
Tabelle  auf  Seite  530  des  ersten  Bandes  entnommen  worden;  sie  mußten 
mit  4  multipliziert  werden,  da  jene  frühere  Untersuchung  die  Last- 
einheit P  =  30  voraussetzte.  Dieses  Näherungsverfahren  führt  außer- 
ordentlich rasch  zum  Ziele  und  liefert  vorzügliche  Ergebnisse.  Bei 
der  Berechnung  von  Oj   wurden  dieselben  Achslasten  und  Radstände 
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angenommen,  wie  bei  der  Ermittlung  der  F,  S  und  D,  Die  übrigen 
Werte  0  sind  für  den  neuen  preußischen  Belastungszug  (Band  I, 
Seite  338)  berechnet  worden.     Man  vergleiche  die  Figur  422,  in  der 


S^OMf 


Fig.  423. 


Tabelle  V. 


m 

-0, 

-0, 

_ 

-0. 

1 

-0, 

-0. 

-0. 

-0, 

1 

0,228 

0,236 

0,198 

0,168 

0,160 

0,168 

0,130 

2 

0,668 

0,686 

0,650 

0,496 

0,468 

0,486 

0,450 

3 

1,102 

1,054 

1,024 

0,990 

0,770 

0,746 

0,716 

4 

—  0,254 

1,396 

1,352 

1,336 

1,278 

0,928 

0,884 

5 

0,149 

0,113 

1,649 

1,589 

1,549 

1,513 

1,049 

6 

0,495 

0,465 

0,401 

1,809 

1,763 

1,733 

1,669 

7 

0,754 

0,716 

0,690 

0,670 

1,886 

1,848 

1,822 

8 

—  0,128 

0,872 

0,880 

0,880 

0,874 

1,874 

1,882 

9 

0,117 

0,155 

0,939 

0,959 

0,985 

1,023 

1,807 

10 

0,263 

0,293 

0,341 

0,933 

0,995 

1,025 

1,073 

11 

0,313 

0,349 

0,389 

0,449 

0,913 

0,949 

0,989 

12 

—  0,003 

0,347 

0,405 

0,421 

0,465 

0,815 

0,873 

13 

0,054 

0,102 

0,320 

0,354 

0,386 

0,434 

0,652 

14 

0,087 

0,069 

0,095 

0,249 

0,287 

0,269 

0,295 

15 

0,037 

0,029 

0,037 

0,067 

0,105 

0,097 

0,105 
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Mflller-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1. 
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die  Einflußlinien  für  Oj  und  O5  abgebildet  sind.    Alle  eingeklammerten 
Zahlen  sind  Ergebnisse  der  angenäherten  Berechnung.    Man  erhält 

Ol  =  ^nO,,  +  Ol,  =  -  85,4  — 12,2  =  —  98'  (-  950 


min 


mim 


0,  =  — 121,0  —  21,8  =  — 143' 
^0,  =  — 157,9  —  29,8  =  — 188' 
^0^  =  — 184,9  —  36,2  =  —  221' 
^0,  =  -  204,1  —  39,4  =  -  244' 


—  139*) 
— 187') 

-221') 

—  245*) 

—  258*) 

—  2540. 


.-.Og  =  —  219,4  —  42,6  =  —  262' 
^.0,  =  —  213,2  —  44,2  =  —  257' 

180.  Die  Spannkräfte  in  der  unteren  finrtnng  wurden  mit  Hilfe 
der  Fonneln 

CT",  =  ^4  sin  9  —  Dg  sin  9 

CT",  =  Z7,  -}-  D,  sin  9  —  Z)^  sin  9  =  U^  +  22),  sin  9  —  P, 

Uf=Uf-\-  2Z?,  sin  9  —  P,  usw. 

untersucht    Zur  Probe  wurde  Uj  noch  mittels  der  Gleichung 

berechnet    Tabelle  YII  enthält  die  Ordinalen  der  Einflußlinien.    Man 
findet 

Ui=^U„+Ui,  =  70.1  +  9,0  =  79' 

Ui=   92,7  +  18,6  =  111' 

U^  =  126,1  +  26,6  =  153' 

Z7«  =  147,8  +  33,0  =  181' 

CTj  =  167,1  -f  37,8  =  205' 

Uf,  =  197,7  -j-  41,0  =  239' 

ü,  =  215,9  +  42,6  =  258' 

Tabelle  Vn. 


m 

r. 

r. 

r. 

0,202 

l\ 

l\ 

r, 

1 

0,232 

0,202 

0,194 

0,164 

0,134 

0,126 

2 

—  0,250 

0,596 

0,568 

0,586 

0,550 

0,396 

0,368 

3 

0,190 

0,156 

0,936 

0,888 

0,858 

0,824 

0,604 

4 

0,586 

0,570 

0,512 

1,162 

1,118 

1,102 

1,044 

5 

0,949 

0,089 

0,849 

0,813 

1,349 

1,289 

1,249 

6 

-  0,233 

1,175 

1,129 

1,099 

1,035 

1,443 

1,397 

7 

0,124 

0.104 

1,320 

1,282 

1.256 

1,236 

1,452 

8 

0,379 

0,379 

0,373 

1,373 

1.381 

1,381 

1,375 

9 

0,505 

0,525 

0,551 

0,589 

1,373 

1,393 

1,419 

10 

—  0,025 

0,567 

0,629 

0,659 

0,707 

1,299 

1,361 

11 

0,089 

0,149 

0,613 

0,649 

0,689 

0,749 

1.213 

12 

0,171 

0,187 

0,231 

0,581 

0,639  . 

0,655 

0,699 

13 

0454 

0,188 

0,220 

0,268 

0.486 

0,520 

0,552 

14 

-0,005 

0,149 

0,187 

0,169     1 

0,195 

0,349 

0,387 

15 

1 

0,003 

0,033 

0,071 

0,063 

1 

0,071 

0,101 

0,139 
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181.  Eine  sehr  schnell  zum  Ziele  führende  angenäherte  Berechnung 
der  größten  Gurtspannkräfte  ist  die  folgende.  Man  ermittle  mit  Hilfe 
der  im  I*  Bande  auf  Seite  539  abgedruckten  Tabelle  der  größten 
Biegungsmomente  den  Wert 


femer  den  Wert 


iL 


S9 


gl^       1,6.30« 


=  45', 


,      h         8h         8-4,0 

zeichne  über  der  Stützweite  l  eine  Parabel  vom  Pfeile  45'  und  stelle 

die   ««,3^ :  Ä^Linie   nach  Band  I  Kg.  526   durch   zwei  Parabelstücke 

und  eine  gerade  Linie  von  der  Länge  0,12  l  =  3,6*"  dar.    Dann  setze 

M                     M 
man  0,  = r®-,  0^  = ^,  usw.     Man  erhält,  Fig.  424: 

0^=  — 253',  Oj  =  — 252',  05=  — 244',  0^  =  — 225', 

Oj  =  — 194',  0,  =  —  153',  0,  =  — 100', 

das  sind  Zahlen,  die  von  den  vorhin  ermittelten  nur  wenig  abweichen. 


^M^ 

•'"^^^^^1 

"""^          1 

\ 

1  \ 

^^„«■•''''1 

1 

^^»^i 

\ 

>^i 

\ 

i 

1 

^ 

\ 

% 

\ 

<» 

$ 

§ 

' 

^^ 

^"*^***^^^     \ 

1 

■^1  1                  \ 

1 

^^^^^ 

-                \ 

r                                j 

] 

i 

Fig.  424. 


182.  Einfloß  einer  anglelohmäßlgen  Erwärmung.  Schreibt  man 
allen  Stäben  der  unteren  Gurtung  die  Temperatur  ^^,  den  Stäben  der 
oberen  Gurtung  die  Temperatur  t^  und  den  Ständern  (r)  und  Streben 
{s  und  d)  die  Temperatur  t,  zu,  so  entsteht 


■^o«  = 


Se^S.s  EF.      «^.SS.s  +  e^.SÄ.s  +  e^SS.s 


SS  «— — 
"   EF 


s. 


2SJ 


s,  ~F 


wo  S,  2,  S  sich  der  Eeihe  nach  auf  die  untere  und  die  obere  Gur- 

wo« 

tung  imd  auf  die  Püllungsglieder  beziehen;    und  ähnliche  Ausdrücke 
erhält  man  für  X^  und  X^, 

30* 
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Mit  Hilfe  der  Tabelle  I  findet  man  nun 

2S»5  =  2,0,     25,5  =  2,0,     SS,s  =  — 4, 

2S,5  =  0,       25,5  =  0,       25,5  =  0, 

mithin 

A^.,  =  0,    X.  =  0 

^        sjFI^,      2^,  + 2^,  — 4^. 
*       42a  +  4v'+84>i 

Für  imser  Zahlenbeispiel  ergibt  sich,  wegen  jP,  =  0,01  gw,  5,  =  2,0" 
und  gE=2bO% 

_  l,2b{2t,  +  2t^  —  it.) 

^*'-  läM 

Macht  man  die  wohl  am  nächsten  liegende  Annahme 

so  erhält  man  Xi,t  =  0,  Nimmt  man  an:  ^,  =  0,  ^^  =  25°,  ^,  =  5**, 
so  erhält  man  trotz  der  sehr  ungünstigen  Voraussetzung  den  vemach- 
lässigbaren  Wert  JYft,  =  0,2*.  Temperaturänderungen  spielen  also  gar 
keine  Rolle. 

183.   üntersuohimg  der  Dnroliblegaiigen.    Obongsanfgabeii.    Wir 

beginnen  mit  der  Berechnimg  der  Biegungslinie  für  den  in  Fig.  425 


Fig.  425. 

dargestellten  Belastungsfall.  Dieser  ist  so  gewählt,  daß  die  vier  ver- 
schiedenen Teilsysteme  möglichst  ungleichmäßig  belastet  werden.  Der 
Strebenzug  d^  d^  d^'  .  .  .  .  wird  sogar  nur  durch  das  Eigengewicht 
beansprucht.  Die  auf  die  einzelnen  Knotenpunkte  entfallenden  Lasten 
sind,  einschließlich  des  Eigengewichts,  der  Reihe  nach 

11,4'  21,2'  12,2'  3,2'  12,8'  32,0'  12,8'  3,2'  12,2'  21,2'  11,4'; 
sie  erzeugen  in  den  Ständern  die  mittels  der  Einflußlinien  berechneten 
Spamiki'äfte 

V=  — 102,0',     F,  =  +  24,4',     F,  =  28,8'. 
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Die  übrigen  Spannkräfte  sind  mit  Hilfe  der  für  die  einzelnen  Knoten- 
punkte aufgestellten  Gleichgewichtsbedingungen  berechnet  und  in  der 
Tabelle  Viil,  Spalte  S\  zusammengestellt  worden;  sie  erzeugen  die 
Längenänderungen 

S's 


Tabelle  Vni. 

a)   Gurtungen  und  Ständer. 


1 

F 

F,          s 

S' 

EFctiS  '1 

s„ 

F 

Fe 

8 

S' 

EFctiS 

1 
1 

F 

8e 

s.       1 

F 

Sc 

«• 

Ol 

98 

125 

0,80 

—  73 

58 

u^ 

79 

100 

1,00 

h  18 

+  18 

0» 

143 

180 

0,56 

—  83 

46 

^ 

111 

140 

0,71 

-103 

+  73 

»9 

188 

275 

0,36 

114 

41 

Wg 

153 

228 

0,44 

-136 

+  66 

O4 

221 

275 

0,36 

—  178 

64 

M4 

181 

228 

0,44 

-142 

+  62 

Ob 

244 

328 

0,30 

198 

—  59 

«» 

205 

260 

0,38 

hl60 

+  61 

o» 

262 

328 

0,30 

—  201 

—  60 

«6 

239 

325 

0,31 

-192 

+  60 

07 

257 

328 

0,30 

—  207 

—  62 

W7 

258 

325 

0,31 

1-200 

+  62 

V 

122 

166 

0,60 

-102 

61 

Vo 

42 

66 

1,51 

+  28,8 

+  43 

Fe  =  100  qcm 

Tu 

44 

66 

1,51 

+  24,4 

+  37 

t 

qcm 

t 

t 

b)   Diagonalen. 


Ä 


F 


FeV2 


s 


F 


V2 


S' 


V2 


EFcä's 


s, 


y^ 


5. 


F 


I  F 


8 


•/2 


S' 


8, 


FFeiL8 

s,-\/~2 


d, 
«1 

8a 


rf.  86 
d^'  44 
fi^e'  44 
ds     14 

<h\  76 
35 
35 
20 

86 
86 
67 
67 


108 
55 
55 
25 

95 
44 
44 
25 

115 
115 
115 
115 


1,31 
2,57 
2,57 
5,66 

1,49 
3,22 
3,22 
5,66 

1,23 
1,23 
1,23 
1,23 


1 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 

0,5 
0,5 
0,5 
0,5 


+  53,2 

—  32,0 

+  32,0 
0 

+  22,2 

—  10,0 
+  10,0 
+  2,8 

—  51 
+  51 

—  2,6 
+  2,6 


+  70 

—  16 
+  16 

0 

+  66 

—  64 

+  64 
+  31 

—  31 
+  31 

—  2 
+  2 


d: 

dB 

d^' 
ds 
d,' 


64 
64 

28 
28 

56 
56 
20 
20 


80 
80 
35 
35 

70 
70 
25 
25 


1,77 
1,77 
4,04 
4,04 

2,02 
2,02 
5,66 
5,66 


1 

-  4,8 

2 

+  4,8 

2 

-  1,6 

2 

+  1,6 

2 

—  15,6 

2 

+  15,6 

2 

—  2,8 

2 

+  2,8 

—  8 
+  17 

—  13 

+  13 

—  63 
+  63 

—  31 
+  31 


Die  erste  Spalte  der  Tabelle  Viil  gibt  die  absoluten  Werte  der  für 
die  Querschnittsberechnung  maßgebenden  größten  Spannkräfte  an;  sie 
enthält  also  eine  Zusammenstellung  der  in  Nr.  177  bis  180  berechneten 
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Werte.    An  Stelle  der  l's  wurden  die  Werte 
Ef\a's 


EFA's 


beziehungsweise 


V2«. 


in  Tonnen  angegeben.    Mit  Hilfe  dieser  Zahlen  findet  man 


nun  mittels  der  in  Nr.  175  abgeleiteten  Formeln  die  Verschiebungen 

1),  =  0^ .  2  (31  +  2)  +  37  +  0,5  •  61  =  100,5 

•»1j  =  1,5-2.31  +  0,5-2.2  — 2.2  +  37  +  l,5-61  +  2.70— 18  =  280,5 

•»ig  =  2(— 31  — 2) +  1,5 -2  (31 +  2) +37  — 2. 43 +  0,5 -61 +  2-66 

—  (18  +  73)  =  85,5 

7|4=  —  2 . 2 .  31  +  1,5 . 2 .  31  +  2,5 . 2  •  2  —  2 . 2  —  2 .  43  +  37 

—  0,5-61  +  2  (17  +  8)  —  (18  +  73  +  66)  —  2 .  68  =  —  327,5 
•«Is  =  2 . 2  (—  31  —  2)  +  2,5 . 2  (31  +  2)  —  2 .  43  +  3 .  37  +  0,5 .  61 

+  2  (63  +  63)  —  (18  +  73  +  66  +  62)  —  2  (58  +  46)  =  —  56,5 
,],==-.),_  12*)  +  2  (16  +  16)  —  (73  +  66  +  62  +  61) 

+  2  (—  58  —  46  —  41  — 18)  =  —  255,5 
•»i^  =  1),  — 12  +  2  (64  +  64)  —  (66  +  62  +  61  +  60) 

+  2  (—  58  —  46  —  41  —  64  — 18  —  73)  =  —  519,5 
Tjg  =  t]^—  12  +  2  (13  +  13)  —  (62  +  61  +  60  +  62) 

+  2  (—  58  —  46  —  41  —  64  —  59  — 18  —  73  —  66)  =  — 1382,5. 


Fig.  426. 


Für  -»jig  ergibt  sich  mit  Hilfe  des  in  Fig.  426  dargestellten  Belastungs- 
falles der  allgemeine  Ausdruck 

T„g=7,5y2  (A.'(i+  A.s-^)  —  8  V2  AS3— 7  V2  ^s^-\-  0,5  ^2  (A«,'—  ^s^') 

—  8  Ar.  +  7Är.  +  7 Ao,  +  6  (Ao,  +  Ao,  +  ^o^)  +  5  A05 

+  4  (AOg  +  Ao,  +  Ao/)  +  3  AOe'+  2  (AOj'+  Ao/+  Ao,')  +  Ao,' 

—  7  (Am,  +  AMj)  —  6  Atfg  —  5(AM4+  A?<5+  AWg)  —  i^u^ 

—  3  (A»V+  A«8'+  Mi^')  —  2  A«./—  (Aw,  +  A«,+  Am,) 

+  0,5  y2  (Ad,  —  Ad,  +  Ad,  —  Ad,  +  Ad„  —  Ad„  +  Ad„) 

—  0,5y2  (Ad,'— Ad/+ Ad,'— Ad/+Ad,/— Ad„'+Ad,/— Ad,/). 

Da  nun  ein  symmetrischer  Belastimgsfall  vorliegt  imd  außerdem 


•)  2  (Ar.  —  Ar,)  =  2  (37  —  43)  =  —  12. 
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A5i  =  —  Asj  und  A53=  —  As^  ist,  so  geht  die  vorstehende  Formel 
über  in 

T)jß= — 8At',,-|-7Atv+7(+^Oi  +  A02 — Am, — Aw4  +  Aö5+AOe — ^u^) 

+  8  ( —  AWj  —  AWa  +  AOs  +  AO4 —  AWg — At^g-|-  Ao^) 

+  0,5  y2  (+  Adj  —  Adg  +  Ad,  —  Arfj  +  Ad^'—  Ad5'+  Ad,')- 

Die  Einsetzung  der  Zahlenwerte  liefert 

%e  =  — 8-43  +  7.37+7(— 58  — 46  — 66  — 62  — 59  — 60  — 62) 

4.8(— 18  — 73  — 41  — 64  — 61  — 60  — 62) 
-f.0,5.2(+66  +  64  +  64  — 31  — 31  — 63  — 63) 

d.  i.  abgerundet  ^16  =  —  6000. 

Der  mit  ^  =  107,2'  belastete  untere  Teil  des  Endständers,  dessen 
Querschnitt  180  qcm  beträgt,  wird  um 

^«  -  EF  -  2150 .  180  -  "'"^     ^ 

Terküizt,  und  es  ergeben  sich  daher  die  Senkungen  (  der  Knotenpunkte 
aus  der  Formel 

8.  =  ^  (v— ^16  ^"  )  +  0,03-, 

EF,        2150 .  100 
^^ 2ÖÜ— 

Man  findet  der  Keihe  nach 

8  =  3,1-    8,5--    10,4--    10,3--    16,5"-    18,4"^    19,7-    15,4- 

imd  erkennt,  daß  sich  bei  den  unbelasteten  Knotenpunkten  4  und  8  in 

der  Gurtung  Knicke  von  -g- (10,4  +  16,5)  — 10,3  =  3,2—  bezw.  19,7 

— 15,4  =  4,3"*"*  Pfeile  bilden,  die  bei  der  kurzen  Feldweite  genügen, 
um  in  einer  gelenklosen  steifen  Gurtung  erhebliche  Biegungsspannungen 
heiTorzurufen.  Aus  diesem  Grunde  ist  das  untersuchte  Netzwerk  nur 
für  Träger  mit  Bolzengelenken  zu  empfehlen. 

Weiter  möge  noch  die  Durchbiegung  8g  für  den  in  Kg.  427  ab- 
gebildeten Belastungsfall  angegeben  werden.  Da  8g  nur  von  den  Längen- 
änderungen des  den  Strebenzug  d^\  d^\  d^\  d^'  ,  .  ,  ,  enthaltenden 
Teilsystems  abhängig  ist,  so  wenden  wir  die  Fonhel 

auf  die  wirklichen  Spannkräfte  S  und  auf  die  Spannkräfte  S'  infolge 

♦)  Es  wuixie  für  Flußeisen  ^  =  21500(X)*fl'V^  =  2150 'V«  gesetzt. 
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einer  am  Teilsysteme  in  8  angreifenden  Last  1  an.  Ersetzen  wir 
diese  Last  1  durch  eine  Last  von  der  Größe  8,  so  nehmen  die  S'  die 
in  die  linke  Hälfte  der  Figur  eingeschriebenen  Werte  an  und  wir  er- 
halten daher 

88g  =  S5'As  =  2[l.AOi— 7(A02  +  A0,+  A04+A05)— 15(A0e+A07) 

+  4  y  2  (—  Arf/+  Ad/—  Ade'+  Arf^O  —  At;,  —  3  Ar« 
+  2  At'  +  V2  (A^i  —  Aäj)  —  3  y  2  (Aä3—  A^J]  +  8^ 


tr      ir     17     ir    ii^ 

Fig.  427. 


n     IT     n     4r    it* 


Hierin  sind  Ao,  Az^,  Ad,  .  .  .  Mittelwerte  aus  den  Längenänderungen 
der  einander  entsprechenden  Stäbe  der  linken  und  rechten  Trägerhalfta 
Beispielsweise  erfährt  der  Stab  Oj  durch  die  angegebene  Verkehrslast 
und  durch  das  Eigengewicht  einen  Druck  von  75*,  Stab  o/  einen  solchen 

von  65';    wir  schreiben  also  beiden  Stäben  den  Druck  -^  (75  -|-  65) 

=  70*  zu.  Auf  diese  Weise  sind  die  in  die  rechte  Hälfte  des  Träger- 
netzes eingetragenen  Spannkräfte  bestimmt  worden.   Die  für  die  geneigten 

Stäbe  angegebenen  Werte  sind  noch  mit  y2  zu  multiplizieren.  5,  be- 
deutet die  Verkürzung  des  untersten  Teiles  des  Endständers.  Man  erhält 
schließlich 

^^-^^     -13Ö0^' 

Die  in  Eig.  425  dargestellte  Biegungslinie  läßt  sich  durch  Hinzu- 
fügung eines  Mittelständers,  der  mit  den  ihn  kreuzenden  Diagonalen 
befestigt  werden  muß,  erheblich  verbessern.  Es  werden  gewissermaßen 
die  vier  Teilsysteme  an  der  Stelle  8  miteinander  verbunden  und  ge- 
zwungen, sich  bei  8  gleich  stark  durchzubiegen.  Die  Berechnung 
dieses  fünffach  statisch  unbestimmten  Systems  ist  ziemlich  einfach  und 
keineswegs  zeitraubend,  sie  sei  dem  Leser  als  Übungsau^be  empfohlen. 
Mit  der  Anzahl  eingeschalteter  Ständer  bessert  sich  einerseits  die  Über- 
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emstimnmiig  der  Biegnngslinien  der  Teilsysteme,  während  andererseits 
die  Schwierigkeiten  der  genauen  Berechnung  wachsen. 

Als  weitere  tJbungsaufgaben  empfehlen  wir  die  Untersuchung  des 
in  Fig.  429  dargestellten  fünffach  statisch  unbestinmiten  sechsteiligen 
Netzwerks,  dessen  Elastizitätsbedingungen  sich  leicht  voneinander  un- 


Fig.  428. 


Fig.  429. 


Fig.  430. 


abhängig  machen  lassen  und  schließlich  des  in  Hg.  430  abgebildeten 
einfach  statisch  unbestimmten  Systemes,  dessen  Hauptsystem  im  Band  I, 
Nr.  228,  imtersucht  worden  ist 


§  18. 

Untersuchung  der  Formveränderung  eines  vierteiligen  statisch 
bestimmten  Netzwerlcs  Mehrtensscher  Bauart. 

184.  Die  Besprechung  des  Yerschiebungsplanes  des  in  Fig.  432  dargestellten 
Netzwerks  muß  ich  durch  eine  Bemerkung  einleiten,  die  sich  auf  einen  zwischen 
Herrn  Professor  G.  Mehrtens  und  mir  in  der  Deutschen  Bauzeitung  stattgehabten 
Meinungsaustausch  bezieht.*)  Die  Veranlassung  hierzu  gab  die  im  ersten  Bande 
dieses  Werkes  an  einem  mehrteiligen  Fachwerke  Mehrtensscher  Bauart  von  mir 
geübte  Kritik.  Ich  hob  auf  Grund  einer  allgemeinen  Untersuchung  des  statisch  be- 
stimmten mehrteiligen  Netzwerks  und  der  Berechnung  eines  Sonderfalles  (I,  Nr.  227) 
hervor,  daß  der  Schlußsatz  einer  von  Herrn  Mehrtens  über  derartige  Fachwerke 
veröffentlichten  Abhandlung  in  allen  Punk-ten  unrichtig  sei,  und  betonte  besonders, 
daß  von  dem  seitens  des  Herrn  Mehrtens  den  Netzwerken  seiner  Bauart  zugeschriebenen 
Vorzuge,  alle  Lasten  gleichmäßig  über  das  gesamte  Stabwerk  zu  verteilen,  gar  keine 
Rede  sein  könne.  Ich  zeigte,  daß  in  der  Diagonale  D^  des  als  Beispiel  untersuchten 
vierteiligen  Trägers  sogar  eine  Spannkraft  erzeugt  wird,  die  ebenso  groß  ist,  als  in 


♦)  Deutsche  Bauzeitung  1901,  Nr.  80  u.  Nr.  90  und  1902,  Nr.  12. 
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der  Diagonale  eines  einteiligen  Systems  gleicher  Spannweite  und  wies  darauf  hin, 
daß  man  mit  mehrteiligen  Fachwerken  vor  allem  das  Streben  nach  Verkieineniiig 


Fii^.  431. 


der  Beanspruchung  der  TVandglieder  verbinden  müsse.    Nach  einem  erfolglosen  Ver- 
suche, die  Behauptung  einer  gleichmäßigen  Beanspruchung  seines  Stabwerfcs  zu  recht- 
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fertigen*),  erklärt  Herr  Mehrtens  schließlich:  ,^  habe  durchaus  nicht  an  eine  gleich- 
mäßige SpannJcraßyerteihmg  gedacht,  sondern  die  konstnüdiven  Mängel  der  ungleich- 
mäßigen Formänderungen  im  Auge  gehabt,  die  daraus  entspringen,  daß  die  einzelnen 
Teilsysteme  der  "Wand  bei  den  in  Vergleich  gezogenen  unbestimmten  Anordnungen 
die  wandernden  £inzellasten  nicht  gleichmäßig  übertragen.  Bei  der  üblichen  Zer- 
legung in  Teilsysteme  erscheine  sogar  nur  dasjenige  Wandsystem  gespannt,  in  welchem 
die  Knotenlast  P  liegt;  alle  anderen  Wandsysteme  seien  spannungslos.^^  Mit  seinen 
mehrteiligen  Wandgliederungen  behauptet  nun  Herr  Mehrtens,  bessere  Wirkungen 
zu  erzielen;  daß  er  sich  aber  auch  in  diesem  Punkte  irrt,  beweist  der  in  Fig.  431 
für  einen  Träger  seiner  Bauart  (Fig.  432)  —  dasselbe  vierteilige  Netzwerk,  dessen 
Beanspruchung  in  Band  I,  Nr.  227,  untersucht  worden  ist  —  gezeichnete  Ver- 
schiebungsplan. Die  beigegebene  Tabelle  enthält  die  absoluten  Werte  der  mittels 
Einflußlinien  und  auf  Grund  der  im  Band  I  angegebenen  Belastungen  gefundenen 
größten  Spannkräfte  >S,  femer  die  Querschnitte  und  Längen  der  Stäbe,  die  Spann- 
kräfte S'  infolge  der  in  Fig.  432  dargestellten  Belastung  (Zugstellung  für  ««/>,)  ein- 

S's 
schließlich  der  Wirkung  des  Eigengewichts  und  die  Werte  JE'A«  =  — j^—  in  t:em. 

Das  feste  Auflager  liegt  bei  Stütze  0.  Die  senkrechten  Verschiebungen  der  Knoten- 
punkte 1  und  2  wurden  mit  Hufe  der  Formel  Ä  =  2jS"A«  berechnet;  ihre  wage- 
rechten Verschiebungen  sind  Aw^  und  AWi+Am,.  Zur  Bestimmung  der  Ver- 
schiebungen der  übrigen  Knotenpunkte  wurde  das  Williotsche  Verfahren  benutzt 
Als  Zeichnungsproben  standen  die  Bedingungen  zur  Verfügung,  daß  die  gegenseitige 
senkrechte  Verschiebung  der  Knotenpunkte  16  und  17  gleich  der  lÄpgenänderung 
des  Stabes  16  — 17  und  die  Senkung  des  Punktes  17  gleich  der  Verkürzung  des 
Stabes  11 B  sein  muß.  Außerdem  w^urde  die  Senkung  des  Knotenpunktes  5  nach- 
träglich noch  gerechnet;  sie  stimmte  mit  der  zeichnerisch  gefundenen  genau  überetn. 

Das  Ergebnis  dieser  Untersuchung  ist  außerordentlich  ungünstig.    Die  größte 
Durchbiegung  beträgt  43'*",  also  =^  der  Stützweite.    Die  in  Fig.  432  dai^gestelltea 

Biegungslinien  der  Gurtungen  bilden  einen  Zickzack,  gegen  den  sich  die  Knicke  in 
der  für  das  imbestimmte  System  gefimdenen  und  in  demselben  Maßstabe  gezeichneten 
Linie  recht  winzig  ausnehmen.  Neun  Knotenpunkte  bewegen  sich  aufwärts.  Die 
Strecke,  um  die  Punkt  1'  nach  oben  rückt,  ist  gi-ößer  als  die  größte  Durchbi^ung 
des  vorhin  untersuchten  unbestimmten  Systems.  Die  gegenseitige  senkrechte  Ver- 
schiebung der  Punkte  1  und  1'  beträgt  60"^  d.  i.  75^  der  Stützweite.    Und  ebenso 

4oO 

groß  ist  auch  die  gegenseitige  senkrechte  Verschiebung  der  nur  4"  voneinander  ent- 
fernt liegenden  Knotenpunkte  3  und  5.  Der  erste  Knotenpunkt  neben  dem  festen 
Auflager  senkt  sich  bereits  um  35""'.  Dies  hat  eine  ganz  unzulä.ssige  Drehung  des 
Stabdreiecks  0 — 15 — 1  zur.  Folge  und  bewirkt,  daß  sich  der  Knotenpunkt  15  um 
rund  40*"*"  in  wagerechter  Richtung  verschiebt.  Da  nun  die  wagerechte  Verschiebung 
des  oberen  Endpunktes  0'  des  Endständers  verhältnismäßig  gering  ist  so  zeigt  der 
nur  4"*  hohe  Endständer  in  der  Mitte  einen  Knick  von  rund  35**  Pfeil.  Beim  An- 
blick dieser  beiden  merkwürdigen  Biegungslinien  wird  man  unwillkürlich  an  die  be- 
kannte Nürnberger  Schere  erinnert. 


*)  S.  Deutsche  Bauzeitung  1901,  Nr.  80.  Dort  verlangt  Herr  Mehrtens,  daß 
man  eine  gleichmäßige  Vei-teilung  der  Lasten  immer  dann  anerkenne,  wenn  sämtliche 
Stäbe  an  deren  Übertragung  teilnehmen,  ohne  Rücksicht  auf  das  Gesetz,  das  diese 
Teilnahme  regelt  und  ohne  zu  prüfen,  ob  hierbei  nicht  etwa  die  größte  Unregel- 
mäßigkeit herrscht. 
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Unsere  Untersuchung  zeigt,  daß  der  in  Fig.  432  dargestellte  Ti-äger  in  jeder 
Hinsicht  eine  verfehlte  Konstruktion  ist.  Wir  verweisen  noch  auf  die  interessante 
Abhandlung  von  Bender  über  Netzwerke  MehrtensscheT  Bauart  (Zentralblatt  der 
Bauverwaltung  1905,  S.  426),  welche  im  Anschluß  an  des  Verfassers  Untersuchungen 
Beispiele  für  symmetrische  Träger  dieser  Bauart  bringt,  die  ebenfalls  zu  sehr  un- 
günstigen Ergebnissen  führen.  Herr  Mehrtens  antwortete  hierauf  (Z.  d.  B.  1905, 
S.  580)  mit  der  Erklärung,  er  habe  diese  Träger  den  Fachgenossen  niemals  empfohlen, 
sondern  nur  zum  ersten  Male  nachgewiesen,  daß  derartige  TVandgliederungen  statisch 
bestimmt  angeordnet  werden  können;  er  verstehe  nicht,  warum  man  von  diesen 
Trägem  so  viel  Aufhebens  mache  und  an  deren  unfruchtbare  Berechnung  so  viel 
Zeit  und  Mühe  verschwende. 

Da  nun  Herr  Mehi*tens  die  Versicherung,  jene  Systeme  niemals  empfohlen  zu 
haben,  im  dritten  Bande  seiner  Vorlesungen  über  Statik  der  Baukonstruktionen  in 
einer  gegen  den  Verfasser  gerichteten  Anmerkung  wiederholt,  so  mögen  auch  an 
dieser  Stelle  die  Tatsachen  wiederholt  werden,  welche  der  Verfasser  Herrn  Mehrtens 
bereits  im  Zenti-alblatt  der  Bauverwaltung  1905,  8.  647,  und  in  der  Beilage  zu  seinem 
Buche  ,;Erddruck  auf  Stützmauern",  Stuttgart  1906,  entgegengehalten  hat;  sie  stehen 
mit  der  Versicherung  des  Herrn  Mehrtens  in  grellem  Widerspmche. 

1.  Herr  MeJirtens  hat  sich  keineswegs  damit  begnügt,  den  Nachweis  der 
statischen  Bestimmtheit  zu  führen,  sondern  er  hat  der  neuen  Trägei-art  die  Empfehlung 
mit  auf  den  Weg  gegeben:  „Vergleicht  man  schließlich  die  gebräuchlichen  mehr- 
teiligen Netzwerke  mit  den  erörterten  endlosen  statisch  bestimmten  Netzwerken,  so 
finden  sich  die  mehr  als  zweiteiligen  imbestimmten  Anordnungen  insofern  im  Nach- 
teil, als  sie  stets  (t  —  2)  */«  Viereckzüge  (wo  t  die  Teilungsziffer  bedeutet)  enthalten, 
die  beweglich  sind  und  für  die  Lastübertragung  nicht  trugen.  Dagegen  verteilen 
die  statisch  bestimmten  mehrteiligen  Netzwerke  alle  iMsten  gleichmäßig  über  das 
gesamte  Stabwerk  der  Wand,  der  Gurte  und  der  Ständer.^'' 

2.  In  der  Deutschen  Bauzeitung  schreibt  Herr  Mehrtens  zu  seiner  Verteidigung 
u.  a.  (1902,  S.  74):  „Ich  füge  noch  hinzu,  daß  man  in  Amerika  mit  der  von  mir 
vorgeschlagenen  statisch  bestimmten  mehrteiligen  Wandgliederung  Versuche  angestellt 
hat",  und  auf  S.  75  sagt  er  von  den  fraglichen  Trägem:  „Eine  größere  Bedeutung 
haben  sie  für  den  Kriegsbrückenbau,  und  hieifür  habe  ich  sie  seinerzeit  an  maß- 
gebender Stelle  in  Vorschlag  gebracht.''^ 

3.  Im  Jahre  1899  hatte  Herr  Mehrtens  sogar  den  Versuch  gemacht,  sich  seine 
Erfindung  patentieren  zu  lassen.  Die  Patentanmeldung  ist  am  20.  Februar  1899 
unter  M.  15152  KI.  19  ausgelegt  worden.  Der  Patentanspmch  lautete:  „Statisch 
bestimmtes  mehrteiliges  Netzwerk  für  Träger  imd  Pfeiler,  dadurch  gekennzeichnet, 
daß  die  rechts-  imd  linksfallenden  Wandstäbe  einen  die  ganze  Ti-äger-  oder  Pfeiler- 
wand zwischen  Ständern  und  Gurten  ausfüllenden,  ununterbrochenen  Zug  bilden,  der 
von  einer  Ständerecke  ausgeht  und  in  einer  anderen  Ständerecke  endigt."  In  der 
Erläuterung  des  Patentanspmches  behauptete  Herr  Mehrtens,  daß  eine  an  einem  be- 
liebigen Knoten  angreifende  Einzellast  sämtliche  Wandstreben  sehr  gleichmäßig  spanne, 
und  folgert  hieraus,  daß  das  von  ihm  erfundene  Netzwerk  sich  eigne:  „für  Träger 
aller  Art,  bei  denen  man  die  Wirkung  von  Emzellasten  möglichst  gleichzeitig  über 
die  Trägerwand  verteilen  will,  z.  B.  für  Träger  von  gi*oßen  Stützweiten,  in  denen 
man  nicht  zu  große  Querträgerentfernungen  erhalten  will,  für  Windverbände  großer 
Brücken,  für  Träger  von  Hängebrücken,  wenn  es  sich  um  gleichmäßige  Übertragung 
von  Einzellasten  auf  Kabel  und  Ketten  handelt."  Auch  für  Pfeiler  sei  das  Netzwerk 
mit  ununterbrochenem  Strebenzuge  verwendbar. 

Diese  öffentlich  ausgelegte  Patentanmeldung  beweist,  daß  Herr  Mehrtens  seine 
Erfindung  nicht  nur  empfohlen,  sondern  sogar  in  recht  überschwenglicher  Weise 
empfohlen  hat;  denn  es  ist  ein  wichtiges  und  umfangreiches  Anwendungsgebiet,  das 
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er  an  seiner  Erfindung  rühmt,  um  dem  Patentamte  die  Möglichkeit  ihrer  gewerb- 
lichen Verwertung  zu  beweisen.  Am  meisten  aber  muß  es  befremden,  daß  Herr 
Mehrtens,  nach  der  in  der  Deutschen  Bauzeitung  abgegebenen  Erklärung,  für  wichtige 
Aufgaben  der  Landesverteidigimg  an  maßgebender  Stelle  ein  Brückensystem  in  Tor- 
schlag gebracht  haben  will,  das  nach  dem  jetzt  von  ihm  selbst  gefällten,  vernichten- 
den Urteile  so  unbrauchbar  ist,  daß  es  sich  nicht  einmal  lohnt,  ,,an  dessen  unfrucht- 
bare Berechnung  Zeit  xmd  Mühe  zu  verschwenden". 


§  19. 

Herleitung  der  Biegungslinien  aus  den  Momentenlinien. 

185.  Wir  schließen  unsere  Untersuchung  des  ebenen  Fachwerks 
mit  der  Angabe  eines  Verfahrens:  die  Biegungslinien  in  der  Weise  aus 
den  Momentenlinien  herzuleiten,  daß  die  EmiitÜimg  der  Durchbiegungen 
für  eine  Reihe  von  Belastungsfällen  ipimer  nur  die  Neubestimmung 
der  Momentenlinie  erfordert,  während  alle  von  den  Querschnittsab- 
messungen und  Stablängen  abhängigen  Größen  nur  einmal  berechnet 
werden  müssen. 

Zu  diesem  Zweck  setzen  wir  voraus,  es  seien  die  Stabkräfte  durch 
die  auf  die  Knotenpunkte  .  .  .  (w  —  1),  w,  (rn -[- 1)  •  •  .  bezogenen 
Angriffsmomente  .  .  .  3/^.1,  3/«,  itf«+i,  .  .  .  ausgedrückt  und  auf  die 
Form 

(1)       S= +  ^^-^M^x  +  ^..M^  +  +-+iiC+i  +  ...-.. 

gebracht,  unter  ^  Werte  verstanden,  welche  von  dem  jeweiligen  Be 
lastungszustande  unabhängig  sind.    Es   ist   dann  nach  Seite  114  der 
EinfluJB  der  Änderung  As  einer  Stablänge  5  auf  die  Gewichte  tv: 

(2) ,  '26V-i  =  +«_iAs,  n\  =  ^^^s,  w'^+i  =  \J;^+iA5, 


Ss 
oder,  wenn  ^s=  ^^  gesetzt  und  S  mittels  Gleich.  (1)  bestimmt  wird: 

JC/jT 

Bildet  man  auf  diese  Weise  die  Beiträge,  welche  die  einzelnen  Stäbe 
zu  den  Gewichten  iv  liefern,  so  gelangt  man  schließlich  zu  Ausdrücken 
von  der  Form: 


1 r. 1« 
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worin  die  Werte  a  von  der  Gestalt  des  Fachwerks  und  den  Quer- 
schnittsabmessongen  abhänsig  sind,  nicht  aber  von  dem  Belastung^ 
zustande. 

Anstatt  nun  die  Durchbiegungen  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  «u 
bestimmen,  welches  mit  der  Pol  weite  Eins  zu  den  Gewichten  ^r  ge- 
zeichnet wird,  kann  man  auch  in  der  Weise  verfahren«  daß  man  das 
Gewicht  ir.  mnd  ebenso  alle  übrigen  tc)  durch  die  Gewichte 


Jtf_„     J/.,     M^y 


in  den  Abbtänden 


0(»-i)««  A,»^i)« 


vom  Pole  0  ersetzt    Denn  die  nach  den  Endpunkten  der  Gewichte 

J/ii»-!,  -U«,  -*'«+i? gezogenen  Strahlen  zeriegen  tc^  in 

die  Abschnitte: 


,  J/^. 


1 


«(— D- 


,  M^ 


««• 


,  J/. 


+1 


a 


(«+!)• 


^     •      a'      a 


Fig.  433  a. 


Fig.  433  b. 


Fig.  433  c. 


Vergl.  Hg.  433  b,  in  der  ein  von  drei  Momenten  abhängiges  Gewicht  iv 
vorausgesetzt  wurde.  Treten  negative  Werte  o  auf,  so  werden  die 
entsprechenden  M  als  negative  Gewichte  aufgefaßt,  wie  dies  die  in  der 
Regel  vorliegende  Kgur  433  c  angibt. 

Durch  die  im  vorstehenden  beschriebene  Änderung  des  Kräfte- 
zuges ist  das  gesteckte  Ziel  erreicht.  Die  von  den  Lasten  unabhängigen 
Werte  a  werden  ein  für  allemal  bijrechnet,  und  die  Untersuchimg  eines 
neuen  Belastungszustandes  erfordert  nur  die  Aufzeichnung  der  neuen 
Momentenlinie.     Ein  Beispiel  möge  das  Verfahren  erläutern. 
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Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 


186.   ZahienbeispieL    Es  liege  der  in  Fig.  435   dargestellte  Hauptträger 
einer  Eisenbahnbrücke  von  36*  Spannweite  mit  10  Feldern  vor. 

Die  Spannkraft  in  einem  Stabe  der  oberen  Gurtung  ist  (Fig.  434): 

and  die  Änderung  der  Stablänge  o.  hat  nur  EinfluB  auf  tCm',  sie  erzeugt: 


tCm= =  — 


=  + 


und  man  erhält,  mit  den  in  der  folgenden  Zusammenstellung  angegebenen  Quer- 
schnittsabmessungen, zunächst  für  i7=l  die  nachstehenden  Beitrage  zu  den  Ge- 
wichten tTj,  fr,,  w^. 


Stab 

Om 

Tm 

F^ 

Ol 
0% 

7,31 
7,23 
7,20 

3,58 
4,58 
4,92 

0,0160 
0,0320 
0,0320 

iTi  =  35,62  M^ 
Wg  =  10,77  Jfg 
if,=   9,30  If, 

Meier 

qm 

Dem  Untergurtstabe  Ur  entspricht  (wegen  r*  =  Ä*) 

'"''^-E-Fuht^^'' 


Stab 

1 

Fu 

«1 

«4 

7,20            4,28 
7,20            4,92 

0,0240       IT,  =  16,38  3/, 
0,0320     !  ir4=  9,30  Jf^ 

Fig.  434. 


Für  die  Diagonale  des  mten  Feldes  ergibt  sich: 


D^^l^  3/„.    3/^-1  \  d^ 


wobei  die  oberen  Vorzeichen  für  eine  linkssteigende,  die  unteren  für  eine  rechts- 
steigende Diagonale  gelten.    Aus  der  Gleichung  für  Dm  folgt 

dl        ,.  dl 


'^•""'-"Är'Xr""-    EFmhm'    X«    ''EFmXlhl^'^'^  EF^Xlhm^lkm 


Mm.l 


«'«,-1  =  4. 


^dm   dm 
hm~l  X, 


=  + 


Dmdm dm 

EFmhm^l     X« 


f1*  d* 

~EFm\lhm-lhm       """^  EFmilhl-i," 
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Stab 

d^ 

F^ 

d. 

4.69 

0,0210 

f/;,  =  28,61  M^ 

d. 

5,59 

0,0150 

w^z=  49,051/,—  57,68  3/i; 

M^i  =  —   57,683/,+   67,82.1/, 

dz 

5,59 

0,0070 

«•j=  90,99  .¥,—   97,80  .V,; 

tv^  —        97,80  3/,  + 105,11  3/.. 

d. 

6,10 

0,0060 

it'4  — 110,59  3/4      128,98  i¥,; 

/rj  —  -- 128,98  3/4  + 137,95  3/, 

d. 

6,10 

0,0060 

tt?5  =  120,59  3/5  - 120,59  M^; 

i6'4  =  — 120,59  3/5  -f  120,59  3/4 

♦-.?tf"*--i«^*-?--4^"*--j^*'?--a^~«-  4^-*^ 


Fig.  435. 


Dem  linken  Endständer  entpricht 

Fi  = j^,   also  %'!  = ^'^ 


und  mit  F^  =  0,0160  qm: 

w^  =  14,47  3/1 . 

Für  den  Pfosten  mw  in  Fig.  436  würde  man,  wenn  Km  die  Belastung  des 
Knotens  m  bedeutet,  erhalten: 

Müller-Breslau,  Graphisclie  Statik.   II.  1.  31 
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Erste  Abteilang.     Zweiter  AHsrhnitt. 


Vm  =  -\-  Km  =  Qm-^l  —  Qm  = 


Mm  +  l  ^fm  ^fm *fm—\ 


mit  tCm^i  = 

worein  zu  Hetzen: 


2  AÄ« 


'm"'m 


Eine  derartige  umständliche  BerüclcHichtigung  der  Längenändorungen  ^k  der 
Zwischenpfosten  ist  jedoch  im  vorliegenden  Falle  entbehrlich.  Mau  denke  sich  diese 
Stäbe  vielmehr  beseitigt,  zeichne  eine  Biegungslinie,  welche  die  lotrechten  Ver- 
schiebungen der  Knoten  1,  3,  5,  7,  9  der  unteren  Gurtung  und  der  Knoten  0,  2, 
4,  6,  8,  10  der  oberen  Ourtung  angibt  und  beachte  schließlich,  daß  sich  die  Ver- 
schiebungen von  zwei  durch  einen  lotrechten  Stab  verbundenen  Knoten  um  die 
Ijängenänderungen  dieses  Stabes  unterscheiden  (vergl.  S.  103). 

Die  Zusammenzählung  der  an  denselben  Knotenpunkten  angreifenden  Gewichte  tc 
ergibt  nun: 

ifi  =  35,64  3f,  +  28,61  iW»  —  57,68  3^  +  67,82  M^  +  14,47  AT,,  d.  i. 

iTj  =  146,55  Jfi  —  57,68  M^  und  ebenso: 

ir,=:—   57,68  iW,  +  170,54  A/,  —    97,80  Jlfj 

iTg  =  —   97,80  3f,  +  239,71  JMg  —  128,98  M^ 

tc^  =  —  128,98  Afg  +  250,48  M^  —  120,59  M^ 

if,  =  —  120,59  M^  +  260,48  Jf»  —  120,59  iW;,*) 

und  zwar  gelten  diese  Werte  für  -&=1.  Wird  beispielsweise  J?=  1800  000  */,,« 
=  18000000Vg,„  gesetzt,  so  sind  sämtliche  tr  durch  18000000  zu  dividieren. 

Die  Momente  M  werden  zweckmäßig  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  auf  die  Form 

Mm  =  Eym 

gebracht,  wo  H  die  Polweite  bedeutet.  Wird  H  in  Tonnen  ausgedrückt,  so  müssen 
die  y  im  Längenmaßstabe  der  Trägerzeichnung  gemessen  und  in  Metern  ausgedrückt 
werden.    Die  Gewichte  w  sind  Zahlen. 

In  unserem  Beispiele  wählen  wir  für  den  Ti-äger  den  Maßstab  1 :  400  und  für 
die  Durchbiegungen  den  Maßstab  1:1;  femer  H=  135'.  Wir  müssen  dann  in  die 
für  die  Gewichte  to  gefundenen  Ausdrücke  setzen: 

_    135jy^      ^^A^- 
"  ■"  1800000Ö  ' "  1     ■"■  lOÖO' 
und  erhalten: 

«T,  -  146,55  - -^-  -  07,68  -^^  _  -^  ^y  ~  ^^^- 
und  auf  dieselbe  Weise: 


?r,= 


"•«  = 


f€'A  =  — 


fr»  =  — 


5,78 
3,41 

y% 

2,58 
2,76 


+ 
+ 
+ 


1,95 

Vs 
1,39 

1,33 


^8 


■^  1,33 


3,41 

y* 

2,58 

2,76 

_?•_ 
2,76 


/f, 


—         2^5 


ye 


e  — 


i<^  = 


2,76  +  1,33 
2,58  "^  1,39 


yi 


yi 


y« 


'^•  =  -^^  +  ■7^- 


/r, 


3,41 

_       ye    , 


1,95 

y» 


2,76 

y« 

2,68" 

yg 

3,41 


ft  — 


5,78    '    2,27 


*)  Bei  Berechnung  von  w^  denke  man  an  den  Einfluß  von  D^. 
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Die  in  den  Nennern  stehenden  Zahlen  geben  die  Polweiten  d  der  Gewichte  y  in 
Metern  an,  sie  werden  im  Maßstabe  1:400  aufgeti-agen. 

Nach  Erledigung  dieser  vorbereitenden  Rechnungen,  welche  für  jedes  Yachwork 
nur  einmal  auszuführen  sind,  ist  man  imstande,  die  Biegungslinien  /,  //,  ///...  für 
irgendeinen  Belastungszustand  schnell  aus  dem  die  Momentenlinie  vorstellenden  Seil- 
polygone abzuleiten. 

Die  Richtung  der  Seite  /  wird  willkürlich  angenommen.  Mit  Hilfe  von  y^  und  y^ 
wird  die  Richtung  der  Seite  //  festgestellt,  hierauf  mittels  y,,  y,,  y,  die  Richtung 
von  //  u.  s.  w.  Man  vergleiche  Fig.  435  d,  welche  durch  wiederholte  Anwendung  des 
in  Fig.  433  c  dargestellten  Verfahrens  entstanden  ist  und  einer  weiteren  Erklärung 
kaum  bedarf.  Die  Punkte  1,  2,  3,  .  .  .  dieser  Figur  sind  in  so  großen  Abständen 
voneinander  angenonunen  worden,  daß  die  den  einzelnen  Knoten  entsprechenden 
Kräftezüge  ^«.i,  ym^  ^m+i  gut  überschaut  werden  können. 
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